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Sur le sous-groupe des éléments de hauteur in�niedu K2 d'un orps de nombrespar
Jean-François Jaulent (Bordeaux) et
Florence Soriano-Gafiuk (Metz)

Introdution. On sait depuis les travaux de Tate que, pour tout orpsde nombres F , le noyau WK2(F ) des symboles sauvages donnés par lathéorie loale du orps de lasses est un sous-groupe �ni de K2(F ) dontl'arithmétique est mystérieusement reliée à elle des groupes de lassesd'idèles ou d'idéaux (f. e.g. [Ta℄, [Ko℄).C'est ainsi que J. Tate a montré que pour tout premier impair ℓ, la ℓ-partie de WK2(F ) oïnide ave elle du sous-groupe K∞
2 (F ) =

⋂
n≥1 Kn

2 (F )des éléments de hauteur in�nie dans K2(F ) ; et il est montré dans [JS1℄ quele ℓ-rang ommun de es deux groupes est donné par l'isomorphisme demodules galoisiens :
ℓK∞

2 (F ) = ℓWK2(F ) ≃ ∆(µℓ ⊗ C̃ℓF [ζℓ]) = µℓ ⊗ C̃ℓeω̄

F [ζℓ]
,où ℓWK2(F ) = WK2(F )/WK2(F )ℓ est le quotient d'exposant ℓ de WK2(F ) ;

µℓ désigne le groupe des raines ℓ-ièmes de l'unité ; F [µℓ] est l'extension y-lotomique de F orrespondante ; ∆ = Gal(F [µℓ]/F ) le groupe de Galoisassoié ; C̃ℓF [ζℓ] est le ℓ-groupe des lasses logarithmiques du orps F [µℓ] ; et
∆(µℓ ⊗ C̃ℓF [ζℓ]) est le groupe des opoints �xes du tensorisé de C̃ℓF [ζℓ] par
µℓ, qui s'identi�e enore, omme expliqué dans [JS1℄, au tordu par µℓ de laomposante antiylotomique du groupe C̃ℓF [ζℓ]. C'est la situation algorith-miquement exploitée dans [Cp1℄ et généralisée aux noyaux étales supérieursdans [JM℄.Lorsque ℓ est égal à 2, la situation est plus omplexe à double titre :
• d'abord pare que les 2-parties des deux groupes WK2(F ) et K∞

2 (F )ne oïnident plus néessairement, K∞
2 (F ) pouvant être ontenu stritementdans WK2(F ) ;2000 Mathematis Subjet Classi�ation: 11R70, 11R37, 11R29.[235℄
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• ensuite pare que les isomorphismes logarithmiques préédents peuventêtre en défaut dès lors que le orps F ne ontient pas les raines 4-ièmes del'unité omme l'attestent les aluls menés dans [So2℄ pour ertains orpsquadratiques.De fait, l'examen plus attentif de la formule expliite pour le symbolesauvage (

−1, x
Fp

) établie dans [Ja1℄ montre qu'interviennent dans e as nonseulement les valuations logarithmiques attahées aux plaes �nies, maisaussi les fontions signes attahées aux plaes réelles ou 2-adiques, e quijusti�e l'introdution de la notion de lasses signées (f. [So1℄, [Ja4℄), qu'onpeut regarder omme l'analogue logarithmique de elle lassique de lassesau sens restreint.Les résultats de [JS2℄ permettent ainsi de dérire la 2-partie du noyausauvage à l'aide d'un quotient onvenable du groupe des lasses signées ditgroupe des lasses positives. L'isomorphisme obtenu
2WK2(F ) ≃ {±1} ⊗ Cℓ pos

Flaisse ependant ouverte la question de la desription du groupe K∞
2 (F ) etde son quotient 2K∞

2 (F ). L'objet de la présente note est préisément deombler ette laune en dérivant e dernier groupe en termes de lassespositives.1. Rappels sur les plaes logarithmiquement signées ou primi-tives. Commençons par rappeler quelques dé�nitions indispensables à laompréhension du théorème prinipal :Définition (f. [Hu1℄, [JS2℄, [Ry℄, [Hu3℄, [HR℄). Soit F un orps denombres ; pour haque plae p de F , érivons Fp le omplété de F en p.(1) Nous disons d'une part que la plae p est :(i) signée, lorsque le orps Fp ne ontient pas les raines 4-ièmes del'unité ;(ii) logarithmiquement signée (ou enore exeptionnelle), lorsque la
Z2-extension ylotomique F c

p de Fp ne ontient pas les raines4-ièmes de l'unité (1) ;(iii) logarithmiquement primitive, lorsqu'elle ne se déompose pasdans (le premier étage de) la Z2-extension ylotomique F c de F .(2) Nous disons d'autre part que le orps F est :(i) signé, lorsqu'il ne ontient pas les raines 4-ièmes de l'unité (equi a lieu si et seulement s'il possède au moins une plae signée) ;

(1) De sorte que ne sont logarithmiquement signées que les plaes réelles et ertainesplaes paires, i.e. au-dessus de 2.



Éléments de hauteur in�nie du K2 237(ii) exeptionnel, lorsque sa Z2-extension ylotomique F c ne on-tient pas les raines 4-ièmes de l'unité ;(iii) logarithmiquement signé, lorsque sa 2-extension abélienne loale-ment ylotomique maximale F lc ne ontient pas les raines 4-ièmes de l'unité (e qui a lieu si et seulement s'il possède au moinsune plae logarithmiquement signée) ;(iv) logarithmiquement primitif, lorsque F possède au moins une plae(néessairement paire) qui est à la fois logarithmiquement signéeet primitive.
Remarque. Il résulte des dé�nitions préédentes qu'un orps de nom-bres est logarithmiquement signé lorsqu'il est loalement exeptionnel enl'une de ses plaes ; il est alors (globalement) exeptionnel, mais la réiproqueest fausse (f. infra). En revanhe un orps de nombres est signé si et seule-ment s'il l'est en l'une de ses plaes (auquel as il l'est en une in�nité d'entreelles en vertu du théorème de Chebotarev).Donnons un exemple :
Exemple. Soit F = Q[

√
d] (ave d ∈ Z, d 6= 0 ou 1, d sans fateurarré) un orps quadratique réel ou imaginaire. On a alors les équivalenes :(i) F signé (i.e. i /∈ F ) ⇔ d 6= −1.(ii) F exeptionnel (i.e. i /∈ F c) ⇔ d 6= −1,−2.(iii) F logarithmiquement signé (i.e. i /∈ F lc) ⇔ (d > 0, i.e. F est

∞-signé) ou (d 6≡ −1 [mod 8℄ et d 6≡ −2 [mod 16℄, i.e. F est 2-logarithmiquement signé).(iv) F logarithmiquement primitif ⇔ (d 6≡ −1 [mod 8℄ et d 6≡ ±2 [mod16℄) ou d = 2 (les plaes paires sont à la fois logarithmiquementsignées et primitives).Introduisons maintenant quelques notations : pour haque plae non om-plexe p du orps onsidéré F , désignons par
RFp

= lim←−F×
p /F×2n

ple ompati�é 2-adique du groupe multipliatif du omplété de F en p, quela théorie loale du orps de lasses identi�e au groupe de Galois de la pro-2-extension abélienne maximale de Fp.L'approhe logarithmique amène à onsidérer deux appliations dé�niessur le ompati�é 2-adique RFp
et à valeurs respetivement dans Z2 et dans

{±1} :
• la p-valuation logarithmique ṽp d'une part, donnée par la formule

ṽp(·) = −Log | · |p
deg p

(f. [Ja2, p. 306, déf. 1.3(iv)℄),



238 J.-F. Jaulent et F. Soriano-Ga�ukoù | · |p désigne la valeur absolue 2-adique à valeurs dans le groupemultipliatif Z×
2 et deg p est un fateur de normalisation hoisi pourqu'on ait ṽp(RFp

) = Z2 ;
• la fontion signe sgp d'autre part, dont une expression est

sgp(·) = ε(| · |p) (f. [Ja4, p. 457, déf. 1℄),où ε désigne la projetion naturelle de Z×
2 ≃ {±1} × (1 + 4Z2) sur

{±1}.Le noyau ŨFp
de la valuation ṽp est, par dé�nition, le sous-groupe desunités logarithmiques deRFp

: 'est le groupe de normes assoié par la théorieloale du orps de lasses à la Z2-extension ylotomique F c
p de Fp (ave laonvention F c

p = Fp aux plaes réelles) ; elui de la fontion signe sgp estle sous-groupe des éléments positifs R+
Fp

: il orrespond à l'extension Fp[i]engendrée par les raines 4-ièmes de l'unité ; l'intersetion Ũ+
Fp

= ŨFp
∩R+

Fp
,en�n, est le sous-groupe des unités logarithmiques positives : et il orrespondà l'extension omposée F c

p [i], i.e. à la 2-extension ylotomique de Fp.En résumé, la plae p est don signée lorsque la fontion signe sgp estnon triviale, auquel as le sous-groupe positif R+
Fp

est d'indie 2 dans RFp
;elle est logarithmiquement signée lorsque la fontion signe sgp est non tri-viale sur le sous-groupe unité ŨFp

, auquel as Ũ+
Fp

est d'indie 2 dans ŨFp
.Et ette dernière éventualité ne se produit qu'aux plaes réelles et à er-taines des plaes au-dessus de 2. Nous disons que e sont les plaes paireslogarithmiquement signées.2. Compléments sur les groupes de lasses positives. Introduisonsmaintenant les groupes de lasses positives et rappelons d'abord pour elaquelques notations de la théorie du orps de lasses :Étant donné un orps de nombres F , désignons par F ab sa pro-2-exten-sion abélienne maximale ; notons F c la Z2-extension ylotomique de F et

F lc la sous-extension loalement ylotomique maximale de F ab, i.e. la plusgrande sous-extension de F ab qui est omplètement déomposée sur F c.Par la théorie 2-adique du orps de lasses (f. [Ja3℄), le groupe de Galois
Gal(F ab/F ) s'identi�e omme groupe topologique au quotient CF = JF /RFdu 2-adi�é du groupe des idèles du orps F , dé�ni omme le produit restreint

JF =
∏

p

resRFp
,

par son sous-groupe prinipal RF = Z2 ⊗Z F×. En d'autres termes, dansla orrespondane du orps de lasses, le groupe JF est assoié à F et lesous-groupe RF à F ab. Il se trouve que le groupe de normes attahé à la
Z2-extension ylotomique F c,
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J̃F =

{
(xp)p ∈ JF

∣∣∣
∑

p

ṽp(xp) deg p = 0
}

di�ère (en général) de elui attahé à l'extension loalement ylotomique F lc

ŨFRF =
∏

p

ŨFp
RF ,

de sorte que le 2-groupe des lasses logarithmiques (de degré nul)
C̃ℓF = J̃F /ŨFRF ≃ Gal(F lc/F c)mesure l'éart entre les 2-extensions loalement et globalement ylotomi-ques F lc et F c. On ne sait pas enore si es derniers groupes sont �nis pourtous les orps de nombres F (e que postule préisément une généralisa-tion naturelle de la onjeture de Gross), mais e point est sans importanepour les aluls numériques, puisque les groupes de lasses logarithmiques sealulent essentiellement omme les groupes de lasses ordinaires et que lavalidité de la onjeture, qui revient à a�rmer la non trivialité d'un ertainrégulateur, se véri�e aisément en pratique dès que l'on sait aluler dans leorps étudié (f. [Cp1℄).Lorsque le orps F est exeptionnel, il faut en outre distinguer entre la

Z2-extension ylotomique F c et la 2-tour ylotomique F c[i]. Le groupe denormes attahé à F [i] est le noyau de la formule du produit pour les fontionssignes :
J ∗

F =
{
(xp)p ∈ JF

∣∣∣
∏

p

sgp(xp) = +1
}

;

et oïnide ave le produit J+
F RF =

∏
p
R+

Fp
RF , d'après la aratérisationloale de l'extension quadratique E = F [i]. L'intersetion

J̃ ∗
F = J̃F ∩ J ∗

F =
{
(xp)p ∈ JF

∣∣∣
∏

p

|xp|p = 1
}

orrespond don au ompositum Ec = F c[i]. Et la plus grande extension lo-alement triviale de Ec qui est abélienne sur F , en d'autres termes l'interse-tion F ab ∩Elc, est ainsi assoiée au sous-groupe de normes :
Ũ+

FRF =
∏

p

Ũ+
Fp
RF = NE/F (ŨE)RF .

Le quotient orrespondant (f. [Ja4℄)
C̃ℓsF = J̃ ∗

F /Ũ+
F RF ≃ Gal(Elc ∩ F ab/Ec)est, par dé�nition, le 2-groupe des lasses logarithmiques signées du orps F ;'est aussi l'image, par la norme arithmétique NE/F du 2-groupe des lasseslogarithmiques de E, omme on le voit sur le shéma de orps :
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∆

Elc ∩ F ab Ec

C̃ℓE

C̃ℓsF

NE/F (CℓE) CℓE

Il est ommode de noter
CℓsF = J ∗

F /Ũ+
FRF = NE/F (CℓE)le groupe analogue pris sans ondition de degré, image par la norme arith-métique du groupe des lasses logarithmiques (toujours sans ondition dedegré) CℓE. Ave es notations, le 2-groupe des lasses positives Cℓ pos

F est lequotient
Cℓ pos

F = J ∗
F /J pos

F RFdu groupe CℓsF par l'image du sous-groupe J pos
F =

∏
p∈PLSR+

Fp

∏
p/∈PLS Ũ+

Fpde J ∗
F onstruit à partir de l'ensemble PLS des plaes de F logarithmique-ment signées. Et le sous-groupe des lasses positives de degré nul est le quo-tient

C̃ℓpos
F = J̃ ∗

F /J̃ pos
F RF ,du groupe C̃ℓsF , image dans Cℓ pos

F du sous-groupe J̃ ∗
F de J ∗

F .Via le degré, le quotient Cℓ pos
F /C̃ℓpos

F ≃ J ∗
F /J̃ ∗

F

∏
p∈PLSR+

Fp
s'identi�eà Z2 en l'absene de plaes paires logarithmiquement signées, auquel asle sous-groupe de degré nul est toujours un fateur diret de Cℓ pos

F . Enrevanhe, en présene de plaes paires logarithmiquement signées, 'est unquotient �ni de Z2, et dans e as il peut arriver que le sous-groupe de degrénul soit ou ne soit pas fateur diret dans Cℓ pos
F : s'il l'est, le quotient 2C̃ℓpos

Fest alors un hyperplan du F2-espae vetoriel 2Cℓ pos
F ; s'il ne l'est pas, on a

2C̃ℓpos
F ≃ 2Cℓ pos

F .3. Énoné du théorème prinipal. Ces notations étant données, nouspouvons maintenant énoner le résultat prinipal de ette note, qui pré-



Éléments de hauteur in�nie du K2 241ise eux obtenus par J.-F. Jaulent [Ja1℄ sur le ℓ-noyau sauvage, puis parK. Huthinson [Hu1℄, [Hu2℄ ou J.-F. Jaulent & F. Soriano [JS2℄ sur le 2-noyausauvage :Théorème 1. Soient F un orps de nombres, WK2(F ) le noyau dessymboles sauvages et K∞
2 (F ) =

⋂
n≥1 Kn

2 (F ) le sous-groupe des éléments dehauteur in�nie dans K2(F ) (qui est d'indie au plus 2 dans WK2(F )).(i) Si le orps F n'est pas exeptionnel (i.e. pour i ∈ F c), on a diretement
K∞

2 (F )/K∞
2 (F )2 = WK2(F )/WK2(F )2 ≃ {±1} ⊗Z2

C̃ℓF ,où C̃ℓF désigne le 2-groupe des lasses logarithmiques (au sens ordinaire)de F . Dans e as, on a toujours l'égalité WK2(F ) = K∞
2 (F ).(ii) Si le orps F est exeptionnel (i.e. pour i 6∈ F c), on a anoniquement

WK2(F )/WK2(F )2 ≃ {±1} ⊗Z2
Cℓ pos

F ,où Cℓ pos
F désigne le 2-groupe des lasses logarithmiques positives de F , mais :

K∞
2 (F )/K∞

2 (F )2 ≃ {±1} ⊗Z2
C̃ℓpos

F ,où C̃ℓpos
F désigne le sous-groupe de Cℓ pos

F formé des lasses de degré nul.Dans e as, on a WK2(F ) = K∞
2 (F ) si et seulement si F est logarith-miquement primitif , et (WK2(F ) : K∞

2 (F )) = 2 sinon. En�n, dans ettetoute dernière situation, le sous-groupe K∞
2 (F ) est fateur diret du groupe

WK2(F ) si et seulement si le sous-groupe des lasses de degré nul C̃ℓpos
F estlui même fateur diret du groupe Cℓ pos

F des lasses positives. En d'autrestermes, si F est exeptionnel et logarithmiquement imprimitif , on a soit
Cℓ pos

F ≃ C̃ℓpos
F ⊕ Z/2sZ et WK2(F ) ≃ K∞

2 (F )⊕ F2,soit
2Cℓ pos

F ≃ 2C̃ℓpos
F et

2WK2(F ) ≃ 2K∞
2 (F ) (≃ 2Cℓ pos

F ).

Remarque. Lorsque le orps F est exeptionnel, mais non logarith-miquement signé, i.e. lorsque l'on a i ∈ F lc \F c, le groupe des idèles positifs
J pos

F dé�ni dans [JS2℄ oïnide ave le groupe des unités logarithmiques
ŨF et le quotient JF /J pos

F RF = JF /ŨFRF = CℓF est alors le 2-groupedes lasses logarithmiques (sans ondition de degré) du orps F . En parti-ulier, les quotients d'exposant 2 respetifs 2Cℓ pos
F et 2C̃ℓF du groupe deslasses positives Cℓ pos

F = J ∗
F /J pos

F RF et du groupe des lasses logarith-miques (de degré nul) C̃ℓF = J̃F /ŨFRF sont les hyperplans noyaux dansle F2-espae vetoriel 2CℓF des formes linéaires induites respetivement parle signe sgF et le degré degF . Ils sont don (non anoniquement) isomor-phes, et l'isomorphisme annoné 2WK2(F ) ≃ 2Cℓ pos
F redonne bien dans eas l'isomorphisme 2WK2(F ) ≃ 2C̃ℓF établi dans [JS2℄.



242 J.-F. Jaulent et F. Soriano-Ga�uk4. Preuve du théorème prinipal. Le as où le orps onsidéré Fn'est pas exeptionnel ne pose pas problème : nous avons alors WK2(F ) =

K∞
2 (F ) d'après [Hu1℄ ; et 2WK2(F ) ≃ 2C̃ℓF d'après [Ja1℄ si le orps est signé,d'après [JS2℄ s'il ne l'est pas ; d'où les isomorphismes annonés dans e as.Supposons don le orps F exeptionnel, introduisons l'extension E =

F [i] et onsidérons le shéma d'extensions dessiné plus haut. Dans ettedernière situation, nous avons, en vertu du Lemme 3.2 de [Hu2℄ :Lemme 2. L'homomorphisme de transfert TrE/F de K2(E) dans K2(F )envoie le noyau sauvage WK2(E) = K∞
2 (E) sur le sous-groupe K∞

2 (F )d'indie au plus 2 dans WK2(F ) formé des éléments de hauteur in�nie dans
K2(F ).Et simultanément, omme expliqué dans la setion 2 :Lemme 3. L'opérateur norme NE/F envoie le 2-groupe des lasses loga-rithmiques C̃ℓE sur le groupe des lasses signées C̃ℓsF ; don, par passageau quotient , le groupe 2C̃ℓE sur l'image anonique du groupe 2C̃ℓpos

F dans
2Cℓ pos

F .Considérons don le diagramme ommutatif i-dessous qui relie les iso-morphismes entre les quotients d'exposant 2 respetifs des groupes de lasseset des noyaux sauvages érits en haut pour le orps E et en bas pour leorps F :
2C̃ℓE = 2C̃ℓpos

E

NE/F
��
��

∼

βE

// // 2WK2(E) = 2K∞
2 (E)

TrE/F

��
��

2C̃ℓsE = 2NE/F (C̃ℓE)

π
��
��

δF

// // 2K∞
2 (F )

γ
��
��

2C̃ℓpos
F

α

��

ηF

// // K∞
2 (F )WK2(F )2/WK2(F )2

ι

��
2Cℓpos

F βF

∼
// // 2WK2(F )Distinguons les deux as :(i) Si le orps F est logarithmiquement primitif, le groupe des lassespositives Cℓ pos

F oïnide ave son sous-groupe de degré nul C̃ℓpos
F ommeexpliqué plus haut ; ainsi α est l'identité et ι est surjetif. En partiulier,il suit WK2(F ) = K∞

2 (F ) (onformément au résultat de [Hu1℄) ; et nousobtenons, omme annoné dans e as, les isomorphismes naturels
K∞

2 (F )/K∞
2 (F )2 = WK2(F )/WK2(F )2 ≃ {±1} ⊗Z2

Cℓ pos
F .



Éléments de hauteur in�nie du K2 243(ii) Si le orps F n'est pas logarithmiquement primitif, le sous-groupe deslasses de degré nul C̃ℓpos
F est stritement ontenu dans le groupe des lassespositives Cℓ pos

F et il peut en être ou non fateur diret.Si C̃ℓpos
F est fateur diret de Cℓ pos

F , l'appliation α est injetive et sonimage est un hyperplan du F2-espae vetoriel 2Cℓ pos. Il suit que ηF estelle-même injetive (don bijetive) et que le sous-groupe
K∞

2 (F )WK2(F )2/WK2(F )2est un hyperplan du quotient 2WK2(F ). En partiulier K∞
2 (F ) est lui-mêmeun fateur diret non trivial de WK2(F ), et nous avons, omme attendu,

2K∞
2 (F ) ≃ {±1} ⊗Z2

C̃ℓpos
F & 2WK2(F ) ≃ {±1} ⊗Z2

Cℓ pos
F .Inversement, si le sous-groupe K∞

2 (F ) est un fateur diret non trivialde WK2(F ), l'appliation ι n'est pas surjetive et l'appliation α ne l'est pasnon plus ; il en résulte que C̃ℓpos
F est alors un fateur diret de Cℓ pos

F .En �n de ompte, les morphismes α et ι sont simultanément surjetifs ounon ; les sous-groupes C̃ℓpos
F et K∞

2 (F ) sont simultanément fateurs diretsou non respetivement de Cℓ pos
F et de WK2(F ). Et, bien entendu, lorsqu'ilsne le sont pas, nous avons les isomorphismes non anoniques :

2K∞
2 (F ) ≃ 2WK2(F ) ≃ {±1} ⊗Z2

Cℓ pos
F ≃ {±1} ⊗Z2

C̃ℓpos
F .

Remarque. Il suit de là que, ontrairement à e qui est indiqué mal-heureusement dans [JS2℄, l'appliation anonique 2C̃ℓpos

F → 2Cℓ pos
F n'est pas,alors, bijetive.Diverses illustrations numériques sont données dans un travail en ours[Cp2℄, qui généralise dans e ontexte signé l'approhe algorithmique initiéedans [Cp1℄.

Référenes[Cp1℄ F. Diaz y Diaz, J.-F. Jaulent, S. Pauli, M. Pohst and F. Soriano-Ga�uk, A newalgorithm for the omputation of logarithmi ℓ-lass groups of number �elds, Ex-periment. Math. 14 (2005), 67�76.[Cp2℄ J.-F. Jaulent, S. Pauli, M. Pohst and F. Soriano-Ga�uk, Computation of 2-groupsof positive divisor lasses of degree 0, prépubliation.[Hu1℄ K. Huthinson, The 2-Sylow subgroup of the wild kernel of exeptional number�elds, J. Number Theory 87 (2001), 222�238.[Hu2℄ �, On tame and wild kernels of speial number �elds, ibid. 107 (2004), 368�391.[Hu3℄ �, Étale wild kernels of exeptional number �elds, prépubliation.[HR℄ K. Huthinson and D. Ryan, Hilbert symbols as map of funtors, Ata Arith. 114(2004), 349�368.[Ja1℄ J.-F. Jaulent, Sur le noyau sauvage des orps de nombres, ibid. 67 (1994), 335�348.
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