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1. Introduction. En 1995, Bernardo Recaman Santos [7] a défini un
nombre économique comme étant un entier positif dont la factorisation ne
requiert pas plus de chiffres que sa représentation décimale. Ainsi, 25 = 52
est un nombre économique en base 10. De maniere analogue, on a introduit
la notion de mombre économique en base B > 2. Par ailleurs, on dit qu’'un
nombre est fortement économique en base B si sa factorisation nécessite
moins de chiffres que son écriture en base B. Par exemple, 125 = 53 est un
nombre fortement économique en base 10.

Répondant & une question posée par Santos [7], De Koninck et Luca [4]
ont démontré qu’il existe des suites arbitrairement longues de nombres forte-
ment économiques consécutifs, un résultat déja obtenu par Pinch [5] mais
sous la condition de la conjecture des nombres premiers jumeaux généra-
lisée.

Récemment, De Koninck et Luca [3] ont obtenu des bornes inférieure et
supérieure pour la fonction Np(x), soit la quantité de nombres fortement
économiques n’excédant pas x. Nous améliorons ces bornes en obtenant une
formule asymptotique pour la quantité logz — log Np(z).

2. Le résultat principal. Dans tout ce qui suit, B est un entier > 2,
x est un grand nombre réel et p désigne toujours un nombre premier. Pour
chaque entier n > 2, on désigne respectivement par w(n) et £2(n) le nombre
de facteurs premiers distincts de n et le nombre de facteurs premiers de n
en comptant leur multiplicité. Enfin {z} désigne la partie fractionnaire du
nombre réel x.

Nous utilisons de plus les symboles > et < de Vinogradov ainsi que les
symboles O et o de Landau avec leurs significations habituelles.
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Introduisons la fonction R définie pour tout nombre réel o par

0 sia <0,
1—€_t t .
R(a) = rtni(r)1 ; e si0<a<1/2,
>
1 sia>1/2.

Il est clair que cette fonction est bien définie. Par ailleurs, soit to(«) la valeur
de t qui minimise I'expression (1 — e~ %)e® /t. On constate alors que

fo(a) = (14 o(1)) i (@ — 0).

Il s’ensuit que R(«) est continue en o = 0. D’autre part, comme il est
clair que R(«) est continue en o = 1/2, on peut conclure que R est une
fonction continue sur I’ensemble des nombres réels. La figure 1 illustre la
fonction R(«).

0,25

00
0,0 0,25 05 0,75 1,0

Fig. 1. La fonction R(«)

Notre résultat principal consiste en des bornes inférieure et supérieure
pour la fonction Np(z).

THEOREME. Lorsque x tend vers linfini,

T
(1) NB(x) = (1ng)K(B)+o(1)’

ou

K(B) = min ( min (1+ 0+ #(log 8~ 1~ log(R(e/31og B)))) ).

En particulier, lorsque B tend vers l'infini,
1+o(1)
logB

Voici d’ailleurs un tableau donnant quelques valeurs numériques de la
fonction K(B).

(2) K(B) =



Nombres économiques

B K(B) B K(B)
2 0,330 8 0,696
30,474 9 0,713
4 0,553 10 0,727
5 0,603 20 0,789
6 0,643 100 0,868
7 0,669 1000 0,909
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3. Les résultats préliminaires. On désigne par dg(n) le nombre de
chiffres nécessaires a 1’écriture de la factorisation de n en base B. On pose

également v(1) = fp(1) =1 et pour n > 2,

log p
t 1-
Il o a0 = (- {355
pn
Avec ces notations, on obtient 'identité
logp loga
(3) dp(n) ZLOgB + J + Y LOgB +
pln p?ln
a>2

_ log v(n) + fa(n) + Z {loga

log B ~

p?ln
a>2

il

A Taide de cette identité, on peut démontrer les deux lemmes suivants qui
sont des criteres sur les nombres économiques utilisés par De Koninck et

Luca [3].

LEMME 1. Ecrivons chaque entier n > 2 sous la forme n = 2%, ou r
est un nombre impair. La condition suivante est suffisante pour que n soit

un nombre économique :

fB(r) < log B B log B

Démonstration. 11 est clair que

loga loga
d <2 1 d <
B(n) < +LOgB+J+ B(T)—3+logB+{
loga  logr
4 .
=4t logB logB + /()

Il s’ensuit que n est un nombre économique si

At loga logr

alog?2 4 loglogn — loglog 2

logr
log B

+ 1J + [B(r)

logn  logr+ alog?2

logB ' log +fa(r )_logB

log B
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Il en découle que n est un nombre économique si

alog 2 loga
< —4-—
fB(r) = log B log B

et le lemme 1 découle alors du fait que a < logn/log 2.

v=u(n) = H p*

p?ln
a>1

On pose

et m = m(n) := n/v, de sorte que v(n) est la partie puissante de n et m(n)
sa partie libre de carrés. On a alors le résultat suivant.
LEMME 2. Pour tout € > 0, il existe un entier positif ng tel que, pour

tout n > ng avec v(n) < (loglogn)?, le nombre n est fortement économique
seulement st

(4) fe(m) < @ (logv — logy(v)) + e(logloglog n)?.

Démonstration. De I'identité (3) on obtient

= a5 (|21

p?|n
a>1

Observons d’'une part que log~y(n) = logn — logv + logy(v) et d’autre part
que

fe(n) = fe(m)+ fe(v) = fB(m)+O< log v

57 ) = logloglogn).
o logv> JB(m)+o(logloglogn)

Pour établir cette derniere identité, on a utilisé I’hypothese v(n) < (log log n)?
Par ailleurs, toujours grace a cette hypothese,

Z U(?gg; + 1J = O(w(v)logv) = o((logloglogn)?).

Il s’ensuit que

1
dp(n) = o 7 (ogn — logv -+ log1(v)) + f(m) + of (o log logn)?).

ce qui complete la démonstration du lemme 2.

Introduisons maintenant la notion d’indice de composition d’un entier
positif n, lequel est désigné par la fonction A(n) définie par A\(1) := 1 et
pour n > 2 par

logn

(5) A(n) == ma

une fonction d’abord introduite par Jerzy Browkin dans [1].
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Posons maintenant, pour chaque entier j > 0 et chaque nombre réel
6> 0,

Hjs(t):=#{n <t:24 70 < Xn) <2+ (j +1)d}.
LEMME 3. Pour j et § fixés,

Hjs(t) = $1/(24358)+0(1) (t — 00).

Démonstration. Voir De Koninck et Doyon [2].

Soit G = G(k) = g1 + --- + g la somme de k variables aléatoires
indépendantes chacune uniformément distribuée sur [0, 1].

LEMME 4. Soit o un nombre réel fire. Pour tout entier positif k,
(6) P(G < ak) < R(a)".

De plus, pour tout ¢ > 0, il existe une constante C = C(e,a) > 0 et un
entier positif ko tels que pour tout k > ky,

(7) P(G < ak) > = R(a)kT(Crar,

N | =

Démonstration. D’abord, dans le cas a < 0, on a trivialement
P(G < ak) = P(G < 0) =0 = R(a)",

ce qui établit d’un seul coup les deux inégalités du lemme.

Soit donc v > 0. Par symétrie, P(G <ak)=P(G > (1—a)k), de sorte que
P(G<k/2)=P(G>k/2)=1/2.Sia>1/2,alors 1/2 < P(G < ak) <1,
de sorte que par la définition de R, on a P(G < ak) < 1 = R(a)¥, ce qui
établit (6). D’autre part, il est clair que $R(a)" = 1/2 < P(G < ak), ce qui
établit (7) dans le cas ot @ > 1/2.

Pour le reste de la preuve, nous supposerons donc que 0 < o < 1/2.

Pour une variable aléatoire X, désignons par fx la fonction de densité
associée a X, et, étant donnée une fonction réelle h, désignons par E[h(X)]
Pespérance mathématique de h(X).

Montrons d’abord (6). En utilisant le fait que les variables aléatoires g;,
pour ¢ = 1,...,k, sont indépendantes et identiquement distribuées, pour
tout nombre réel ¢ on a

k et k
® e ateyds = Bl = (Bl - (1 : ) .

Cela permet d’écrire que pour tout ¢ > 0,

ak ak eat(l _ e—t) k
PG < ak) = S folz)dx < e* S e fo(r)dr < (7> .
0 0
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Il s’ensuit que

(9) P(G < ak) < @%M))k R

t>0

ce qui prouve (6) lorsque 0 < a < 1/2.
Pour établir (7), nous allons d’abord borner la fonction de densité fg(x).
De I'inégalité (9), il découle que pour tout 0 < € < a,

ak
(10) S fa(z)dz = P((a — )k < G < ak) < P(G < ak) < R(a)".
(a—e)k
Par ailleurs, comme fg(x) est une fonction continue et croissante sur [0, k/2],
il s’ensuit que
ak

(11) | folz)de > ckfo((a—e)k).
(a—e)k

En combinant (10) et (11), on en déduit que
ekfa((a —e)k) < R(a)",
laquelle inégalité, en posant o — ¢ = o, devient

, R(o/ +¢)F
(12) Ja(d'k) < ke

Comme la fonction R est uniformément continue, il existe une constante
¢ > 0 telle que R(¢/ + &) < R(d') + ce. En choisissant ¢ = R(d/)/k, il
découle de (12) que

(R(a/) 4 cR(/) /k)*

k—1
(13) fa(a'k) < o) < R(a/)F el
Pour simplifier les notations, posons c¢; := e¢ et remplacons o/ par «a, de
sorte que (13) devient
(14) folak) < ey R(a)* 1.

Les relations (8) et (14) nous permettent de conclure que, pour tout
€ >0 et tout t > 0, on a la chaine d’inégalités
(ate)k
(15) S fa(x)e ™ dx
(a—e)k
1 _ et\k (ao)k k
= ( ) — S fa(x)e ™ do — S fo(z)e ™ dx

t
0 (ate)k
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> (1 — e_t)k k ma fa(z)e ™
— X
=\t el(a—e)h (ate)k] O

_ e t\F
> (1 < > —k max caR(z/k)f et
t zé|(a—e)k,(ate)k]

Comme ces inégalités sont valides pour tout ¢t > 0, on peut choisir ¢t = to(«).
On obtient dans ce cas

max R(z/k)F e @z = max (e 0 @OR0))FRO).
zZ[(a—e)k,(ate)k] ( / ) 9€[a—e,a+€}( ( )) ( )

Il découle de la définition de la fonction R que
t(0)0(1 — ¢—to(0))

to(0)

D’autre part, comme R(f) est en réalité une fonction des variables 6 et to(6),

on peut écrire R(0) = S(0,t0(0)), de sorte que
d

@e_to(o‘)eR(H) = —to(a)e (@I R(G) 4 eto

efto(a)HR(e) — efto(a)e €

()9 4R(0)
de
oS oty 08
- _ —to()f —to(a) [ 2220, TP
to(a)e R(0) + e (8750 50 + (%?)'
Or comme #y(f) a été choisi de facon a minimiser R(), il est clair que
0S/0ty = 0. Puisque 05/90 = to(0)R(0), il s’ensuit que
d
—ae I R(9) = = R(9) (1(6) — to()).
Comme e *(®PR(#) > 0 et comme to(f) est une fonction décroissante, il
suit que la fonction e‘to(a)eR(Q) atteint son maximum lorsque 6 = «, et
en fait qu’elle est croissante sur (0,«) et décroissante sur («,1/2). Clest
pourquoi
max e (IR() < eT0@R() — ¢y(a)e?
0¢|a—e,a+e]
pour une certaine constante cz(«) indépendante de . En choisissant ¢ =
k=14 on obtient alors

max R(x k) Le 0@ — O(k(e~0 (@R (a) — cok™2)F)

zé|(a—e)k,(ate)k]
()
=o| | ——— .
( to(a)

En utilisant cette inégalité dans (15), on déduit que pour tout § > 0, il existe
un entier positif kg tel que pour tout k > ko,

(a+k= 1Nk
(16) | fe@)e ™7 ds > (1- 5)<

(a—k=1/)k

1 — e—to(a) > k
to(a)
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En observant par ailleurs que

(a+k= YNk (a+k=V/Hk
—1/4
| fola)e @7 dy < emtole)(oh L | fola)da
(a—k=1/4)k (a—k—1/4)k
< e @k Ep(G < (o 4+ k),

on peut déduire de (16) que

—to(a)(a—k~1/V)k ~1/4 1 —efo(@\*
eto PG <(a+k k) > (1 -6 ————] ,
to(a)

et ainsi que

ato(a) (1 _ ,—to(@))\ k
07 PG < (o k) 2 (1) (LY e
0

1/4 et comme la fonction e®0(®)(1 —e~10(@) /t(a) est

En posant o = a+k~
continue, nous avons

eo/t(o/)( t(a )/t( > eato(a)(l - e—to(a))/t0<a) B Cgk‘_l/4,

ou c3 = c3(a) est une constante positive qui ne dépend pas de k. Ainsi, en
utilisant (17), on trouve qu'il existe une constante positive C' dépendante de
« mais indépendante de k telle que

ea’t(o/)(l o e—t(o/)) . k 3/
—1/4 to(a’)k
i) + c3k > e

| [ eo'te)(1 — emta))\ KOk
>
=3 ()

ce qui complete la démonstration du lemme 4.

PG <d'k)>(1- 5)(

)

Etant donné un nombre réel positif x et un entier positif £ fixés, on
subdivise ’ensemble des nombres premiers p < z en des sous-ensembles

disjoints mq, 7y, . .., mx_1 définis comme suit :
J log p Jj+1
eEm & -<1— < .
PET = % {logB} k

Ainsi, pour B =10, k = 3 et x = 30, on obtient
mo={5"7}, m =1{3,23,29}, m ={2,11,13,17,19}.

Au méme titre, on introduit les fonctions de compte wo(n), wi(n), . .., wr_1(n)
définies par
-y

pln
p€7rj
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LEMME 5. Lorsque x — oo,

r  (loglogz) 1

logxz  (r—1)!

#{n <z:wn)=r}=(1+0(1))D(z)
ot z =r/loglogx et

o= e (1 570)(5)

Cette estimation est valable uniformément pour x > 3 et 1 <r < Cloglogx
pour toute constante fixe C' > 0.

Démonstration. 1l s’agit d’un résultat classique de Selberg [8].

Remarquons que sur [0, 1] la fonction D(z) est croissante et que D(1) = 1.
Afin d’étre en mesure d’utiliser le lemme 5, nous aurons également besoin
du lemme technique suivant.

LEMME 6. Soient x et y deux nombres réels tels que 0 < y < x. Alors,
lorsque x — 00,

#{n <y:wn) = |Bloglogz|} = (logw)Vy(logy) loerni=t,
ot k = Kk(z,y) := loglog z/loglogy.

Démonstration. En utilisant la formule de Stirling sous la forme n! =
(I1+0(1))v2mn (n/e)™ ainsi que le résultat de Selberg (lemme 5), on obtient
aisément

#{n <y:w(n) = [Floglogx|}

= Yy (10g log y) |Bloglogz|—1

kB loglogy
—(1 o) _ Y (€
(logz) ogy \ 73

—kflog kB+KL—1

= (log2)*My(log y)

Signalons d’abord que, lorsque y = z, i.e. K = 1, le lemme 6 entraine en
particulier que

#{n <z :w(n) = |Bloglog x|} = x(logx) Plosf+B-1+o(l)

ce qui permet de déduire que

T
18 <a:w>10logl = .
(18) #{n<z:w oglogz} 0<10gx>
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LEMME 7. Soit A un ensemble de nombres premiers tel que

1
Z — = (1+o(1))cloglog x
peEA p
p<zx

pour une certaine constante positive c. Alors
#n<z:pln=pecdwhn)=K}=0+01)E#{n<z:wh) =K}

Démonstration. 1l s’agit d’un cas particulier du théoreme B de De Ko-
ninck et Luca [3].

Des lemmes 6 et 7, on peut aisément déduire le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. Soit A un ensemble de nombres premiers tel que

1
Z — = (14o0(1))cloglogz
peA p
p<x

pour une certaine constante positive c. Alors

#{n<y:pln=pe A wn)=|Floglogz]|}

= (log :L')O(l)y(log y)_’iﬂbgf@ﬁﬁ'ﬁﬂ—l-‘mﬁlogc.
LEMME 8. Pour tous nombres réels a,b tels que 0 < a <b <1, ona
1
Z —=(140(1))(b—a)loglogz.
p<x p

{log p/log B}€[a,b]
Démonstration. On a
DD S >
p<x 0<j<logz/log B Bita<p<Bi+b
{logp/log B}€a,b]

D’apres la formule de Mertens raffinée par Rosser et Schoenfeld [6], il existe
une constante cg telle que

1 1
Z—:loglogx—i—co—i—()( )
D 1

2
p<z og- T

C’est pourquoi, on obtient

1 , . .
> —=log(j +b) —log(j +a) + O(1/5°)
Bita<p<Bi+b

= log(1 + b/j) — log(1 + a/j) + O(1/57),
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de sorte que
> >
0<j<logz/log B Bita<p<Bit+b
= > (log(1+b/j) —log(1 +a/j)) + O(1)

0<j<logz/log B

b—
= Z “ +0(1)=(140(1))(b—a)loglogx,
0<j<logz/log B J

ce qui complete la démonstration du lemme 8.

LEMME 9. Soit k un entier positif fixe et co,c1,...,c_1 des nombres
réels non mégatifs fixes. Soient x,y des nombres réels tels que 0 < y < x et
k :=loglog xz/loglogy. Alors, lorsque x — oo,

#{n <y:wi(n) =|¢loglogx| pour i =0,1,...,k—1}
_ (logzr)"(l)y(log y)—an_l log k—kDj_14+Ck_1(k—log n)—l’

ot Cj:=coy+c1+---+c¢j et Dj =cglogeg + cplogey + -+ -+ ¢jlogcj pour
j=0,1,....k—1.

REMARQUE. Nous utiliserons le lemme 9 seulement dans le cas y = x,
ce qui implique x = 1. Le membre de droite de la relation de 1’énoncé se
simplifie alors pour donner

z(log x)*ckq log k—Dj—14+Cr—1—140(1)

Par exemple, si k =3 et si cp = c¢; = 1/4 et ¢a = 1/2, on obtient

#{n<z:wo(n) = Li loglogz |, wi(n) = Li loglogz |, wa(n) = L% loglogz|}

_ x(log 1‘)_ 10g3+% log 2—&—0(1)'

Démonstration du lemme 9. Fixons k > 1. Soit r un entier, 1 < r < k—1.
Supposons que le résultat soit vrai si ¢; = 0 pour tout j > r, et procédons
par induction sur . Pour r = 1, le résultat découle immédiatement du corol-
laire 1. En supposant que le résultat soit vrai pour r, nous allons démontrer
qu’il est alors vrai pour r + 1.

Pour ce faire, introduisons d’abord les deux fonctions de compte

M(y) =#{n<y:wo(n)=wi(n)=... =w,_1(n) =0,
wr(n) = e loglogx|, wryi(n) = ... =wg_1(n) =0}
et
T(y):=#{n<y:neT},
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ou
T :={n:wj(n) = [¢jloglogz| pour j =0,1,...,7—1
et wj(n) =0 pour j > r}.
Remarquons que les fonctions T' et M dépendent implicitement de x. On

pose _ loglog(y/t) ~ loglogt

~ loglogz ’ o= loglogz”
Fort de ces notations, on a alors
(19)  #{n<y:wj(n) = |¢jloglogz]| pour j =0,1,...,r
et wj(n) =0 pour j > r + 1}

_;M<> S (%)dT(t).

En utilisant de nouveau le corollaire 1, pour chaque ¢ < y on obtient

—vep logver+ve,—vey log k—1
(20) M(%) = (log z)°) %<log %) .

Or, par notre hypothese d’induction, on a
(21) T(t) — (log a:)o(l)t(log t)_HCrfllogu_,U’D'rfl‘HiCrfl_MCrflIng_l_

En utilisant (20) et (21), ainsi que les inégalités pu < k, v < k, logt < logy
et log(y/t) < logy, on peut borner supérieurement l'intégrale apparaissant
dans (19) et obtenir

x 2 y y —ker log k+ker—ker logk—1
(22) SM(;) dT(t) < y(log )™ S <log ;)
1 1

% (logt) kCr_1logk—KDy_14+kCr_1—KkCr_1logk—1 dt

= (log x)o(l) (log y)*”CT log k—kDyr+rkCr—rCr logk—1 )

En substituant (22) dans (19), la borne supérieure du lemme 9 suit immé-

diatement. Pour démontrer la borne inférieure, on utilise I'inégalité
2/3

ZSM(%) dT(t) > Zlﬁ/g M(%) dT(1).

Dans cet intervalle, on a v = k 4+ o(1) et up = kK + o(1). On a également
logt > %logy et log(y/t) > %log y. Il s’ensuit que

Y y logy —kCrlog k—kDyr+kCr—kCyrlog k—2 92/3 1
SM(;) aT(t) > (logx)o(l)y<—> L
1

9 yl/3
_ (IOg .CE)O(l) (lOg y)—nCr log k—kDy+rKCr—kCy logk—1

ce qui termine la démonstration du lemme 9.
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Dans le cas y = x, i.e. k = 1, le lemme 9 peut également étre écrit sous la
forme suivante, ce qui nous permettra d’utiliser des résultats probabilistes.

COROLLAIRE 2. Pour tout entier positif k fize et étant donné des entiers
non négatifs co,c1,...,Cx_1, ON a, lorsque x — oo,
#{n <z :wj(n) = |¢jloglogx]| pour j =0,1,...,k—1}
=#{n<z:w(n)=|Ck_1loglogz|}
|Ch_ loglog 2!
H] oLC] loglog x|!

Démonstration. Le résultat découle immédiatement des lemmes 5 et 9
et de la formule de Stirling.

« f—[Ck—1loglogz] log x)o(l)'

De la définition de fp(n), il résulte immédiatement que
k—1

Aol o Dws(n
(23) SR gy < 3 U D)
>

J=0

En posant également, pour y < log z,

Fp(z,y) = #{n <z : fp(n) <y},
on déduit de (23) que

[log z|
(24)  Fp(z,y) < Z Z #{n <z :wo(n)=uog,...,wp(n) =uk},

r=1 ueS,(y)
ou S, (y) est 'ensemble des vecteurs (uq,...,u;) de dimension k sur N tels
que

L
ur+---+up=r et z:IJTJ<y.
]:

En utilisant le corollaire 2 dans 1’équation (24), on obtient
[log /log 2|

(25)  Fp(z,y) < Z #{n<z:wh)= r} — #8,(y)(log )°M).
r=1

En désignant par V,. la somme de r variables indépendantes prenant chacune
des valeurs 1/k,2/k,...,1 avec une probabilité de 1/k, on a alors 'identité

1
w5 =PV <y) (r=12..)
C’est pourquoi il découle de (25) que

|log z/log 2]
(26)  Fplz,y)< Y. #{n<z:wn)=rtPV;, <y)(logz)'™.
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De fagon analogue, on peut montrer que

|log z/log 2]
(27) Fp(z,y) > Z #{n<z:wh)=r}P(V,<y—r/k).

r=1

Désignant maintenant par G, = g1 + --- 4+ ¢, la somme de r variables
indépendantes uniformément distribuées sur [0, 1], on obtient, pour tout v,

(28) PV, <y—r/k) < P(Gy <y) < P(V, <y).
Comme k peut étre choisi arbitrairement grand, il s’ensuit que
klim PV, <y—r/k)= PV, <vy).
—00
Ainsi, en combinant (26), (27) et (28), on en déduit que
|log z/log 2]

(29)  Fp(z,y) = Z #{n <z :w(n) = r}P(G, < y)(logz)°W.
r=1

COROLLAIRE 3. Pour 2 <y <logz, lorsque x — 00,

F - , — 1V P(G, log )°™) ).
bo) = #{n <5 () =) PG, <y)loga) o

Démonstration. Le résultat découle aisément des relations (29) et (18),
puisque ’on a alors

llog 2
Fp(x,y) = Z #{n < z:wn) = r}P(G, < y)(logz)°W
r=1

= max #{n<z:wn)=r}PG, <y)logz)°V
r<10loglog =

+O(#{n <z:w(n) > 10loglogzx})

= : = 0(1) z
’r‘glgllgg}%og:c#{n <z:wln)=r}P(G, <y)(logz)™ + 0<10gz>'

Nous allons maintenant utiliser le corollaire 3 pour obtenir une estima-
tion précise de l'expression Fp(z,y) lorsque y = xloglogz, ou x est un
réel positif fixé et z tend vers l'infini. D’abord, il est clair qu’il découle du
corollaire 3 que

Fp(z, xloglogz) = (log )’ (#{n<z:wln)=r}

max
1<r<10loglog =

x P(G, < xloglogz)) +0<L>,
log x

de sorte qu’en définissant le nombre § = f(x, r) implicitement par I’équation
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| Bloglog x| = r, on obtient
Fp(z, xloglog x)

_ o(1) . _
= (log x) (s log%zpl(gﬂglo(#{n <z:w(n)=|Lloglogz|}

x
X P(G|g1oglogz| < X loglogx)) + O(logm)‘

En utilisant le lemme 6, on arrive alors a
30 F 7 log1 — (1 o(1) 1 —Blog f+B—1
(30) Fp(x,xloglogz) = (logx) A (@ (log )

X P(G|gloglogz| < X loglogx)) + 0(10233).
Or, il découle du lemme 4 que
(31)  P(G|g10glogz| < xloglogz)
= (ROu/6) + o{1)) 51957 = (1og ) s R/l
Des relations (30) et (31), on peut donc déduire que
(32) Fp(z,xloglogx)

= max
(log log x)~1<B<10

)

(2(log z)?~1—Bos ) +Blog R(x/B)+o(1))

laquelle relation est fondamentale pour la démonstration du lemme qui suit.

LEMME 10. Lorsque x — o0,

X

Np(z) = max Fp <( log log x) (log z)°).

0<p<logz/loglog = log 1‘)‘9 log B

Démonstration. Nous allons d’abord démontrer que

x
33 N > Fp| ——— log1
( ) B(ff) o 0<g<logla?/)1(0g log <(10g .’E)‘Q log B 08108 fL‘)
Il découle du lemme 1 que
r alog?2
34 N > Fp| — .
( ) B(-TJ) o Ogagrlrgg):p(/logQ = (Qa’ IOgB )

Or, en définissant implicitement g par la relation 2% = (logx)?, I'inégalité
(33) suit immédiatement.

Nous allons maintenant établir que pour tout € > 0, il existe un nombre
réel xy = zo(e) tel que pour tout x > x,

X
35 N, < Fp| ——, ——=logl 1 ©
( ) B(x) o 0<g<lorgn3/)l(0glogz <(10g $)9 IOg B 08108 .’IJ> ( 8 IL') ’

laquelle inégalité combinée avec (33) complétera la preuve du lemme 10.
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Du lemme 2, on peut déduire que

T 1 v
N, < Fpl —, ——1 — log 1 .
s 2 (5o (55 +rowions)

v<(logx)
v puissant

De la définition de la fonction A(n) donnée dans (5) on obtient

log(ﬁ> = logv — log(v) = logv(l . ﬁ)

ce qui nous permet d’écrire, en utilisant le fait que si v est un nombre
puissant alors A\(v) > 2,

x logv 1
N < Fpl— ——|1—— log1
B(z) < Z i B(v’logB( )\(v)>+6 0g ogx)

v<(logx)
Av)>2

= Y o+ Y =T+ D),

v<(log x)? v<(log x)?
2< A\ (v)<k1 A(v)>k1

disons, ou ki est un entier positif grand, mais fixe.
Pour évaluer T, (), observons qu’il résulte du lemme 3 que

#{v < (logz)? : A(v) > k1} < (logz)*/*1,

de sorte que, en écrivant chaque nombre v < (logz)? sous la forme v =
(log )¢, ot1 £ € (0,2), on peut déduire que

z logv
(36) Th(x) < Fp (—, —— +eloglog :z;)
U<(lzog:m)2 v log B

A(v) >k

< (logz)3* max Fp

x ¢loglogx
0<€<2

logl .
(logz)s’ logB telog ng)

Cherchons maintenant une borne supérieure pour 77 (x), soit dans le cas
ou A(v) < k;. Fixons un petit nombre réel 6 > 0. On peut alors écrire

Lk1/4]
x logw 1
Ty(2) = Fp(=,——(1-—— |+elogl = :
(37) 1(z) Z B(v’log3< )\(v)>+6 o8 Og$> jgo i

v<(logz)?
2<A(v) <k
ol
r logv 1
(38) §,:= FB(—,—(I— —> —i—aloglogm)
J U<(lzog:x)2 v’ log B A(v)

2470<A(v)<2+(j+1)6
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z logw 1
Fsl 5 1— ————— ] +elogl
) <(IZ 2 B(v’logB( 2+(j+1)5>+€°g Og‘”)
v<(logz

246N (0) <2+(j+1)5

(log z)? ¢ logt 1 N
= Fp| — 1— 1 1 H. 1 o(1).

) B<t’logB< 2+ (j + 1)5>( +of )))d( j,6(t))(log z)

1

En utilisant le lemme 3 pour évaluer cette derniere intégrale et en effectuant
par la suite le changement de variable ¢t = (logx)¢, on peut remplacer (38)
par

(log x)?

x logt 1
. < Fgl| — 1-— log1
(39) S;< § B(t’logB( 2+(j+1)6>+80g0gx>

« t(2+j6)_1—1+s dt

2
; loglog x 1
_ { (log 2)6/@+i%) v Elogloga /1
§(ng) B\ (logz)e’  log B 2+ (j+1)6
X (log )t dg,

ou €1 = £1(¢) est un nombre réel positif qui tend vers 0 avec e.

En faisant appel a la relation (32), nous obtenons une nouvelle borne
supérieure pour S;, soit

2
x ¢loglog 1
o=l (v gy (77 g 7))

X (log x)* d¢

zr &
<2 max Fp log1 1 e2
=g P ((108;93)£ logB ° Og$>(og$)

ol g9 = £9(e1) est également une quantité positive qui tend vers 0 lorsque
g1 — 0.

En substituant (40) dans (37), on obtient finalement

z logv 1
41 Fp| — 1l—-— log 1
ay X ety (1o gy +elosloss)
v<(log z)?
2<A(v) <k
k1 x {
<2y x Fp log1 1 ©2
=75 02tza ((logx)f log B 8 0g:c>(ogac)

En choisissant maintenant k; = 3/ et 6 = 1/k, on peut alors déduire de
(36) et (41) I'inégalité (35), complétant ainsi la preuve du lemme 10.
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4. La démonstration du résultat principal. D’abord, il est clair

que la relation
x

(log z) K (B)+o(1)

Np(x) =

est une conséquence immédiate de 1’équation (32) et du lemme 10.

Il reste a établir la relation (2). Pour ce faire, observons d’abord que le
nombre ¢ = to(«) auquel le minimum est atteint dans la définition de R(«)
est donné par la solution de 1’équation % = 0, laquelle peut étre écrite sous

la forme

—(1—e e N ae™ + (1 — a)e_(l_o‘)t

= O7
t2 t

ce qui se ramene apres simplification a

1 et
42 - — =«
(42) t 1—et
11 s’ensuit que lorsque « tend vers 0, on a tp(a) ~ 1/a, de sorte que

R(«a) ~ ae.

On voit donc que, lorsque B tend vers 'infini,

(43)  K(B)= (1+o(1))min ( min (1-+0+5(log #—1~log(ee/ 1oz B))) ).

En dérivant I’expression a droite de (43) par rapport a 3, on obtient
2log 8 — log(a/log B).

C’est pourquoi Iexpression a droite de (43) est minimale lorsque

0
log B’

6=

En substituant cette valeur de 3 dans l'expression a droite de (43), on
obtient

(44) K(B) = (1—1—0(1))12)a>161<1+g—2 @).

Par ailleurs, en dérivant ’expression a droite de (44) par rapport & o et en

I’égalant a 0, on obtient
1 L _ 0
V ologB

de sorte que 'expression a droite de (44) est minimale lorsque

1
~ logB’

0
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auquel cas il découle de (44) que

K@) =1+ o)(1- o).

ce qui prouve (2) et complete la démonstration du théoréme.

5. Remarque finale. La preuve du théoréeme ne dépend pas du fait
que les nombres soient fortement économiques ou méme tout simplement
économiques. En fait, le théoreme est valable pour toutes les fonctions

NE(z) = #{n < ﬁsgggw < dp(n) + k:}

ou k est un entier positif satisfaisant a k = o(loglogz).
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