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1. Introduction. On réserve la lettre p aux nombres premiers.
On rappelle que la somme de Kloosterman Kl(a,b;n) est définie, pour
a,b,n > 1 entiers, par la formule

Kl(a,b;n) = Z exp<2i7r
rmodn
(z,n)=1

n

ax + bf)

ou (x,n) est le pged de x et n, et T 'inverse de  modulo n. Ce sont des
nombres réels, non nuls pour n = p premier.
Pour (m,n) = 1, les sommes de Kloosterman vérifient la multiplicativité

croisée ([6, p. 19])

Kl(a, b;mn) = Kl(am, brm; n) Kl(am, br; m).
On a la majoration suivante (cf. [1, formule (6)]) pour n > 1 :
(1) K1(a, b; n)| < 7(n)(a,b,n)/*n/?,

ou 7(n) désigne le nombre de diviseurs de n. Cette majoration est fréquem-
ment appelée majoration d’Estermann—Weil.

Pour n > 1 on définit
KI(1,1;n)

vn

et I'angle 0, , de la somme de Kloosterman par

KI(1, a; p)
cosl,, = ————=
b,a 2\/5
Cet angle est bien défini puisqu’on a vu que |[KI(1,a;p)| < 2,/p.

Un premier résultat, da & Kuznetsov (cf. [7, théoréme 3]), montre qu'’il
existe de nombreuses compensations entre ces nombres :

KI*(1,1;n) :=

avec 0 < 0,, <.
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> 9(n/X)KI*(1,1;n) = og(X),

pour toute fonction g € C*°(R,R) a support inclus dans [1,2].
Soit ugT la mesure de Sato-Tate 27! sin? §df sur [0, 7]. Katz a démontré
la loi de Sato-Tate verticale ([6, p. 492]) :

THEOREME 1.1 (Katz). L’ensemble des angles {6pq | 1 < a < p} est
équiréparti sur [0, ], pour p — +00, suivant ugr.

Katz a ensuite conjecturé la loi de Sato—Tate horizontale ([6, p. 493]) :

CONJECTURE 1.2 (Katz). Pour p — +oo, l’ensemble des angles 0,1 est
équiréparti sur [0, 7| suivant pgr.

Pour l'instant, cette conjecture ne semble pas accessible. Elle améne
cependant & considérer un probléme plus simple : savoir si les sommes de
Kloosterman Kl(1, 1;p) changent une infinité de fois de signe. Ce probléme
bien plus simple semble aussi hors d’atteinte pour I'instant.

Le seul résultat connu dans cette direction est dit & Fouvry et Michel (]2,
théoréme 2]) :

THEOREME 1.3. [l existe Xo > 0 et cg > 0 tels que pour X > Xg et pour

z=XY29_ on ait les minorations

X
H{n € [X,2X] [ KI*(1,1;n) >0, p|n =p > z}| 200@,

[{n € [X,2X] [KI*(1,1;n) <O, p|ln=p ==z} = co e X'
Pour aller plus loin, Fouvry et Michel émettent la conjecture suivante
pour tout 0 < 0 <1:

CONJECTURE 1.4 (H(#)). Pour toute fonction g € C*(R,R) a support
inclus dans [1,2], pour tout € > 0, tout A >0 et tout X > 2, on a

3 ‘Zg(n/X)Kl*(l,l;n) = 0yca(X log™* X).
d<X?-c d|n

En admettant H(1), Fouvry et Michel ont démontré dans [3] l'exis-
tence d’une infinité de changements de signe des sommes de Kloosterman
KI(1,1;n) pour n ayant au plus 3 facteurs premiers (en utilisant le crible
asymptotique). Pour l'instant, cependant, la conjecture 1.4 semble hors
d’atteinte. Fouvry et Michel la démontrent pour § < 1/2 (proposition 2.1 de
[2] et proposition 3.3 ci-dessous). En utilisant ce résultat inconditionnel a la
place de H(1), ils n’obtiennent (voir [3]) que 23 & la place de 3, ce qui est
moins fort que le théoréme 1.3 puisque la taille des facteurs premiers de n
n’est pas précisée.
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On peut maintenant énoncer le théoréme principal de cet article :

THEOREME 1.5. [l existe Xo > 0 et cg > 0 tels que pour X > X et pour
2= XY2229 op git les minorations

X
|{n€ [X72X] |K1*(1,1;n) >O,p|n:>p2z}| 200@,

{n € [X,2X] [KI*(1,1;n) <O, pln=p =z} > co g X

On a donc démontré qu’'une proportion positive d’entiers n (avec tous
leurs facteurs premiers > n'/2229) sont tels que KI(1,1;7) > 0. On a égale-
ment démontré le méme résultat pour KI(1,1;n) < 0. Il y a donc une infinité
de changements de signe des sommes de Kloosterman sur ’ensemble des n

dont tous les facteurs premiers sont > n'/2229_ Ceci améliore le théoréme 1.3,
puisqu’on a 1/22.29 a la place de 1/23.9.

On déduit du théoréme 1.5 qu’il existe une infinité de changements de
signe des sommes de Kloosterman sur ’ensemble des n ayant au plus 22
facteurs premiers. On peut en fait remplacer 22 par 18 grace aux résultats de
[8] (mais la preuve utilise des méthodes différentes : le crible asymptotique
de Bombieri et la loi de Sato-Tate verticale entre autres). Cependant, le
théoréme 1.5 lui-méme est plus précis, car les facteurs premiers de n doivent
étre grands.

Pour démontrer le théoréme 1.3, Fouvry et Michel ont introduit le crible
étrange, qui est une version modifiée du crible de Selberg. Cette modifica-
tion consiste & remplacer ’hypothése habituelle du crible de Selberg (cf.

[5, p- 28])

d
Zan: w(d) )X-H“d
din d

ol w est une fonction multiplicative, X > 2 et r4 est un terme d’erreur, par
I’hypothése du crible étrange

(2) Zan=@Y—$(logd)z+rd

avec Y, Z > 2. On peut ainsi voir le terme en Z comme un terme correctif.

Pour démontrer le théoréme 1.5, on reprend le crible étrange (§2), mais
on l'itére une fois grace a 'identité de Buchstab. Alors que Fouvry et Michel
disposaient seulement d’une majoration de S(A,z) = 32, 1, >, an, on
obtient aussi une minoration qui est de la forme suivante (théoréme 2.8

ci-dessous) :
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S(A,z) > W(z){Y(l —12(27)) + Zh1(27) logx + Z (2 + ha(27)) log 2

log? 2\ logb
O (Y+z22)2820) L N 32,
logx / logx
d|P(z)
d<x?

avec 7 = logx/log z et 12, hy et hy des fonctions de |1, +oo[ dans R. Cette
minoration est a rapprocher de celle qui apparait dans le crible de Selberg
habituel (cf. [5, p. 215]) :

logh « (d
S(A,z)ZXW(Z){1—172(27)+0<10M>}— Y 32D ry.
d|P(2)
d<zx?

La différence provient de termes correctifs en Z, introduits dans I’hypo-
these (2).

Comme Fouvry et Michel, on utilise des résultats issus de la théorie des
formes automorphes (a travers H(1/2), §3.2) pour majorer

S g/X)KIF(L L),

pln=p>X1/v

et de géométrie algébrique (§3.4) pour minorer

S lg(n/X)KI*(1,1:n)).

pln=p>X1/v

Une différence majeure avec la preuve de Fouvry et Michel est ’apparition
d’intégrales du type 79 sur des intervalles non bornés, en la fonction classique
o9 qui est définie par une équation différentielle aux différences. Il est donc
nécessaire de tronquer 'intervalle en controlant le reste (§3.3), avant de pou-
voir calculer 'intégrale sur un intervalle fini par la méthode des rectangles.

Remerciements. Je tiens & remercier chaleureusement mon directeur
de thése E. Fouvry pour m’avoir proposé de travailler sur ce sujet, ainsi que
Ph. Michel pour ses conseils.

2. Le crible étrange. Dans cette partie, on rappelle les notations et
hypotheéses du crible étrange (§2.1), puis la majoration obtenue par Fouvry
et Michel (§2.2). On en déduit (§2.3) la majoration asymptotique dont nous
aurons besoin dans la suite. On démontre au §2.4 le lemme fondamental
du crible étrange, ce qui nous permet (§2.5) d’obtenir une minoration de

S(A,2).

2.1. Notations et définitions. Introduisons d’abord quelques notations,
et I’hypothése du crible étrange.



Crible étrange et sommes de Kloosterman 73

Soit X > 0 et soit A = A(X) une suite de réels a,, = a,,(X) tels que
3 an >0 pourn >1,
) an, =0 pourn ¢ [X,2X].

Pour z > 2, on pose
S(Az) = Y an
n, pln=p=>z
Pour tout entier d > 1, on pose

|Ag| = Z an
dln
et 'on a |A| := ), a, = |A1]. On suppose que cette quantité peut s’écrire
pour d sans facteur carré sous la forme

(4) |Ag| = #Y - # (logd)Z + rq

ol Y et Z sont des réels positifs indépendants de d, et w est la fonction
multiplicative telle que

(5) w(2)=0, w(p)=2 pourp>2.

Remarquons que pour Z = 0, on reconnait ’hypothése classique du crible de
Selberg. En outre, nous nous restreignons volontairement & un cas particulier
de crible étrange de dimension 2 et n’envisageons pas le cas général ou w(p)
vaut 2 en moyenne.

2.2. Premiéres magjorations de S(A, z). On rappelle tout d’abord la pro-
position 3.1 de [2] :

PROPOSITION 2.1. Sous les hypothéses (3), (4) et avec w fonction multi-
plicative telle que 0 < w(p) < p pour tout p premier, on a pour tout2 < z < x
la majoration

Y logp
S(A’Z) S G(.Z',Z .fU Z 22 P )/p) p(x/pvz)
+ Z 3Q(d)‘7"d’
d|P(2)
d<x?
ol
w(d)

P(Z) = b, G(.’L‘,Z) = 5

1,11 it et —w(@)/p)
d<zx

w(d)
Gq(y, z) =
dP(Z%,d):l dnp\d (1= w(p)/p)’

d<y

et £2(d) est le nombre de facteurs premiers de d, comptés avec multiplicité.
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Dans la suite, on utilisera cette proposition & travers le corollaire suivant,
dont nous aurons besoin aprés avoir appliqué 'identité de Buchstab :

COROLLAIRE 2.2. Sous les hypothéses (3)-(5), pour tout 2 < z < x et
pour tout entier q sans facteur carré tel que (¢, P(z)) =1 et Y —Zlogq > 0,
on a l’inégalité

(6)  S(Ag,2)
wlg Y
= qg G(z,z2)
wla) _ 2 ! w(p)  logp e
+ q G(x,z){G(.ﬁL‘,z) = P (1 — w(p)/p)2 Gp(l”/p, Z) 1 gq}

+ Z 34D lr .

d|P(z
d<:132

Preuve. Comme w est multiplicative, ’égalité (4) donne, pour d sans
facteur carré tel que (d,q) =1,

D Aal = 22D v og ) - (“P10gd) 2 741,

Soit (Ag)a>1 une suite de réels vérifiant
AM=1, XN=0 sid{P(z)oud> .
On a alors 'inégalité
D<Yan( X M) < XY Mdaldgual
n d|(n,P(z)) d1|P(2) d2| P(z)
On a alors, par (7),

S(Ag %) < @ (YQi - ZQ) + R

avec
w(ldy,d
Q1= %c[zldi])AdlAd”
W |P() dalP(z) 12
w(|dy, d
Qs = L0 L) o[t dal) M M
J [dl7d2]
1|P(2) d2| P(2)
R, = Z )\dl)‘dzrq[dhdz]'

d1|P(z) d2|P(z)

On minimise la forme quadratique ()1 par un choix optimal de la suite
(Ad)d>1, comme dans la preuve de la proposition 3.1 de [2], et I'on trouve
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pour ce choix particulier de (\g)4>1 que

1
= G

avec |Ag| < 1 (équation (3.7) dans la preuve de la proposition 3.1 de [2]).

Ceci entraine
Rl < D lrgaanl € Y 37lral

d1,d2|P(z) d|P(2)
di,d2<z d<a?

car Ay = 0 pour d > x, par définition. Enfin, on a

B 1 w(p) logp
@2 = - G(x,2)? pz;z P Cole/p.2)

(1 —w(p)/p)?
(voir ’équation (3.10) de [2]), ce qui termine la preuve du corollaire 2.2. u

REMARQUE. On peut mettre en paralléle (6) avec la majoration classique
dans le cas du crible de Selberg (cf. [5 p. 191])

w\q
S(Ay, 2) < (q) o )+ §: 39D g
d|P(z)
d<azx?

2.3. Majoration asymptotique de S(A, z). On déduit du corollaire 2.2 la
proposition suivante, qui n’est valable que pour z assez grand par rapport
ax:

PROPOSITION 2.3. Sous les hypothéses (3)—(5), on a la majoration sui-
vante, uniformément pour tout exp((logz)%/7) < z < \/x et pour tout entier
q sans facteur carré tel que (q, P(z)) =1 etY — Zlogq >0 :

(8)  S(Ag2)

w(q) W(z)
=7y men)

{Y—Zlogq

T 1470227 +2)  3(1-7) 02(27 +4)
+22(10gZ){§+ 1 or) 1 o2(27) }

-5
+O< (Y—Zlogq—i—QZlogz)} Z 39D g,

log 2 d|P(z)
d<x?
avec
log x 2
= Wi(z) := I | 1—-
log 2’ ) < p)’

2<p<z

et la fonction oo : RT — R continue définie par l’équation différentielle aux
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différences
o2(u) = u?/8e* pour 0 < u < 2,
{ (u209(u)) = —2u"309(u —2)  pour u > 2.
Preuve. On commence par suivre la preuve du corollaire 3.2 de [2] en
écrivant, pour 2 < p < z < +/z, les relations (d’apres [5, p. 197])

(9) @ = W(z){ 02(127) * O<lc>7g5z>}

et
m =We) (1 - %)1{0—2(27 - 2llogp/logz> i O<%> }

qui entrainent 1’égalité

Gp(z/p,2) = W(2)™" (1 - f—,) {02 (27 -2 iii) * O<10Tg52> }

car 7°/log z — 0 quand 2 — +o0 par hypothése (ceci n’est vrai que pour z
suffisamment grand, d’ou ’hypothése z > exp((log z)%/7)).

Ainsi, en faisant une sommation par parties et en appliquant le théoréme
des nombres premiers, comme dans [2| on obtient

w(p) log p
(10) p; P (1 - w(p)/p)? Gp('r/pv Z)
1

= 2W (2) !(log z) | oa(27 — 2t) dt + O(77).
0

Alors que Fouvry et Michel conservent cette intégrale, on la majore pour
éviter 'apparition d’une intégrale double lors de I'itération du crible et éviter
ainsi un calcul d’erreur sur des intégrales doubles. Toutefois, la perte de pré-
cision dans la majoration est minuscule dans notre application. On utilisera
la majoration du corollaire 2.5 ci-dessous, que nous démontrons en se servant
d’un lemme :

LEMME 2.4. Pour T > 1, on a l’égalité
‘ T 1+7 ‘
{oa(2r — 2t) dt = 5 02(27) = 0227 +2) + S\ oa(2(7 + 1) — 2t) dt.
0 0

N W

Preuve. On pose 27 — 2t = u — 2, donc l'intégrale devient

1 | 2T
802(27—2t)dt: 3 S o9(u — 2) du.
0 2T
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"
Or, en intégrant par parties, on a
2742 1 3 2742
S oo(u —2)du = ~3 (27 + 2)o2(27 + 2) — 2709(27)) + 3 S oa(u) du
2T 27
En faisant le changement de variable u = 27 — 2t, on a
2742 0 1
| oo(w)du=2 | op(2r — 2t)dt = 2{0a(2(7 + 1) — 2t) dt,
2T

-1

0
ce qui entraine le lemme. u

On peut maintenant énoncer un corollaire immédiat de ce lemme, qui

va nous permettre de majorer notre intégrale et de conclure la preuve de la
proposition 2.3 :

COROLLAIRE 2.5. Pour 7 > 1, on a la majoration
;!

T 1+702274+2) 3 o2(27 4+ 4)
—_— 21 —2t) dt < — — _
o92(27) (S)JQ( T ) SRR o9(27) 4 ( ) o92(27)
Preuve. D’aprés le lemme 2.4, on a
1!
2T — 2t) dt
o9(27) §)02( 4 )

1
T l14+702027+2) 3 1
T ° 21 + 1) — 2t) dt.
27 2 oa(21) +202(27)§)U2( (7+1) - 20)

En appliquant & nouveau ce lemme (avec 7 remplacé par 7+ 1) a la derniére
intégrale, on obtient

1
1
o9(2T — 2t) dt
02(27)§
T l4+70202r+2) 3 1 [7+1
_T_ ° 27 +2
22 ou(27) +202(27)[ 5 22T +2)
1
2
+Tag(27'+4)+2502(2(T+2)—2t)dt}
0

Comme o9 est croissante, on majore trivialement la derniére intégrale par
1

{o2(2(r +2) — 2t) dt < oa(27 +4),
0
d’ou le corollaire. m

Pour conclure la preuve de la proposition 2.3, il suffit d’appliquer le
corollaire 2.2, les relations (9) et (10), et le corollaire 2.5. m
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REMARQUE. Dans la preuve du corollaire 2.5, on aurait pu, au lieu de
majorer trivialement la derniére intégrale, continuer & utiliser le lemme 2.4.
Cela conduit & un raffinement du corollaire 2.5, mais n’apporte rien de si-
gnificatif dans notre travail et complique les calculs.

2.4. Lemme fondamental du crible étrange. Dans ce paragraphe, on dé-
montre le lemme fondamental du crible étrange (proposition 2.7). On entend
par lemme fondamental un énoncé donnant un équivalent de S(A, z) pour z
beaucoup plus petit que x. Enoncons d’abord un lemme qui va nous servir
dans la preuve (comme dans le cas du crible de Selberg) :

LEMME 2.6. Sous les hypothéses (3)—(5), pour tout 2 < z < x et pour
tout entier q sans facteur carré tel que (q, P(z)) =1etY —Zlogqg >0, on a

S(Ag, 2) < # W(z)(1+ O(exp(—7(log T+ 2))))

w(p) logp Q(d)
x{Y—Zlogq+ZZ }+ > 32D ry,.
s P Lowl)/e) o o

d<x?

Preuve. SiT> z,0n a

logz > zlog z > Zlogp = log P(z)
p<z

donc
) od) 1
G(z,2) = dg(:z) deId(l —w(p)/p)  W(2)

Dans le cas contraire, c’est-a-dire si 7 < z, par le lemme 4.1 (p. 131) et la
preuve du théoréme 6.2 (p. 193) de [5] on a

1

11 — < W(=)(1+0 —7(l 2))))-
(11) Gz < WL+ O(exp(—r(logT +2)))
Finalement, la majoration (11) est donc vérifiée dans les deux cas, c’est-a-dire
pour tout 2 < z < x.

D’autre part, pour p < z, en séparant les d multiples de p et ceux premiers
ap,ona:
w(d) w(d)

Glz,2) = (%:Z) AL —w@)/P) it Alya(l —w@)/p)

d<zx d<zx
pld (dp)=1
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_ w(d) w(p)
- ( dg(:z) ] q(1 = W(p’)/p’)>p(1 —w(p)/p)
i
w(d)

" ALl — w(?)/P)

d|P(2)
d<z
(d;p)=1

- ( 2 de/d(;)(—dZv(p’)/p’J (1 " p(l+p()p)/p)>

d|P(z)
d<z/p
(dp)=1

> Gy(a/p,2) (1 - @)1.

Finalement, on a donc

Gplz/p,2) | w(D)
Glz,2) ~ p
En appliquant le corollaire 2.2 et en utilisant (11), on conclut la preuve du
lemme 2.6. =

La proposition suivante (lemme fondamental du crible étrange) donnera
(§2.5) une minoration de S(A, z).

PROPOSITION 2.7. Sous les hypothéses (3)—(5), on a, uniformément pour
tout b < z < x4 tel que Y — Zlogz > 0,
(12)  S(A, z) = W(2){1l + O(exp(—7(log 7 + 1))}

x{Y +2Z(logz)(1+ O(1/log z))} + 0 Z 32y,

d|P(2)
d<ax?

avec un réel 6 tel que |0| < 1.

REMARQUE. On peut comparer ce lemme fondamental (12) a celui du
crible de Selberg (cf. [5, p. 206])

S(A,z) = XW(2){1+ O(exp(—7(logT + 1))} + 60 > 37@|ry|.

d|P(z)
d<azx?

Comme tout lemme fondamental, (12) est sans valeur pour 7 borné, et est
un équivalent quand 7 — 4o0.

Preuve de la proposition 2.7. Par l'identité de Buchstab (lemme 7.1,
p. 204 de [5]) appliquée & S(A, z) et W(z) on a
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(13)  S(A,z) —W(2)Y
_ _ _ _wlp)
=S(A5) -WE)Y - ) {S(Ap,p) . W(p)Y .

5<p<z

On l'utilise avec 5 (au lieu de l'utiliser avec 2 comme dans le cas du crible
de Selberg) car S(A,2) et S(A,3) ne dépendent pas de Z, contrairement a
S(A,5). En effet, on a

(14) S(A,5) = |A|—|Ag|—|As|+|As| = —Y—l— (log3)Z+r1—ro—rs+rg

d’ou 5(A4,5) - W(5)Y = %(log?))Z +ri—rag—r3+7s.
D’autre part, pour ¥ > 1 on pose

log(ﬁ/\/g)
logy

Ainsi, en appliquant le lemme 2.6 avec ¢ = z = p et x/,/p a la place de z,
on a

50w p) < “2 W(p) {1 + Olexp(—(log 5 + D))}

Ty 1=

w(@) logp o(d
X (Y—Zlogp+Z E P Sy + E 3 )|7“dp|7
p'<p d|P(p)
d<z?/p

d’ou
(15)  S(A,,p) — % W(p)Y
w(p) w(p’)  logp
<o S =y )

p'<p
(16) + O(exp(—7p(log 7, + 2)))Y

1+ O(exp(—Tp(log 7 +2)) ( Z ‘”gf/) - _12%5)/17, - logp) > Z]
+ > 39Dy,

p<p
d|P(p)
d<z?/p

Or, pour z > 5 on a

1) 3 (~won+ (3 U L) A i)

/
5<p<z p'<p N

(19) —-— Z w(D) 1/ ()logp+ Y p’ logp)/p 3 w(p) W)

5<p<z p'<z p'<p<z
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car p’ est implicitement > 3. Ainsi, par I'identité de Buchstab appliquée a W
(lemme 7.1, p. 204 de [5]), pour tout p’ < z on a

3 w(p) W)= w(p) W(p)=W(®") - W(z)

p'<p<z p p'<p<z p

—wi)(1-200) wie)

avec p”’ le plus petit nombre premier strictement supérieur a p’, et par défi-
nition de W. Ceci donne, en remplacant dans (19),

(200 (18)=— >, %p)mp)logp

5<p<z
?) logp / _w(p,) — z
+§Z G p)/p/(W(p)(l p, ) W ))
_ 2y w(p) _ logp'
— Zlog3 - W( >Z Y T—w(@)/¥

= §10g3 — W(z)(2logz + O(1)).

De plus, par la formule de Mertens, on sait que pour p < z,

W(p) log 2\ 1
= 1+0
W(z) <logp " \logn) )’
W(p) < log 2\ 2 _ logp (log = 3
W(z) logp)  logz\logp/ '
d’ou

(21) > % (logp) exp(—TpﬂOg 2+ 3logGO§;>)

p<z

ce qui implique

< (log z) exp(—7(log 7 + 1)),
car par [5, p. 207-208], on a

exp(—7p(log 7, + 2) + 3log(log z/logp)) < exp(—7(logT + 1)),
ce qui majore la somme des (16), et de méme

22 Y % (log p)* exp(—Tp(log 2+ 310g(12§;)>

p<z

< (log 2)? exp(—7(log T + 1)),



82 J. Sivak-Fischler

ce qui majore la somme des (17). En outre, on a

(23)  ral + [ref + |rs| + |re| + Z Z 39D rgpy| < Z 39 @y

5<p<z d|P(p) d|P(z
d<z?/p d<z2

Finalement, par la majoration (15) appliquée a (13), puis en utilisant les
égalités (20) et (14) et la formule de Mertens, on a

S(A,z) >W(z)(Y +2Z(logz)(1+ O(1/log 2)))
+o( > #W(p)(Y—FZlogp))

5<p<z

+71—T2— T3+ 76— Z Z 3Q(d)’po’-

5<p<z d|P(p)
d<z?/p

Alors, en utilisant les majorations (21)—(23), on obtient
S(A,z) > W(2){14+ O(exp(—7(log7+1)))HY +2Z(log z)(1 + O(1/log 2)) }

- Z 39Dy,

d|P(z
d<a:2

En comparant avec la majoration du lemme 2.6, on conclut la preuve de la
proposition 2.7. =

2.5. Minoration de S(A, z). Dans ce paragraphe, on donne une premiére
minoration (théoréme 2.8) de S(A, z), puis on en déduit le corollaire 2.11
qui sera utilisé dans la suite.

Pour obtenir une minoration, on itére une fois la majoration asympto-
tique (8) obtenue dans la proposition 2.3 :

THEOREME 2.8. Sous les hypothéses (3)—(5), pour tout exp((logz)%/7) <
z < 22/5 tel que Y — Zlogz > 0 on a la minoration

S(A, z) > W(z){Y(l —1n2(27)) + Z(logx)h1(27) + Z(log 2)(2 + ha(27))

log? 2\ log5
ro(v+zlER\ s gowy,
logz /) logx
d|P(2)
d<z?

avec
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ot u 3oa(u+3) 1oz(u+1)
ha(t) =2t )<§0_2(U_1)—50_2@_1)—1>du,

o0

L 1 1og(u+1) 9 oo(u+3)
hQ(t).—t1§[702(u_l)<3 2Uz(u—1) 2U§(u_1)>+2]du.

REMARQUE. Sil'on itére & nouveau le crible grace a l'identité de Buch-
stab, on obtient une nouvelle majoration plus précise que (8). Mais cela
améne de nombreux problémes techniques (liés au calcul d’une intégrale
double), et numériquement, il semble que I'on passe de 22.29 & 22.27 dans le
théoréme 1.5 (ce qui n’est pas trés intéressant).

Preuve du théoréme 2.8. On pose (comme dans le cas du crible de Sel-

berg)
log
z] 1= exp log, 7
2

etonaainsi 2 <z; <z < 22/5. On a par l'identité de Buchstab (lemme 7.1,
p. 204 de [5])

(24) S(A2) =S(A,z1) = Y S(App

z21<p<z

Or, la proposition 2.7 donne
(25)  S(A z1) = W(z1){1 + O(exp(—7'(log 7" + 1))}

x {Y +2Z(log z1)(1 + O(L/log 21))} — > 39|y
dIP(z1)
d<ax?
avec
o log

=lo .
log z1 B2

Comme on a ([5, p. 145])
Wiz) exp(—7'(log 7’ _ (logz )’ _log% r
e L+ Olexp(—(logr’ + D)) = (152 ) 4 o P21,

on obtient finalement la minoration suivante a partir de (25) :
log z 2 logg x
S(A,z1) > W o —— Y +271
o) 2 W{ (22 ) 4o T2 ) by + 2710)

> 3%y,

d|P(z1)
d<x?

Pour traiter le deuxiéme terme du membre de droite de (24), on ap-
plique la proposition 2.3 avec z/,/p & la place de x et p a la place de z, en
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remarquant que

1/2<7-1/2<7,<7 —1/2 <log,,

avec
_ loslahyp)
P logp
On obtient ainsi la majoration
> S(App)
z1<p<z
< Z {Y Zlogp
z21<p<z p)
1 2 2 3(1 — 2 4
+2Z(logp)<@ + 7p 02(27p + 2) (1—1) 0227 + )>
2 4 o2(27p) 4 o2(27p)

log3 « 2(d)
O<@(Y—Zlogp+2Zlogp) + Y Y 37y,

z1<p<z d|P(p)

d<z?/p
soit en développant 7,
> S(A.p)
z1<p<z
< Z {Y+Z[log3:——10gp
z21<p<z P02 2Tp)
02(27p+2) (1 1 02(27, +4) (9 5
2 t2) (1o 1 ootz \zlgr—3l
oy \alertgloss )= o\ glosp — g lose
log?
+O<fg2x(Y—Zlogp+QZlogp>} Z Z 3% rgp|.
ogp 21<p<z d|P(p
d<12/p

Pour majorer chaque terme du membre de droite, on le compare a une
intégrale. Pour cela, on rappelle d’abord le lemme 7.2, p. 214 de [5] (qui n’est
qu’une combinaison de la sommation d’Abel et du théoréme des nombres
premiers) avec des hypothéses légérement différentes :

LEMME 2.9. Soient 2 < z1 < 20 < z < z. 5t ¢ est une fonction positive,
de classe C1 pour t > 1 et telle qu’il existe M > 0 pour lequel

Stglf(h/}(t)! +'®))) <M
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alors
Z w log(z2
21<p<z2 &
O 172 ogz
log 2z 2 loga” /log =1 log? zlog
= 2W () _ | tw-1dt+Oou| =)+
log x ) log® 21
log 22 /log z2

Preuve. Pour z; < w < z9 on pose

D)= —— 3 Wy

- W) Wi :(1og2z)< . . +o( - ))

log? 2 B log? w log® 1

)

E(w) = w(

qui est bien définie car log(z?/w)/logw > 1. Alors, par intégration par
parties, on a

1 1 log? z
= (log? — E(z) + 0y —=
(log Z)<10g2 z1 log? 22) (z2) M(log3 Zl)
z 1 1
— (log? 2 - dE(w
(log )S <10g2z1 log2w> (w)
z2

,(log(x?/w) dw
1 () )

T E(w) dw log? zlog =
= 2(log? 2) X (3 ) dw Om|———F— |
log”w w log™ 21

21

40 <log2 z3log T
log® 21

En faisant le changement de variable w — (22)'/!, I'intégrale devient

log x2 /log 21

o | -1t
& log 22 /log 22

d’otl le lemme 2.9.
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Reprenons la preuve du théoréme 2.8. On applique le lemme 7.2, p. 214
de [5] en prenant 1) = 1/09, d’ou

o) 3 )

p  02(27p)

z1<p<z

_9 logz?/log z1 2
log z2\ ~2 t (log zlogaz))
=W 2 ———dt+ 0O —=———>) ).
Oe(ms) 3 iy log®

log 2 /log =

Si on avait appliqué le lemme 2.9 directement (qui a des hypothéses plus
faibles), on aurait obtenu log? z1 a la place de log® z; dans le terme d’erreur,
car dans la preuve du lemme 2.9 on est obligé de majorer trivialement |¢'|.

Or, on a
log 22 /log 21
t
| e dt
log 2 /log = 72
2
_logz §logzlt 1 1) a 1 (logx? 2 log 2 2
N oot —1) 2 \ log 21 2\ logz )’
log 2 /log =

d’oil, par (26),
5 Dy s (255) - 1of22))

21<p<z

De la méme facon, en prenant pour 7 une des deux fonctions suivantes :
02(t—i—2)7 t»—>02(t+4)’

oo (t)? oo(t)?
par le lemme 2.9 on obtient

w(p) o2(27, + 2)
2w T

p
2 4
22 oa(u+1) 1) dus log z 140 logs
O'Q(’LL —1)2 log 21 log =

w(p) o2(21p +4)
Zngz T wp) o2(27p)?

= W(z){2(27’)_2:§:u<% - 1) du + <1100g%>2 1+ o(ﬁfj) }

Pour pouvoir appliquer le lemme 7.2 de [5] au lieu du lemme 2.9, il aurait
fallu démontrer que chacune de ces fonctions v est monotone, ce qui ne
semble pas étre le cas (elles le sont sans doute par morceaux).

t—

z21<p<z
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Pour démontrer le théoréme 2.8, on a aussi besoin du lemme suivant, qui
est analogue au lemme 2.9 et dont nous omettrons la preuve :

LEMME 2.10. Soient 2 < z1 < z0 < z < x. S1 1 est une fonction positive,
de classe C1 pour t > 1 et telle qu’il existe M > 0 pour lequel

stglf(lw(t)! + |9 (t)]) < M,

alors

> i) ogppy (AL L)

z21<p<z2 logp
log 22 /log z1 2
log? z log” zlog x
—2W () o | (e - D+ O [ o280 ) 8
log z log” z1
log z2 /log 22

On peut maintenant conclure la preuve du théoréme 2.8. En appliquant
le lemme 2.10 & ¢ = 1/09, on obtient

3 w(p) (log.p) W (p)

T o2(27)

z21<p<z
9 log z2 /log z1

log” z dt log? zlog =
=2W Lo ==
<z){log x2 S oot —1) * ( log? 21

log x2 /log 2
log x2 /log 21
log? 2 1
ST (T G A N
logx log 22 /log = UQ(t B 1)
N log 22 B logx2> N O<log2 zglogm)}
logz; logz log® 21
T 1
=2 1 2r)t ———1)d
weoe2) (@207 | (G 1)

1 log3
+ 08 % —1+O(Og§ajlogz)>.
log 21 log” x

De méme, en I'appliquant aux fonctions
Ug(t—}-Q) . 02(t+4)

. @2 T (1)
w(p) o9(27, + 2)
Zlgp:@ N (logp)W (p) Toa(2m)?

LT oa(u+1 log = logs
2T
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et
w o2(27m +4
> ) (10 p) 17 (p) %
21<p<z p 2<Tp
T 3) log z log3
=2 (2)1 oyt | (22lutd) -1 27 .
W) ng<( g 257 <Ug(u— 02 ) Mg O log2s 87

On a également par [4, p. 263], pour z; < p < z,
1
o2(27)

= 0(1)
et les majorations

> wip) Wip) T w(p)W(p)<<W(z)@

S5 plogp o2(27y) S5 plogp log
w w w(p)W log3
Z (p) ;2?) < Z (p)W(p) < W(2) 1 gg 10g2z
z1<p<z p 02( Tp) z1<p<z p 0g x
En outre,

S 32D 33 3% < 3 32y,

d|P(z1) 21<p<z d|P(p) d|P(z)
d<z? d<z?/p d<z?
d’oul
log? = log? z
S(A,z) > W(z){ 5 (Y+2Zlogzl)+Y<1—772(27')— 5 )
log® 21 log” 1
log z
+ Z(logz)h1(27) + Z(log z) | h2(27) — 2 +2
log z1
logh « logy x| 2(d)
+0(Y 5 +0( 25 — > 37Dy,
0ogx og ;p P
d<x?

ce qui nous permet de conclure la preuve du théoréme 2.8 avec les notations
introduites dans I’énoncé. =

On énonce maintenant un corollaire du théoréme 2.8 qui traite le cas
particulier dont nous aurons besoin par la suite.

COROLLAIRE 2.11. Soient Ac R}, BER, X >2et0<a<10<p.
On pose Y = (AlogX + B)X, Z = AX et x = X*/?log P X. Sous les
hypothéses (3)—(5) avec ces valeurs de Y et Z, sous l’hypothése que rq vérifie

X
Z 3Q(d)’Td| :O< 3 )7
log” X

d<Xe/logh X
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et pour tout exp(logfi/7 x) <z < 22/ il existe Xy > 0 tel que l'on ait pour

X > Xo la minoration

S(A.2) > AW (2)X (log X){(l )

« log 2z 1
+ Ehl(t) + logX (2+h2(t)) +O<\/m>},

avec
log X
t:=« .
log 2z

Preuve. On sait que (cf. |5, formule (6.4), p. 219])

log X* log, X 1 log, X
27) — - .
72 (27) 772( log = ) < logz 7 log X

De méme, on a

log X« logs X 1 log, X
$(27) — ¢ < 2= - :
log z logz 7 log X

pour les fonctions ¢ suivantes :
3
oo(ut3) 1) du.

oo 1 oo
tr—>2t_2gu M—l du, tr—>2t_2gu
oo(u—1)2

: oo(u—1)2 p
T 1 T 1
tet 7 | (s — 1) du, tett | oWtl du,
; \o2(u—1) ; \o2(u—1)2

1 UQU+3
st §<U2U_1 —1>du.

Montrons-le par exemple pour la derniére fonction, i.e. pour

oty =t"] <7;'22$j13))2 - 1> du.

t
Soient 2 < t1 < ta. On sait qu'il existe t3 € |t1, tao[ tel que

o(ta) — o(t1) _
ﬁ = ¢'(t3),

et pourt>1ona

1(0’2(75—1-3) _1>'

d(0 =300 -3 ( 24,

Or, pour tout u > 2,
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car oy est strictement croissante et 0 < o(u + 3) < 1, donc
oo (u+3) — og(u —1)°
> o9(u+3)% — og(u — 1)?
> (o2(u+3) —oa(u —1))(o2(u+ 3) + o2(u—1)) > 0.

Ainsi, on a

0§¢(t3)=tglo§(m—l>du§%?(M—Qdu:gb@)

h oo(u—1)2 5 \o2(u — 1)2
et ( )
oo(ts + 3 1
o< —— =~ 1< 1
S lts—1? St
donc

1
(b/(t?)) < M
i3

ce qui entraine
la—t

Blt2) = () < 25
1

On a donc bien
P(21) — 9(1) <

On conclut enfin par invoquant le théoréme 2.8. Le terme en B rentre dans

le O(1/\/Tog X). m

21—t logy X 1 logy X
27 < log z 7'<< log X

3. Démonstration du théoréme 1.5. Nous utiliserons les notations
suivantes :

o C2°([a,b]) désigne I'ensemble des fonctions R — R, indéfiniment déri-
vables, & support compact inclus dans [a, b].
e ¢ désigne une fonction appartenant a C°([1,2]).
e La transformée de Mellin d’une fonction f : R} — C, continue, bornée
et nulle & 'infini, est définie pour RNs > 0 par
. oo
fls) =\ fyr—"at.

0

On applique le corollaire 2.11 aux deux suites a,' et a,, données par

o {g(n/X)(i KI*(1,1;n) + 2°2M) > 0 si 2{n,
! 0 sinon,

aprés avoir vérifié (§3.2) les hypothéses du crible étrange gréice a des résultats
provenant de la théorie des formes automorphes. En comparant avec un
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équivalent de la somme
> gln/Xx)2%M
pln=p=>z
obtenu au lemme 3.2, on peut alors (§3.3) majorer
> /XKL 1m)
pln=p>z

avec une constante explicite dont on justifie le calcul numérique. On minore
ensuite (§3.4) la quantité

Z lg(n/X)KI*(1,1;n)|,
pln=p>z

en utilisant des résultats de géométrie algébrique. Cela permet (§3.5) de
conclure la preuve du théoréme 1.5.

3.1. Lemmes techniques. Démontrons d’abord un premier lemme, qui
nous servira a vérifier (§3.2) les hypotheéses du crible étrange.

LEMME 3.1. Pour tout d impair, d < X, on a l’égalité

n QQ(d) N
> 2%Mg(n/X) = X{g(1)G(1)log X + c1(g) — G(1)G(1) log d}
dn
24n v (d, X)

r'(d, X) = 0,270 (X/d)%),  G(s):

(=3) D55 2)

et c1(g) une constante ne dépendant que de g.

Preuve. On a par le théoréme des résidus

1 24100
2(n -~ s
22 g(n/X) = 5 S 9(s)F(s)X*ds
dln 2—i00
2fn

7/8+i00

= | A6ICEIGE)X ds + Resgls)2(5)G ()X
m 7/8—ico =

avec

-1
F(s) := H (1 — %) = (?(s)G(s) = Z 2923,

p>3 nimpair

Res §(s)¢2(s)G(s) X" = G(L)G(L)X log X + c1(9)X
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ot 7/8+1i00
%im S{ G(s)C(s)G(s)X* ds = O4(X /%),
7/8—1i00
donc
27) > 2%Mg(n/X) =G(1)G(1)X log X + c1(g)X + Og(X/%).

2tn

Ainsi, en appliquant (27) avec X/d a la place de X, on obtient

> 27Mg(n/X) = 27N 22 g(nd/X)

dln 2tn
2fn QQ(d)
= —— X{g(1)G(1)log X + c1(g) —9(1)G(1) log d}
r(d, X)

ot 7' (d, X) = 0,y (2%D(X/d)7/®). Ceci termine la preuve du lemme 3.1. =

Nous utiliserons aussi le lemme suivant (cf. |2, proposition 4.2 et lemme
4.3]), qui donne un équivalent de

> g(n/Xx)2%M,
pln=p>z

et nous permettra (par différence avec ) de majorer

p|n:>p>z n)

\ 3 gn/X)KI*(1, 1;n)

pln=p>z

au §3.3.

LEMME 3.2. Soit vg > 2. On a uniformément pour 2 < v < vy et pour
z = XY la formule

X X
n%:X 92(n) g(n/X) =g(v2w(v) + (w * w)(v)) log X + Ovo,g<10g72X>7

pln=p>=2

ot w est la fonction de Buchstab définie sur R comme étant l'unique fonction
continue pour u > 1 vérifiant

w(u) =0 pour u < 1,
vw(u) =1 pour 1 <u < 2,
(uw(u)) =w(u—1) pour u > 2,
et x est la convolution de deux fonctions, définie par
+00

Fraly)= | f@)gly —z)dr.

—00
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En particulier, pour v > 22, il existe un réel 0, |0] < 1078 tel que

X X
2£2(n) X)=3(De (w2 +20)(1+6) —— + O, <7>
;2;; 9(n/X) =G (0" +20)(1+0) e + O | oy

pln=p>2

3.2. Vérification des hypothéses du crible étrange. Dans ce paragraphe,
on vérifie que ’hypothése (4) du crible étrange est remplie par la suite (a;),
en montrant que la contribution des sommes de Kloosterman Kl1*(1,1;n)
rentre dans le terme d’erreur r,. Pour cela, on utilise la proposition suivante

(proposition 2.1 de [2]) qui est issue de la théorie des formes automorphes.

PROPOSITION 3.3. Pour tout A > 0, il existe B > 0 tel que l’on ait, pour

X > 1, légalité
‘- NX) m

¢<VXlog™B X

On choisit les paramétres suivants, avec B > 0 suffisamment grand :

= 044(X log=™2X).

1
3 Td= r’(d,X):I:Zg(n/X)Kl*(l,l;n), z:=X"*1og B X,

o=
din
2fn
Y= (g(1)G(1)log X +c1(9))X, Z:=g(1)G(1)X.
On remarque que les suites (a") sont positives par le critére (1) d’Estermann—
Weil, et que
> 3%
d<z?
2td
<Y 39(d>( 3 g(n/X) Kl*(l,l;n)‘ + 3 629 (x/a)7
d<z? dn d<z?
2td 2¢n 2td
ol o 1/2 1/2
< (D 0@ ( 3 22N ’Zg(n/X)Kl*(l,l;n)D
d<z? n<2X d<z? dn
2td dn 2td  24n L X167
< X/log® X

pour B suffisamment grand, grace & la proposition 3.3. On est donc bien
dans I’hypothése (4) du crible étrange, d’aprés le lemme 3.1. On peut donc

appliquer le corollaire 2.11 aux suites (a;).

3.3. Majoration de [}, <o x, pinep>- 9(n/X) KI*(1,1;n)[. En prenant v =

22.29 et z = X", on trouve par calculs numériques en appliquant le corol-
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laire 2.11 ainsi que le lemme 3.2 que

X
* . <0. -~
(28) ‘ 3 g(n/X)KI*(1,1in)| < 0.15655(1) X
n<2X
pln=p>z
car
(29) S(A*, z) > 170.5203G(1) X
T g log X
et
Q(n) ~ X
(30) > g(n/X)2°0 < 170.67685(1) —.
log
n<2X
pln=p>z

En effet, par définition de (a) on a

LY gXORE(L L) = SAE, 5 — 3 g(n/X)2%0),
n<2X n<2X
pin=p=>z pln=p=>z
ce qui donne (28) en faisant la différence de (29) et (30) et en utilisant 'iden-
tité suivante (pour calculer (29)), conséquence de la formule de Mertens :

wer= I (3) =<0 ) I 65
e—2v

o007 (0 ()

Dans le reste de ce paragraphe, on va justifier les calculs numériques qui
donnent la valeur 0.1565 dans (28). Ces calculs ont été effectués a I’aide de
Mathematica en faisant d’abord une table de la fonction o3 puis en intégrant
cette derniére par la méthode des rectangles sur un intervalle fini pour obtenir
les fonctions 7.

On peut en effet se limiter & un intervalle fini grace au corollaire 3.5 ci-
dessous, dont la preuve utilise le lemme suivant (qui est une version explicite

du lemme 1, p. 263 de [4]) :
LEMME 3.4. Pour s > 170, on a la majoration
1 — oy(s) < 1071085%°(5/2)~%/2,
et pour 29 < s < 170, on a la majoration
1 —o9(s) <1071,

Preuve. On suit la démonstration de [4, p. 263] avec les mémes notations,
mais on va donner ici une majoration explicite du terme d’erreur. On pose
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o(s) := o2(2s) et, pour s > 0,

r(s) = S e *Texp (28 —te dt) dx.
0 0
On remarque que r est une fonction décroissante et qu’elle vérifie pour s > 1

les égalités

S S
sr(s) — 2 X rx+1)de=1, sr(s)o(s)—2 S r(z+1)o(x)de = 1.
s—1 s—1
Ainsi, si 'on pose U(s) :=1—o0(s) >0, on a pour s > 1 l'égalité
S S

sr(s)U(s) =2 S r(x+ 1)U(z)dr < 2r(s) S U(zx)dx,

soit

On pose, pour s > 0, ¢(s) := slogs et u(s) := U(s)exp(¢(s)). En remar-
quant que pour s — 1 <z < s,

¢(s) — d(z) < (s — )¢/ (s),

on a la majoration

IA
|
»

-

Or, pour s > 85,

2 exp(¢'(s)) B 2e
s ¢'(s)  logs+1

< 0.999,

d’ou
U(s) <0.999s° sup u(x).
s—1<x<s
Il nous reste donc a calculer sup,_; ., u(x). Par ce qui précéde, pour s > 85
on a o
u(s) <0.999 sup wu(x).
s—1<x<s

On pose A := max(1,supgs<,<gs u(z)) et on va montrer par 'absurde que
u(s) est majorée par A pour s > 85. Soit 51 := inf{s | s > 85, u(s) > A}.
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S’il existe, s1 est tel que s1 > 85, u(s1) = A et u(s) < A pour 85 < s < s
par continuité de u, et 'on a

u(s1) <0999  sup  u(z),

s1—1<x<s1
soit

A <0.999A4,

ce qui est impossible car A > 1. Donc, finalement, u(s) < A pour tout
s > 85. On a donc montré que pour s > 170,

1—oy(s) < A(s/2)%/2.
D’autre part, par un calcul numérique, on trouve
1 —09(29) <1071
Comme s — 1 — 09(s) est décroissante, on en déduit le lemme 3.4. m

On établit le corollaire suivant, qui justifie nos calculs numériques, car il
permet d’intégrer la fonction o9 sur un intervalle fini :

COROLLAIRE 3.5. Pour 2 <t < 30, on a les majorations suivantes :

30 1 4
t) —2t2 - 1)du/< =106
w2 ot )< oo
Yoy 3oo(u+3) 1oa(u+1) 8
hy(t) — 2672 = - —1)dul < =106
1() §0’2(’u,—1)<2 ag(u—l) 202(”&—1) > “ — {2 0
30
_ 1 1 02(u+ 1) 9 02(U+3)
ho(t) — ¢ — | 3—-= — = 20 d
2(1) §[02(u—1)< 209(u—1) 2o03(u—1) 2|
<é10‘7.
— ¢

Preuve. Par le lemme 3.4, la croissance de oy et le fait que oa(u) < 1,
on a

171 1 ;1o
S u(m - 1) du < >(29) S (1 —o9(u))udu

30 29
170
< 10710 wdu <1.5-1076
- 02(29) 289 -

et encore, par le lemme 3.4 et la croissance de o,
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1§1u<m - 1) du < 2(170) 1§1(1 —o9(u—1))udu

o] . —(u—1)/2
10-1985% | u(“ . 1) du

171

<

- 02(170)

1071985% | (2u + 1)u ™" du
85

1
<2
- 0'2(170)

(o)
< 4.1-1071985% | w ! du.
85
Or, on remarque que

(_U—v—i-l)/ — U—U—l—l(logv 41— 1/1}) > U—v-i—l’

d’ou
oo

1
| u(i - 1> du<6-107".
8 oo(u—1)
De méme, on a

| ; 72l ) - u .10~6

380 02(“_1)<02(U—1) 1)d <2-10
et
00 u oo(u+ 3) ;oo o -
:§0 02(u—1)<02(U—1) _1> du < 72(29)? 380(1 o D)udu <2-1075.

De la méme facgon, par le lemme 3.4 et par la croissance de o5 on a

171 ) L 1
X (@(u -1) 1> = 2(29) ) (1= oa(u)) du

30 29
1 170
< 10719 \ du<142-1078
~ 02(29) 289 ‘=

et

§ (G 1)< gy 1ot -

o0 _ 1\ —w-D/2
10~ 108585 u d
01085 1§1 5 u

<

- 02(170)
o0

<2.1-107108585 X uY du.
85
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Or, on remarque que
(—v7?) = v " logv +1) > v,

d’ou

o0 1
- @ < 2 _8.
S <o—2(u—1) 1>du_32 10

De méme, on a

[e.e] o)

1 oa(u+1) 1 B
3§0 oa(u—1) (UQ(U -1 1) du < 72(29)2 2§9<1 —oz(u—1))du <5-10
et

1 og(u+3) y 1 o S
38002(U—1)<02(u—1) 1>d SO-Q(QQ)Q 289(1 2(u—1))du <5-1077,

d’ou le corollaire.

REMARQUE. Ce corollaire montre donc précisément que I’on peut tron-
quer toute intégrale sur un intervalle non borné de o2(u) — 1 (ou de ses va-
riantes). L’erreur ainsi commise est négligeable, ce qui est une conséquence
logique du fait que oy tend extrémement vite vers 1.

Ici, on prend ¢ = 22.29/2, donc erreur commise sera a chaque fois in-
farieure 4 10~7, ce qui nous suffit pour faire nos calculs.

D’autre part, on rappelle que si f € C!([a,b],R) avec a < b alors pour
tout n>1on a
b

Xf(ﬂdt—b%agf(aﬂb—a)%)‘ < (b—na)

a

2

sup | f'(t)].

tela,b]

Ceci permet de majorer I'erreur commise en utilisant la méthode des rec-
tangles. Ici, on a pris n de ordre de 2 - 10°.

3.4. Minoration de 3, o x ,insp>. |9(n/X)KI*(1,1;n)]. Cette minora-
tion repose sur la proposition suivante (|2, version effective de la proposi-
tion 5.2]) :

PROPOSITION 3.6. Pour v > 5, il existe Xo > 0 tel que pour X > Xj et
z = XY on ait inégalité

* . ~ X
3 KI5 2 ewF0)0 - ol1)
pln=>p>z

avec

c(v) := 0.0006284A5(v) + 0.001879A4(v) + 0.000572A5(v),
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ol
1/3 (1—-x)/2 dr dy
A3('U) = X S xy(l—x—y)’
1/v max(z,(1—x)/3)
1/4 (1—x)/3 (1—z—y)/2 d dy dz
Au(v) = S S S xyz(l—oz—y—z)
1/v x max(y,(1—z)/3—y)
et
1/6 (1—2z)/4 min((1—z—y)/3,1/2—z—y) (1-z—y—=2)/2 dr dy dz dt
As(v) = X S S S ayzt(l—z—y—2—1t)
1/v z Y max(z,(1—z)/3—y—z,(z+y+z)/2)

La preuve de cette proposition est basée sur des résultats de géométrie
algébrique, qui démontrent ’équidistribution des angles de certaines sommes
d’exponentielles. On utilise ensuite un argument d’inclusion-exclusion, puis
on conclut grace au théoréme des nombres premiers.

En calculant numériquement (& P’aide de Pari) les intégrales qui appa-
raissent dans la proposition 3.6, on obtient (avec v = 22.29) la minoration
explicite

X
*(1,1;n)] > 0.1568 §(1) ——.
(31) Y lgn/X)KI (1,1,n)|_015689(1)10gX
n<2X
pln=>p>z

3.5. Fin de la démonstration. En comparant la majoration (28) obtenue
au §3.3 et la minoration (31) obtenue au §3.4, on a

> g(n/X)KI*(1,1;n)

e 0.1565
g < = <1,
Z lg(n/X)KI*(1,1;n)| — 0.1568
n<2X
pln=p>z

ce qui démontre le théoréme 1.5. u

Références

[1] T. Estermann, On Kloosterman’s sum, Mathematika 8 (1961), 83-86.

[2] E. Fouvry et Ph. Michel, Sur le changement de signe des sommes de Kloosterman,
Ann. of Math. 163 (2006), 1-40.

[3] —,—, Crible asymptotique et sommes de Kloosterman, dans : Proceedings of the Ses-
sion in Analytic Number Theory and Diophantine Equations, Bonner Math. Schriften
360, Univ. Bonn, 2003, 27 pp.

[4] G. Greaves, Sieves in Number Theory, Ergeb. Math. Grenzgeb. 43, Springer, 2001.

[5] H. Halberstam and H.-E. Richert, Sieve Methods, Academic Press, 1974.



100 J. Sivak-Fischler

[6] H. Iwaniec and E. Kowalski, Analytic Number Theory, Amer. Math. Soc. Collog.
Publ. 53, Amer. Math. Soc., 2004.

[7] N.V.Kuznecov [N. V. Kuznetsov|, The Petersson conjecture for cusp forms of weight
zero and the Linnik conjecture. Sums of Kloosterman sums, Mat. Sb. (N.S.) 111 (153)
(1980), 334-383 (in Russian); English transl.: Math. USSR-Sb. 39 (1981), 299-342.

[8] J. Sivak-Fischler, Crible asymptotique et sommes de Kloosterman, Bull. Soc. Math.
France, a paraitre.

Equipe d’Arithmétique et de Géométrie Algébrique
Université Paris-Sud

Batiment 425

91405 Orsay Cedex, France

E-mail: jimena.sivak@math.u-psud.fr

Regu le 11.7.2006 (5236)



