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1. Introduction. Dans cet article, si K est un corps de nombres,
O désigne son anneau d’entiers et C1(K) son groupe des classes.

Soit k un corps de nombres. Rappelons la définition de la classe de
Steinitz. Soit M un Og-module de type fini, sans torsion et de rang s. Alors,
il existe un idéal I de Oy tel que M ~ Ozfl @ I en tant que Og-module.
La classe de I dans Cl(k) est appelée la classe de Steinitz de M, et on la
note clg (M) (voir [FT, Theorem 13, p. 95|, ou [Co, Theorem 1.2.19, p. 9 et
Corollary 1.2.24, p. 11]). La structure de M en tant que O-module est com-
plétement déterminée par son rang et sa classe de Steinitz. Ceci s’applique en
particulier & M = Ok, ot K/k est une extension finie de corps de nombres
de degré s; on dira alors que cli(Ok) est la classe de Steinitz de K /k.

Soient I" un groupe fini et C1(Ox[I"]) le groupe des classes de O[I"] (i.e.
le groupe des classes des Og[I']-modules localement libres ; voir [F2, Chap. I,
§2, p. 17]). On désigne par R(Ok[I']) (resp. Ry (k,I"); m pour modéré)
I'ensemble des classes ¢ de Cl(Ox[I']) (resp. Cl(k)) telles qu’il existe une
extension N/k modérément ramifiée, & groupe de Galois isomorphe a I", avec
[ON] = ¢ (resp. clx(On) = ¢), out [On] est la classe de On dans Cl(Ox[I).

Les travaux de McCulloh (voir [M]) et les résultats de [BS1| et [BS2| vont
dans le sens de la conjecture suivante :

CONJECTURE 1. R(Og[I']) est un sous-groupe de Cl(O[I]).

Notons 1 le sous-groupe trivial de I'. L’anneau de groupe Og[1] étant
identifié a Oy, d’aprés [F2, Chap. II, §3, pp. 62-65], l'injection 1 — I
induit le morphisme de restriction res! : CI(Oi[I]) — Cl(k) qui, a la
classe d’'un Og[[']-module localement libre M, associe sa classe en tant que
Op-module dans Cl(k); or cette derniére n’est autre chose que cli(M), la
classe de Steinitz de M. On en déduit que si N/k est une extension ga-
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loisienne modérément ramifiée, a groupe de Galois 1som0rphe I, alors
res! ([On]) = clg(On). 1l en résulte que res! (R(Oi[I])) = Rpn(k,I). 1

s’ensuit que la conjecture 1 implique la conjecture suivante :
CONJECTURE 2. L’ensemble R, (k,I") est un sous-groupe de Cl(k).

Il vient de [M] que ces conjectures sont vraies lorsque I" est abélien ; on
peut voir |L1, L2| pour une description plus explicite de Ry, (k,I") dans le
cas ol I" est un groupe cyclique d’ordre une puissance d’un nombre premier
impair, et [E| pour tout groupe abélien d’ordre impair. Pour des travaux
récents dans la direction de I’étude de ces conjectures, on pourra consulter
[BGS, BrS, BS1, BS2, C3, CS, GS1, GS2, Sol-So4, Sov]|.

Dans cet article, on s’intéresse a ’étude de la conjecture 2 dans la situ-
ation ol I' est un groupe non abélien d’ordre p3, ot p désigne un premier
impair. Dans la suite, si n € N*, on désigne par ¢, une racine primitive ni™e
de 'unité. Le principal résultat de ce papier est le théoréme suivant.

THEOREME 1.1. Soient k un corps de nombres et I' un groupe non
abélien d’ordre p® = wv, o p est un nombre premier impair et o v désigne
Vexposant de I'. On suppose que lextension k((y)/k((p) est non ramifiée.
Alors

R (k, I') = Ny 1 (CL(R(Gp))) 0D/,
On en déduit immédiatement le corollaire suivant :
COROLLAIRE 1.2. Sous les notations du théoreme précédent, on a :
(i) Si l’exposant de I' est p, alors, pour tout corps de nombres k,
Rin(k, I") = Ny, (CL((Gp)))P* P~ D/2,
(i1) Si ¢y € k, alors
Ry (k, T') = Cl(k)*P~1)/2,

REMARQUE. Le théoréme 1.1 généralise le résultat principal de [C2],
dont I’énoncé est 1'assertion (ii) du corollaire précédent.

2. Préliminaires. Dans cette section, on fixe des notations et on donne
quelques résultats qui seront utiles a la démonstration du théoréme 1.1.

Dorénavant, p désigne un nombre premier impair. Soient k un corps de
nombres et I un idéal fractionnaire de k. Il est clair qu’on peut écrire de

facon unique :
p—1
1=JR117%
i=1

oll Jy est un idéal fractionnaire de O, et les J;, 1 < ¢ < p — 1, sont des
idéaux entiers de Oy sans facteur carré, et premiers entre eux deux & deux.
L’idéal Jy est appelé la p-partie de I, et I'idéal Hf:_ll J;, que 'on notera
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F(I), le p-conducteur de I, ou tout simplement le conducteur de I si aucune
confusion n’est possible.

Le théoréme suivant découle de la théorie de Kummer (voir [H, §39|, ou
[Co, §10.2]). On rappelle que “mod*” est la notation usuelle de la congruence
dans la théorie du corps de classes, et on note A(K/k) le discriminant d’une
extension de corps de nombres K/k.

THEOREME 2.1. Soient m € k™ et K = k({/m) une extension cyclique
de k de degré p. On suppose (, € k. Sous les notations précédentes on a :

(i) A(K/k) = (F(mOg)J)P~L, o J est un idéal entier de Oy dont les
diviseurs premiers divisent pOy. L’extension K/k est modérément
ramifiée si et seulement si il existe b € Oy tel que bPm = 1 mod*
(1 —=¢p)POy ; cette condition est équivalente a J = Oy, et F(mOy,) est
premier G pOy..

(ii) Soit p un idéal premier de Oy dwisant (1 — (,)Op. Soit ensuite
w = vp((1 = (p)Ox). Supposons que p ne divise pas mQOy,. Alors p est
ramifié dans K/k si et seulement si la congruence P = m mod™ p"“P
n’a pas de solution dans k™.

Rappelons que deux extensions Kj/k et Ko/k sont dites arithmétique-
ment disjointes si elles sont linéairement disjointes et si leurs discriminants
A(Kq/k) et A(K2/k) sont premiers entre eux; dans ce cas on vérifie facile-
ment que A(K1K2/Ks) = A(K,/k)Ok,.

Fixons les notations suivantes pour la suite de cet article. On note [ le
degré de l'extension k((p)/k (rappelons que [ divise p — 1), et on choisit un
générateur o du groupe H = Gal(k((,)/k). Soit s I'entier naturel vérifiant
o(Cp) =(et1<s<p-1

Le groupe quotient k({p)* /k((p)*P (resp. I'ensemble des idéaux fraction-
naires de k((p)) est d'une facon naturelle un Fp[H]-module (resp. Z[H]-
module).

DEFINITION 2.2. On définit A € F,[H] par

o~
[y

A=Y ()0,
i=0
ot § est la classe de s dans Z/pZ. Si x € k((p)™ et si I est un idéal fraction-
naire de k((,), on pose x4 = Hé;(l) ol(z)* " et I = Hi;é al(I)*™", ou s7°
est, par abus de notation, I'entier compris entre 1 et p — 1 tel que sa classe
dans Z/pZ soit (5)7".

ProprosITION 2.3 (|L1, Corollary 1.3, p. 89]). Soit E/k((,) une extension
cyclique de degré p. L’extension E/k est abélienne si et seulement si il existe
m € k(¢p)* tel que E = k(¢p)((m™)V/P).
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REMARQUE. Avec les hypothéses et notations de la proposition précé-
dente, supposons E/k abélienne. Comme son degré est pl, elle admet une
sous-extension L/k de degré p. Puisque p est premier a [, les extensions L/k
et k((p)/k sont linéairement disjointes. On en déduit £ = Lk((p) = L({p)
et Gal(E/k) ~ Gal(L/k) x Gal(k(p)/k) (~ Z/pZ x ZJIZ ~ Z/plZ). Donc
E/k est cyclique et L est unique.

PROPOSITION 2.4. Soit p un idéal premier de Oy ne divisant pas pOy.
Si p est ramifié dans une extension K/k cyclique de degré p, alors il vérifie
les conditions équivalentes suivantes :

(1) p est totalement décomposé dans k((p)/k,

(ii) Nk/@(p) =1 mod p,

(iii) cl(p) € Nig(c,)/r(CLE((p)))-

Preuve. D’aprés [L2, Lemma, p. 298|, si K/k est (modérément) ramifiée
en p, alors Ny /g(p) =1 mod p.

(1)< (ii). Voir [L1, Proposition 2.4, p. 89| (surtout la derniére phrase de
la proposition).

(i)e(iii). C’est une conséquence du résultat plus général suivant, qui
découle du théoréme de densité de Chebotarev (voir [N, Chap. VII, The-
orem (13.4), p. 545]) : pour toute extension de corps de nombres K/k,
'ensemble N, (CI(K)) est le sous-groupe de Cl(k) engendré par les classes
contenant des idéaux premiers de Oy totalement décomposés dans K/k. m

La structure des groupes non-abéliens d’ordre p* est bien connue (voir
par exemple [C1]). On peut les définir par la présentation suivante :

r={mvlgp=r=11" =y 9r=mnw=uvy vr v =n),

avec ¢ = 0 ou ¢ = 1. Le groupe I" est donc, & isomorphisme prés, I'un des
deux groupes suivants :
(i) Si ¢ =0, alors I' ~ (Z/pZ x Z/pZ) x Z/pZ ; dans ce cas 'exposant
de I' est égal a p.
(ii) Si g # 0, alors I' =~ (Z/p*Z) x Z/pZ; dans ce cas I'exposant de I’
est égal a p?.

Soit a € k((p) tel que a n'est pas une puissance p'®™¢ dans k((,). On
considére 'extension de Kummer E = k((p)(a)/k((p), ot a vérifie of = a.
On note o un générateur du groupe Gal(E/k((,)). L’anneau de groupe Z[{p)]
agit sur £ d’une facon naturelle. On choisit la notation exponentielle pour
cette action :

—
Vo e EX, Vr(p Zazg € Z[( a"(0) = H o' (z)®

On pose M =~ Ogletﬁ—zl 02@
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Le théoréme suivant (voir [C1, Theorem 4, Theorem 6, et la remarque
qui suit la preuve du Theorem 6|) donne un critére de plongement de I’exten-
sion E/k((p) dans une extension K/k((,) galoisienne, non abélienne et de
degré p3.

THEOREME 2.5. Sous les notations précédentes, pour que E/k((p) soit

plongeable dans une extension K/k(¢,) non abélienne de degré p®, il faut et il
suffit qu’il existe e € E*, k € k((p)™ et e € {0,1} tels que les classes de b =
;e_m et ¢ = kate? dans EX/EXP soient non triviales et engendrent deux
sous-groupes distincts de E* /E*P. L’exposant de Gal(K/k((p)) est alors p
sie =0, et p? si e = 1. Lorsque le plongement est possible, on peut choisir
K = E(bY/P /Py,

3. Démonstration du théoréme 1.1. Soit I" un groupe non abélien
d’ordre p® et d’exposant v. Soit k un corps de nombres tel que k(¢,)/k((p)
est non ramifié. Dans ce paragraphe, on montre 1’égalité suivante :

R (k, ') = Niy i (CUR(G))) "2,

3.1. Premiére inclusion. L’objectif de ce sous-paragraphe est de montrer
I'inclusion suivante :

Ri(k, I') © N,y i (CLUR(Gp)) V72,

Soit N/k une extension galoisienne, modérée, avec Gal(N/k) ~ I". Soit p
un idéal premier de Oy ramifié¢ dans N/k. On voit facilement, en utilisant la
proposition 2.4, que cl(p) € Ny ¢,)/k(CL(k((p))). On note ey (resp. fy) I'indice
de ramification (resp. le degré reblduel) de p dans N/k et g, le nombre
d’idéaux premiers de Oy au dessus de p. La ramification dans N/k étant
modérée, on a vy(A(N/k)) = fpgp(ep — 1), ot v, désigne la valuation p-
adique. Or, I'entier u(p — 1) est un diviseur de fygp(ep, — 1) car u divise fpgp
et (p— 1) divise (ep — 1). Ainsi, cl(pfr9r(»—1) € Ni(e,)/k(Cl(k ()P

Comme A(N/k) = Hp plr9e(er=1) o p parcourt Pensemble des premlerb
de Oy ramifiés dans N/k, on a cl(A(N/k)) € Nkz(g}, /k,(Cl( ()P

L’extension N/k étant galoisienne de degré impair, un théoréme d Artin
(voir |A]) nous donne

cli(On) = cl(A(N/E)?) € Nie,)u(CLE(Gp))) PV,
ce qui termine la démonstration de la premiére inclusion.

3.2. Deuxiéme inclusion. Le but de ce sous-paragraphe est de prouver
I’inclusion suivante :

Ny /e (CUK(G)) D" € Ry (k. T).
REMARQUE. La démonstration qui suit peut étre considérablement sim-
plifiée lorsque k contient (,. Dans ce cas, k((,) = k, o et A sont triviaux,
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et la preuve se réduit essentiellement a un argument similaire & celui donné
par Carter dans [C2].

Soit co € Ni(¢,)/k(Cl(k((p))). La démonstration se fera en quatre étapes.
Le but est de construire une extension N/k modérée, a groupe de Galois
u(p-1)/2.

isomorphe a I" et de classe de Steinitz ¢,

ETAPE 1 : On construit une extension L/k cyclique de degré p, modérée,
et dont la classe de Steinitz est c(p D72 Soit Tideal m = (1— (p)p20k(<p).

Soit ¢ un entier impair tel que ¢ > 3 et Co = co Soient hq,...,h; des entiers
naturels premiers a p et tels que ZZ 1hi=p ’t; par exemple

p? —1 811§z§(t+1)/2,
hi=<¢p*+1 si(t+3)/2<i<t-—1,
pPP+2 sii=t.

Soit Cl(k((p), m) le groupe des classes de rayon de k((,) modulo m.
D’apreés la surjection Cl(k((p),m) — Cl(k((p)) et le théoréme de densité
de Chebotarev, il existe une classe ¢y, € Cl(k((p), m) telle que pour chaque
1 =1,...,t, il existe un idéal premier p; € cg, totalement décomposé dans
k(Cp)/k, ayant un diviseur premier ; € cm dans Oyc,). De plus, tous les
idéaux p; sont distincts.

Soit P41 un idéal de Oy ¢,) appartenant a et Soit a = H -1 ‘,]3 ‘BtH
Alors cl(a) = 1 dans Cl(k((p), m). Donc il existe a’ € Oy, tel que

aOka :Hqg ‘BtH, et a' =1mod* m
Posons a = a’A. Alors

t
aOy(¢,) = <Hﬂ3 £Bt+1> —HHUJ his™? ‘Bt+1)2, et a =1 mod* m

7j=01=1

L’¢lément a n’est pas une puissance pi° dans k((,) car v, (@) = hy mod p,
et hy est premier a p. On considére I'extension E = k((,)(a'/?)/k((p). Clest
une extension cyclique de degré p. D’aprés la proposition 2.3 et la remarque
qui la suit, E/k est abélienne et contient une unique sous-extension L/k
cyclique de degré p.

L’extension E/k((,) est modérée car a =1 mod* (1 — Cp)szk(Cp) (voir
le théoréme 2.1(i)). On en déduit que L/k est modérément ramifiée. Ceci
implique que L/k et k((p)/k sont arithmétiquement disjointes. Ainsi on a

A(L/k)Oy(e,) = A(E/k((p)), dott
A(L/k) = Ny, e (AE/R(G)))-
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Comme les h;, 1 < i < ¢, sont premiers a p et que les P; ne sont pas con-
jugués sous Gal(k((p)/k), on obtient F(aOy,)) = - 1]_[] 0 (Pi). On

a donc, d’aprés le théoréme 2.1(i), A(E/k(() = ([Th-, HJ OJJ(‘BZ))p_l.
Mais les p; sont totalement décomposés dans k((p)/k, d’oir

t
p—1
AE/KG) = ([TPOken) -
i=1
Par conséquent,

A(LJK) = (szy g

L’extension L/k étant de degré impair, le théoréme d’Artin (voir [A]) donne
Clk(OL) — cg(l’*l)/Q — C(()Pfl)/Q'

On se ﬁxe o un générateur de Gal(E/k((p)), et on note N = le?:_ol o' et
0= Zz 0 ZQ

Puisque les extensions L/k et k((,)/k sont linéairement disjointes et que
E est la composée de L et k(¢p) (E = L((p)), on a l'isomorphisme de restric-
tion Gal(E/L) ~ Gal(k(¢p)/k) (= (0)). Dans la suite, pour ne pas alourdir
les notations, on identifiera Gal(E/L) avec Gal(k((p)/k) sous cet isomor-
phisme, et donc on pourra considérer A comme un élément de F,,[Gal(E/L)].

On choisit un élément o de E* tel que o = a.

ETAPE 2 : On plonge lextension L/k dans une extension non abélienne
de degré p®. Onposee =0siv=pete=1siv=p?

Soient u;, 1 < ¢ < t, des entiers naturels premiers & p et tels que
St u; = pt. D’aprés la surjection Cl(k(,), m) — CI(k(¢p)) et le théoréme
de densité de Chebotarev, il existe une classe ¢}, de Cl(k((y), m) telle que
pour chaque i = 1,...,¢, il existe un idéal premier q; € ¢ ! totalement
décomposé dans k((p)/k, ayant un diviseur premier 9; € cf, dans Oy,)- De
plus, tous les idéaux q; sont distincts et premiers & aOy.

Soit Q11 un idéal premier de Oy(c,) appartenant a c1 et premier a
a0k(G,)-

Soit & =[]}, Qu’QtH Alors cl(R) = 1 dans Cl(k((p), m). Donc il existe
K€ Ogc ¢,) el que

K Ok, = R = HQ”ZQtH, et k' =1 mod" m

=1

Posons k = k. Alors

a4 11
KOk(¢,) = (HQh Qt+1) = H

=1 7j=01i=

t
ol (Qhs ])(Qtﬂ)p, et K =1 mod* m
1
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On note CI(E, mOg) le groupe des classes de rayon de F modulo mOg.
D’aprés le théoréeme de densité de Chebotarev, il existe un idéal premier &
de Op dans la classe triviale de C1(E,mOg) tel que € N O est totalement
décomposé dans E/k, et tel que € et tous ses conjugués sous Gal(E/k) sont
premiers & kaOpg.

Puisque cl(€) = 1 dans CI(E,mOg), il existe ¢ € Op tel que €O = €
et ¢ =1 mod* mOg.

Posons e = /4, b = Cge_m et ¢ = kfafel.

Montrons que b et ¢ satisfont les conditions du théoréme 2.5. On a

-1 p—11-1 '
b0 = e "0p = [[ /(@ =[] oo’ (&),
7=0 =0 j=0
ainsi vg(b) = —1 mod p. Par suite, la classe de b dans E*/E*P est non
triviale.
De méme, on a
p—11-1 )
cOp = (ka)® ?Op = Haj H HQ 03 “ J (ko) Opg.
=0 j=0

Mais o(€) est premier a (ka)*Of, d’ott v,¢)(c) = 1 mod p, et on a donc
c¢Z 1 mod E*P.
Supposons qu’il existe u € {1,...,p — 1} tel que ¢ = b* mod E*P. Alors
cb™ =1 mod E*P. Or
p—1]-1
cb™ O = H H olol(€)iHws ](/ioz)EOE,
=0 j=0

ainsi ve(cb™) = u mod p, ce qui contredit ¢b™* = 1 mod E*P. Donc les
sous-groupes (cE*P) et (bE*P) de E*/E*P sont distincts.

D’aprés le théoreme 2.5, I'extension E/k((,) est plongeable dans une
extension K/k((,) & groupe de Galois isomorphe & I', et on peut prendre
K = E®Y?, cM/P) = k(p, a/P, b1/, /P,

Posons F' = E(b'/?) et rappelons que F = L((p). Puisque p et 0 commu-
tent, b = e " = ("M et ¢ = e = (¢/%)4. D’aprés la proposition 2.3, F/L
est abélienne. Son degré est pl, elle contient donc une unique sous-extension
M/L cyclique de degré p; de plus, F' = M((,). De méme, en considérant
K/F, lextension K/M est abélienne de degré pl et contient une unique
sous-extension N/M cyclique de degré p. Signalons que K = N({,). On a
les isomorphismes de restrictions et le diagramme suivants :

Gal(K/N) ~ Gal(F/M) ~ Gal(E/L) ~ Gal(k({p)/k) = (o).
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K = F(c!/?) = N(()

N—
;/ F = BOY?) = M(G)
pL/ E = k(Gp)(a'/?) = L(¢p)
pk (%

Montrons que K/k est galoisienne. Soit z € K invariant sous l’action de
G = {k-automorphismes de K}. Comme Gal(K/k((p)) et Gal(K/N) sont
inclus dans G, x € k(¢p,) N N. Mais k() NN = k car | = [k((p) : k]
et p> = [N : k] sont premiers entre eux. Donc K/k est galoisienne. Il est
immédiat que Gal(K/k) = Gal(K/N) x Gal(K/k((p)).

Maintenant prouvons que N/k est galoisienne. Pour cela, nous montrons
que Gal(K/N), identifié a (o), est un sous-groupe normal de Gal(K/k).
Soient v € Gal(K/k) et H = ~v(o)y~. Soit N’ = K" le sous-corps de K
fixe par H'. Ci-dessous nous démontrons que N’ = N. Comme N = K7,
d’aprés la théorie de Galois, H' = (¢), et donc Gal(K/N) est un sous-groupe
normal de Gal(K/k).

Considérons N’ N L. D’apreés les inclusions & € N' N L C L, il vient
N' NL = L oubien NNL =k Ona N NL = L : en effet, sinon,
comme L/k est galoisienne, les extensions N'/k et L/k sont linéairement
disjointes ; on obtient alors [N'L : k] = [N’ : K|[L : k] = p*, ce qui est
impossible puisque N'L C K et [K : k] = p3l < p*. De méme, en considérant
N’ N M, les inclusions L ¢ N'N M C M impliquent NN M = M ou
bien N'N M = L; si l'on suppose N' N M = L, alors les extensions N'/L
et M/L sont linéairement disjointes car M /L est galoisienne; on obtient
[N'M : L] = [N': L][M : L] = p?, ce qui est impossible puisque N'M C K
et [K : L] = p?l < p3. On en déduit que M C N’. Ainsi, N'/M est une
sous-extension de K/M de degré p = [N’ : k]/[M : k]. Or l'extension K/M
admet N/M comme unique sous-extension cyclique de degré p, d’'oa N’ = N.
On conclut que N/k est galoisienne.

On a Gal(N/k) ~ Gal(K/k((p)) car les extensions N/k et k((p)/k sont
linéairement disjointes et K est la composée de N et k((p). Par conséquent,
N/k est une extension a groupe de Galois isomorphe a I'.
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REMARQUE. Les extensions N/k et k((,)/k étant galoisiennes, linéaire-
ment disjointes, avec Nk((p) = K, on a

Gal(K/k) ~ Gal(k((y)/k) x Gal(N/k) ~ Gal(K/N) x Gal(K/k((y)).
Donc Gal(K/k) est un produit direct de ses sous-groupes Gal(K/N) et
Gal(K/k(¢p)). On en déduit que o appartient au centre de Gal(K/k).

ETAPE 3 : On montre que N/k est modérément ramifiée. Faisons les
observations suivantes. Les extensions E/k((p), F'/E et K/F sont ramifiées
en au moins un idéal premier, premier respectivement a pOy,), pOE et
pOF (on le voit en utilisant la décomposition de aOy(c,): bOE et cOp). Elles
sont donc respectivement linéairement disjointes de k((y)/k((p), E(C)/E
et F'((y)/F (puisque ces derniéres ne peuvent se ramifier qu’en des idéaux
premiers au dessus de p) ; en particulier, le degré des extensions F((y)/k((y),

F(G)/E(C) et K(Co)/F(Gy) est égal a p.
On a le diagramme suivant :

- K/K(Cv) = F(Cv)(cl/p)
N

F/F(Cv) - E(Cv)(bl/p)

M

E/E(CU) - k(Cv)(al/p)

-

| wer M

Pour voir que N/k est modérée, nous commengons par montrer que
K(Cy)/k(Cy) Test. Ensuite, en supposant que k((y)/k(¢p) est non ramifiée
(c’est le seul endroit de larticle ott 'on utilise cette hypothése), on en déduit
que K ((,)/k est modérée; il en est donc de méme de N/k. On rappelle que
e =0 lorsque v = p, et € = 1 lorsque v = p?.

Puisque F/k((,) est modérée (voir Etape 1) et Ek(¢,) = E((,), 'exten-
sion E((y)/k((y) est modeérée. Donc pour que K ((,)/k(¢y) soit modérée, il
faut et il suffit que F(¢y)/E((y) et K((y)/F((y) le soient.

Considérons l'extension F'(¢,)/E(¢y). Rappelons que b = C;e_m, e=e4,

et ¢ = 1 mod* mOg. Immédiatement, on a e~ = 1 mod* mOg. On en
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déduit que b = (; mod® mOpc,). Mais (; est une puissance P dans F((,).
Par suite F((,)/E((,) est modérément ramifiée par le théoréme 2.1(i).

Montrons que K((,)/F(¢y) est modérée. Soient p un idéal premier de
Or(c,) divisant (1 — (,)Op(,) et w = vp((1 — (p)Op(c,))- Rappelons que
k =1 mod* (1 — Cp)szk(Cp), d'ou kK = 1 mod* (1 — Cp)pQOF(CW) et donc
% =1 mod* p“’pz. De méme, ¢/ = 1 mod* p“’pz, et a = 1 mod* p“’p2. La
derniére congruence implique vy(a—1) > wp?, soit vp(Hf:_Ol (a—=¢h) > wp?.
Il s’ensuit qu’il existe ¢ € {0,...,p — 1} tel que vp(a — g‘;) > wp, d’ou

= (]i mod* p*P. Enfin, ¢ = kfafe? = ((Z) mod* p®“P. Comme (C;)E est
une puissance p™¢ dans F((,), le théoréme 2.1(ii) implique que p est non
ramifié dans K(¢,)/F((y). Ainsi, aucun diviseur premier de (1—()Op(¢,) ne
se ramifie dans K((,)/F(¢y), donc extension K ((,)/F((y) est modérément
ramifiée.

On conclut que N/k est modérée. Par suite, les extensions N/k et k((,)/k
sont arithmétiquement disjointes.

ETAPE 4 : On calcule cli(Oy). D’aprés la transitivité de la classe de
Steinitz dans une tour de corps de nombres (voir [F1, Theorem 4.1]), on a

Clk(ON) = Clk(OL)[N:L]NL/k(ClL(ON)).

Comme N/L est galoisienne de degré impair, le théoréme d’Artin im-
plique que clf,(On) = cl(A(N/L)'/?). Puisque E/L et N/L sont arithméti-
quement disjointes et que K = EN, on a A(N/L)Op = A(K/E).

Calculons A(K/E). On a A(K/FE) = A(F/E)[K:F]NF/E(A(K/F)).

D’une part, d’aprés le théoréme 2.1(i), A(F/E) = (F(bOg))P~!. Mais

p—1i(-1 ]
g=]111ew @™,
i=0 j=0
otl, pour tout j, 0 < j <I—1,0na s/ #0mod p, et €N Oy est totalement
décomposé dans E/k. Alors

p—11-1

A(F/E) = (HHQO’J )

=0 j=0

D’autre part, A(K/F) = (F(cOr))P~! et ¢ = (ka)%e’. Pour déterminer
la décomposition de 'idéal cOp en un produit d’idéaux premiers, trouvons
d’abord celle de aOp. On a

B =a’Op = HH(;J Ly (B P Op,

7=04'=1

et les seuls idéaux premiers de Oy ¢,y ramifiés dans E/k(¢p) sont les o7 (P ),
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aveclgi’gt,()gjgl—l.Donc

aOp = H H UJ h G t+10E)

7j=04'=1

ot pour tout i, 1 < i’ < ¢, £ est I'idéal premier de O tel que PyOp = £5,.
Ceci nous donne
t

aOp = H H o’ (L hls | (Bi41)POr.

7j=04'=1
On a aussi
-1 t by g
#Op = [T I o7 Q" )@ Or.
j=0i'=1
On rappelle que les 07(Qy), 1 < i’ <t,0<j <1— 1, ne sont pas ramifiés
dans E/k((p), car on les a choisis premiers & aOy(c,)- Enﬁn, on a

p—11-1

HOF—HHQUJ sz

=0 j=0

Par conséquent,

F = ll:[lgj(pl—[l Qi( ' J(H Shls ' ?ls_j)s)( t+1)sp(q3t+1)5p0F-
j=0  i=1

Rappelons que nous avons montré que les seuls idéaux premiers de Op
ramifiés dans F//E sont les 070 (¢),0<i<p—-1,0<j<1—1 (voir
A(F/E)). Donc 07 ¢'(€)OF est la puissance pleme d’un idéal premier de O ;
et les idéaux o/ (£y) (resp. 07(Qyr)), pour tout @', 7, 1 <4’ <t,0< 5 <[1—1,
ne sont pas ramifiés dans F/E (resp. F/k((p)). En effet, on a pris soin de
choisir & tel que tous les 07 ¢'(&) sont premiers avec kaOp.

Comme les o7 (Py) et les 07 (Q;) sont premiers entre eux deux a deux,
les 07(Ly) et les 07(Qy)Op le sont également. Donc les 07 (£;)OF et les
07 (Qy)OF sont premiers entre eux deux & deux. Ce dernier point, conjugué
au fait que hys~7 # 0 mod p, nous donne

F(cOp) = H U]< H ﬁZ/Qz/) Or,
d’ou

AK/F) = (Ha](Hﬁﬂ) )1.
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On a donc
A(K/E) = A(F/E)*FINp p(A(K/F))
p—11-1 .
- (I o) v ( L (I o) o)
-1 p— t p(p—1
- (/e ([T en) o)™ "
Ainsi,

= i e _
A(N/L)' = Ng/(A(K/E)) = NE/L(H Qi(e)( II Ezﬂl) OB)p(p o
=0 i'=1

Enfin, on rappelle que € est principal dans O (donc N/, (€) est un
idéal principal de O), que pour tout 7', 1 <4’ < ¢, on a N/, (£ir) = P,
N,y /(Bir) = pir, Nie,) Qi) = air, cl(py) = co, cl(qy) = c5 ', et que
clk(Op) = c(()p_l)/2 et ch = cp.

On obtient donc

cli(On) = clk(OL)[ HINL (el (ON))

= oy "I (g (A <N/L>1/2>>

cl(N,

( » ( H S ( 1_‘[1 £wﬂy)50E>;@7(P—1)/2)
:Cg P=1/2 ) ((NE/k pNE/k(ﬁS 1Qyr OE> ) s 1)/2>

Fel(

i'=1

/k(H‘Bz )) p(p—1)/2

= CgQ(p—l)ﬂ cl(H Pi/q%;/)w(p_lm

= (p—l)/chp(p 1)/205817 (r—1)/2 _ Cg(p—l)/2

)

ce qui achéve la démonstration de la deuxiéme inclusion, et du théoréme 1.1.

4. Appendice. Exemples d’extensions k((,2)/k((,) non ramifiées.
Supposons que (2 & k((p), alors [k((y2) : k((p)] = p. D’aprés le théo-
réme 2.1(i), Pextension k((,2)/k((p) est non ramifiée si et seulement si il
existe b € k(p)™ tel que ¢, = b mod™ (1 — (p)POp(c,,)-

Supposons p = 3. On note j une racine primitive 3™ de 1'unité. On
sait que l'extension Q({y)/Q est totalement ramifice. On en déduit que
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I'extension de Kummer Q(¢9)/Q(j) est ramifiée. D’aprés le théoréme 2.1(i),
cela implique que
(+) Ve € Q()", j#a® mod* (1 - ) Z[j].

Posons a = j + (1 — j)2 = =3 —55. On a a ¢ Q(j)® d’aprés (x). On
considére E = Q(4,a'/3); Iextension E/Q(j) est donc cyclique de degré 3.
Le théoréme 2.1(47) implique que E((9)/E(j) (E(j) = E) est non ramifiée.
D’aprés la théorie de Kummer, pour que cette derniére extension ne soit pas
triviale, il faut et il suffit que ja ¢ E® et j2a ¢ E%. Mais ja = 524 j(1 — )3,
donc ja ¢ E3 d’aprés (). L’élément j2a n’appartient pas & E? car il est
immédiat que I'équation j%a = —2 + 35 = (z + yj)® n’a pas de solutions x
et y appartenant a Z. On en déduit que E({9)/FE(j) est une extension non
triviale et non ramifiée.

Maintenant supposons que p est un nombre premier impair quelconque.
D’une fagon similaire, on montre que lorsqu'une extension k((y2)/k((p) est
ramifiée, Uextension F = k((,)(a'/P), ott a = ¢, + (1 — ()P, est telle que
E(¢y2)/E((p) soit non ramifiée. Par la théorie de Kummer, elle est non tri-
viale si et seulement si pour tout ¢ € Z, (Z,a n’est pas une puissance peme
dans k((p). Cette derniére condition est équivalente a ¢, 'a ¢ k((p)*P; en
effet, si i Z —1 mod p, on a C;;a = ;;H mod® (1 — (p)POp,), mais la
congruence (5! = 2P mod* (1 — (;)POyc,) n’a pas de solution dans k(¢p)*
car I'extension k((y2)/k((p) est ramifice.
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