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sur les entiers friables translatés
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1. Introduction

1.1. Contexte. Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un
entier naturel positif n, avec la convention P(1) = 1, et par

S(z,y) :={n<z:P(n) <y}

I’ensemble des entiers y-friables n’excédant pas x. Pour x,y > 2, nous
posons, conformément a 1'usage,

U(z,y) = |S(x,y)| et u:=(logz)/logy.
Etant donnée une fonction arithmétique f, nous introduisons les quan-
tités
1) Tay)= Y f), Oy = Y fln-1).

neS(z,y) nGS(ﬂi,y)
n>

La comparaison de @ et ¥y est un exemple de question concernant I'effet
d’une perturbation additive, ici n — n — 1 (et plus généralement n +—
n + a, avec a un entier non nul), sur une suite définie par des contraintes
multiplicatives. Un autre exemple est le probleme classique des diviseurs
de Titchmarsh @ qui consiste a évaluer asymptotiquement la quantité
Zp< . T(p—1), ot p désigne systématiquement un nombre premier et 7 est
la fonction nombre de diviseurs.

Fouvry et Tenenbaum [3] ont considéré les quantités dans le cas ou
f = 7. Ils ont mis en lumiere une divergence radicale entre les quantités
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O,(x,y) et ¥-(z,y). Alors qu’il est établi dans [3] que

@ Orla) = (e ogafi+ O ELED gerbmrtions <y <),

il découle des résultats de Smida [9] ou de Tenenbaum et Wu [I1, Corol-
laire 2.3] que estimation

02(u) { <log(u+1)>}
3 U (x,y) =¥(x,y)(loge)—=%< 1+ 0| ————
(3) (z,y) = ¥(z,y)(log )ug(u) oz ¥
est valable dans le domaine
(He) x>3, exp{(logyz)”*} <y <u,

ou, pour k£ > 0, nous notons g, l'unique fonction continue sur |0, 00| et
dérivable sur [1, oo[ satisfaisant a

() { 0x(u) = w1/ I(k) (0<u<l),
ugl(u) + (1 — K)ok(u) + kow(u —1) =0 (u>1)

et o := p1. On déduit de la relation (3.10) de [§] que le facteur dépendant
de © dans le membre de droite de vaut @

uo(u)

Dans le méme esprit, Loiperdinger et Shparlinski [7] ont récemment

étudié la fonction sommatoire de la fonction indicatrice d’Euler n — ¢(n)
sur les entiers friables translatés, soit

Op(z,y) = > @ln—1).
nes(z,y)
n>1

02(4) _ gutotu/lsutD) (o).

Ils obtiennent le résultat suivant.

THEOREME A. [l existe une constante c; > 0 telle que la relation

3 log, ) lo
Op(w,y) = ¥ (z, y){l L0 (W) }

ait lieu uniformément dans le domaine

x >x9, exp{ciy/(logz)logzz} <y <.

Nous nous proposons ici de préciser et généraliser ce résultat sous forme
d’une estimation générale de la valeur moyenne de certaines fonctions mul-
tiplicatives sur les entiers friables translatés. Nos résultats englobent le cas
de la fonction indicatrice d’Euler.

(?) Voir [6] pour un développement asymptotique des quantités o., et plus générale-
ment, des solutions de certaines équations différentielles aux différences analogues a .
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1.2. Notations et définitions additionnelles. Les fonctions de M6-
bius, somme des diviseurs et identité sont notées respectivement u, o et j.
Nous définissons également

Uy(z,y) :=[{n € S(x,y) : (n,d) =1}|,
U(z,y;a,d) = |{n € S(z,y) : n = a mod d}|
et notons

E(z,y;a,d) =¥ (z,y;a,d) — Yy(z,y)/p(d).

Nous disons qu'un produit infini [] <, a, est convergent s’il existe un
entier N > 1 tel que Py := limp_ HN<n<k ap, soit fini et non nul; nous
posons alors [ [~ an := ([[,<y an) Pn-

Etant donnée une fonction arithmétique f, nous écrivons formellement

Ef(p) = (1 _ ;) 3 f(}ZV)

>0 p
(5) E
o(f) =[] Esw).

(p>2),

1.3. Enoncé des résultats. Afin d’évaluer la quantité O¢(x,y), nous
introduisons la fonction A := f % u. Remarquons que

Of(z,y) = Y AW (w,y;1,d)  (z,y > 2).
d<z

Compte tenu des résultats de la littérature sur la répartition des entiers fri-
ables dans les progressions arithmétiques, on s’attend a une relation asymp-
totique du type

Of(z,y) =~ Z 2(d> Uy(z,y) = ¥(z,y) Z )\Eid)

d<zx (d) d<zx

Dans le cas ou la fonction multiplicative f est suffisamment proche —
dans un sens a préciser ultérieurement — de la fonction 1, il est raisonnable
de penser que la fonction A est petite en valeur absolue, de sorte que, avec
la notation ,

d>1

est bien définie. Nous pouvons alors conjecturer que, sous des hypotheses
adéquates concernant f, nous avons

Of(x,y) = C(f)¥(z,y) = ¥s(z,y).

Guidé par ce raisonnement heuristique, nous obtenons le résultat suivant.
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THEOREME 1. Soient 3 > 0, B > 0, et f une fonction multiplicative
vérifiant
B
0 M) < o

Alors le produit C(f) converge et, pour tous x,y satisfaisant (Hc), nous

o 65(ww) = wie.u{ o) +o () |

ot la constante implicite dépend au plus de (8 et B.

COROLLAIRE 2. Sous les mémes hypothéses, posant F(n) := nf(n)
(n > 1), nous avons, pour tous x,y satisfaisant (Hg),

B 1 log(u + 1)
Or(z,y) = «’13&1’(1’7?/){20(]6) + O(logy) }
Le corollaire suivant étend et précise le Théoreme A. Nous posons
p1(n) == (=1)"p(n)  (n>1),
@2 =—v+1 (v>1), fi(p¥)=1 (p#2,v>1).

Les fonctions ¢1 et f; fournissent des exemples d’application du Corollaire
au cas de fonctions de signe non constant ou de valeur moyenne nulle.

COROLLAIRE 3. Pour tous x,y satisfaisant (H.), nous avons

O, (2,y) = %w(x, y){l 4 o(log(““)) }

log y
2 log(u + 1
60($7y) = 12%’&(.7),’!/){1 + O<g1(0gy)> }a

O, () = %W(:ﬁ, y){l 4 o(log(“l)) }

logy
¥ (z,y)log(u + 1)
Qfl (a:,y) < log y

2. Résultats auxiliaires. Nous commencons par une estimation con-
cernant certaines intégrales.

LEMME 4. Nous avons, uniformément pour 0 < v <1, 3 € R ety >
w > 1,

ZS’ dt - i’ dt N y'=f -1
o Pexp{(logt)} " texp{(jlogt)’}  (1-pB)exp{(jlogy)’}

Démonstration. L’estimation annoncée résulte du Lemme 3.2 de [I1].
Vérifions que les hypotheéses en sont satisfaites. Soit R(t) := exp{(logt)7}
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avec 0 < v < 1. Nous avons ¢(v) := log R(e¥) = v? (v > 0). La fonction ¢’
est décroissante sur |0, oo[ et I'on a, pour tout 0 <~y <1,

1
1 ,/1 31,
o =v) <2 .
5% <2v> _41§4go(tv)dt (v>0)

En effet, cette derniere condition équivaut a

¥ 3 1
— < —(1—-— <~<1

qui est bien vérifiée car
4v/3 < 2vlog2 < 2sh(ylog2) =27 -277 (0<y<1).
Le résultat découle alors du lemme précité appliqué avec b:=1/4. m

Soit a = a(x,y) défini comme "unique solution positive de I’équation

E logp =logx
a1 '
pSyp

Rappelons tout d’abord 'estimation classique (voir [10, formule (II1.5.74)])
log(u + 1)
logy

Le résultat suivant, relatif au comportement local de ¥(z,y), est établi
dans [I, Théoréme 2.4].

(7) 1—az,y) < (z > xo(e), (logz)tT <y < 2).

LEMME 5. Il existe une constante ca > 0 telle que pour x > 2, x > y >
logz et 1 <z <T :=exp{coy/log(u+1)logz}, nous ayons

o f)y :W(x,y) 1+0 log(u+1)+logz .
z z% logy log

Par ailleurs, pour x >y > 2 et 1 < z <z, nous avons

(8) 1I/<3; y> < Yoy,

z¢

Pour A >0,C >0,e > 0etne€]0,1/2[, nous posons
Lo(z) = exp{(log2)’>} (> 1)

et nous désignons par M (A, C,n,¢e) la classe des fonctions multiplicatives
réelles positives ou nulles f satisfaisant aux conditions

) |3 rw10e - J< 5

(10 Syl ea

P V>2p

(Z > 2)7
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De méme, nous notons M* (A, C, 7, ) la classe des fonctions multiplicatives
réelles f vérifiant la condition ((10) et

1) Y @osp+ | Y rlesp— 2| < 1 (22 2)
p<z p<z «(2)
f(p)<0

Le résultat suivant est une extension a certaines fonctions multiplicatives
réelles du cas particulier k = 1 du Corollaire 2.3 de [I1].

LEMME 6. Soient A > 0, C > 0, ¢ > 0 et n € ]0,1/2[. Pour tout
f € M*(A,C,n,e), le produit C(f) converge et nous avons, uniformément
pour (z,y) € (He) et f € M*(A,C,n,¢/2),

Py(x,y) = ¥(x, y){C(f) + O(logl(ougzl)> }

Démonstration. Le cas ou la fonction f est positive ou nulle est établi
au Corollaire 2.3 de [11].
Soient g et h les fonctions multiplicatives définies par @

g ={f)Y /vt (p>2,v>1), [f=gxh

Montrons tout d’abord que pour (z,y) € (H:), nous avons

(12) 3 Jhp")log p")! logp) <1 (je{0,1,2).

Py
v>1

Il est suffisant d’établir le cas j = 2. Observons que h(p) = —f(p)~.
Par sommation d’Abel et compte tenu de la condition , il suit, pour

(z,y) € (He),

Ul::zw: Z |f(p)|logp <S dz

Py Py " =L /2( ?)
f(p)<0
ylfa -1
(1= a)Lepa(y'/*)’
en vertu du Lemme {4l L’inégalité (e" — 1)/r < e" (r > 0) permet alors
d’établir

<1+

logy log
— L1
L£/2(y1/4) La/2(91/4)

compte tenu de . D’autre part, 'expression explicite de h, donnée par

hp) = > (DI =2 0> 1),

jt+k=v

U <14y <1 ((z,y) € (He)),

(*) Pour a € R, nous notons a’ := max{a, 0} et ¢~ := min{a, 0}.
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nous permet d’effectuer la majoration

h(p¥)|(lo 10 V(5 + k)?
Z| gp <Z!f gp 3 {f(p)jiﬂ(iﬂL )"

v>2 k>0 j>max{0,2—k}

Désignons par Sy la somme intérieure. La relation

p
(13) fp) € 7—=7—,
Leo(p)logp
découlant directement de la condition @D, nous assure que l'on a, pour p < y,
f(p)

S <exp{(l-a)logp— (log p)*/5~</?}

< exp{(log p)*/>~*/*((1 — a)(log y)*/**/* — 1)}.

Nous avons donc, grace a ’estimation ,

ﬁ? (z.y) € (Ho). p < ).

Posons ¢ := f(p)™/p®. Nous pouvons & présent établir les majorations
So=§&(e* —1+&e*) < & < f(p)*/p™,
Sy =€t — 143t + &%t < &< [f(p)l/p%,
Sp=c" (K +2k+E6+ ) <k (k>2).
Nous en déduisons

g 3 [re)llogp”)” |h(p” logp )? <<1+Zf plogp 1+ 3 FEDIlogp)” | f(p* logp )?

p<y p<y p<y
v>1 k>2

Posons N(t) := 3 -, f(p)logp. Les relations et impliquent alors
que

fp logp fp)logp [  dN(t)
19 T < e = S E

P<y Py
Y Yy 4 o o —2/5—¢/2

_ [ 2 ivr(t) ] et (3/5—/2)(log1) Ny

= La/?(t) 2= 5o t aLs/Q(t)

2—2a Y 12« 2—2«

y Yy -1
< + dt <1+ <1,

Le/Q(y) § La/?(t) (1 - a)Ls/Q(y1/4)

pour (x,y) € (H), par les mémes arguments que ceux qui nous ont conduit
a la majoration de la quantité Uj.

Il existe une constante c3 > 0 telle que, pour x,y assez grands dans le
domaine (H.), nous ayons o — (1 — ) > c3. Par conséquent, la seconde
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somme du membre de droite de est majorée par

3 £ (p¥)] (log p*)? <A
p(l—n)k p03k = e,
p<y
k>2

ou

logt)?
cq ::sup(og ) .
>1  t3

Ceci acheve la démonstration de la majoration ((12)).

Montrons & présent que pour (z,y) € (He), lon a

(16) > [h(m)logm)? - o 49 1,23,

P(m)<y

Remarquant que le cas j = 1 découle naturellement des cas j = 0 et 2, il est
suffisant de démontrer ceux-ci. Le cas j = 0 de implique directement le
cas j = 0 de par application du Théoreme I1.1.3 de [10]. Pour établir
le cas j = 2 de , nous observons que

(logm)>= 3" (logp")?+ 3 (logp")(logq”) (m > 1).
p¥|[m pYqt||m
P#q

Ceci nous permet d’écrire

h(m lom h(p”)|(lo h(m
Z’( g Z| gp) Z|,§1a)|

P(m)<y P;le P(m)<y
|h(p”)|log p” \logp [h(m)]
<Z Z e <L
p<y P(m)<y
v>1

par application de pour j = 1 et 2, ce qui fournit 'estimation pour
j=2.

L’intégralité des estimations précédentes reste valable, en remplagant
formellement dans les formules le parametre « par 1 et en faisant tendre y
vers 'infini. Cela résulte immédiatement du fait que les intégrales du type
§7°dz/{zL./2(2)} sont convergentes. Nous en déduisons

(17) > [n{m)|(logm)’ logm) <1 (je{0,1,2}).

m>1
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La méthode de Rankin permet de montrer que, pour tout V > 2,

him h(m)|(log m)? 1
(18) 2. ‘;ﬁé > ot < v

m>V P(m)<y
P(m)<y
|h(m) |h(m)|(logm)? 1
19 < .
(19) mz>v Z m(log V)2 < (log V)2

Par ailleurs, I'inégalité des accroissements finis et la relation @ im-
pliquent que, pour (z,y) € (He),

(20) Z |h {_} Z |h(m 1—04)10gm<<10g(u+1).

logy

Nous sommes a présent en mesure d’évaluer la somme annoncée. Nous
avons

(21) = Y h(m ( )

meS(xz,y)

Si f e M*(A C,n,e/2), il est clair que g € My(A,C,n,/2) et nous pou-
vons ainsi utiliser le résultat déja établi pour cette classe — comme rappelé
en début de preuve — qui fournit, pour z,y satisfaisant (H;) et 1 <m < z,

o o) -com(o)oro s k)

D’autre part, nous avons pour z > 2,y > logz et m < T := exp{\/logz},
grace au Lemme

o)t o )

Posons, sous réserve de convergence,

H(s) := Z hm) Hr(s;y) :== Z hT(nTrSL)

ms
m=>1 meS(T,y)

La relation nous permet d’écrire ¥y (x,y) = X1 + Xy avec

3 h(m)Wg(:l,y>, Zy= Y h(m ( )

meS(T,y) mesS( ?y)
m>

1l s’ensuit, grice et ([23), que, pour (z,y) € (He),
I 1 v
1 = C(g) Hr (e y)¥ (z, ) (1 n O<°g(“+)>> N O< (:c,y)>’

logy log
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d’apres pour j = 1. Les majorations issues de et fournissent
I’évaluation pleinement suffisante

hm)| _ #(z,y)
me logy

Yo L VU(x,y) Z
m>T
P(m)<y

Soit T}, := min{T,y}. Nous avons alors

S wefiei) 5

[Hr(osy) — ’

m<T m>T ou P(m)>y
P(m)<y
1 1 h(m
< 3wl ) 2
P(m)<y m>T,

1 1 1 1 1 1
_ log(u+ 1) SN RS )
log y logz  (logy) logy

d’apres et .
Montrons & présent que le produit C(f) converge. Remarquons tout
d’abord que l'on peut écrire E¢(p) = 1+ up + vy, ol

up= 1O =L ) D s

p v>2

Le Lemme I11.4.3 de [10] nous assure que, sous les hypotheses Zp ul% < 00,
Zp |vp| < 00, une condition nécessaire et suffisante pour que le produit C(f)
converge est la convergence de la série Zp Up.

D’une part, l'inégalité (a + b)? < 2(a® + b?) (a,b € R) et le fait que 1'on
ait 3 f (p)?/p* < oo (la démonstration est en tout point similaire & celle de
(15))) impliquent que la série Zp u]% est convergente. Il en est de méme de la
série Zp up, ce qu’on établit par sommation d’Abel grace a la condition .

D’autre part, la série Zp vp est absolument convergente. En effet, nous
avons

lopl < 1F@)I/P>+ 2D IF@)I/pY (p=2).

v>2

La relation 3 [f(p)| /p* < oo découle de la majoration (13), et la con-
vergence absolue de la série Zp vp résulte ainsi de . Le Lemme précité
assure donc bien la convergence du produit C(f).

Enfin, nous avons bien C(g )H(l) = C(f), puisque

S M) S Uz,

v>0 v>0 v>0
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Finalement, nous avons, pour z,y satisfaisant (H.),

Wy, y) = w<x,y>{c<f> +0<1gf21))} .

Le résultat suivant est nécessaire pour établir le Corollaire [2] et plus
généralement pour étudier la somme friable d’une fonction proche de I'iden-
tité.

LEMME 7. Soite > 0. Pour (logz)'™¢ <y < x et x > z¢(¢), nous avons
uniformément

T

§W(t, y) dt = %xu'/(x, y){l + O<W> }

1 1 1
Z n=—z¥(x,y)s1+0 log(u+1) .
2 logy
neS(z,y)
Démonstration. Une intégration par parties donne, pour z,y > 2,

x €T d
> n=aley) - )it = oo -2 {0 (L) 5
nes(z,y) 1 1 z z
Le Lemmefournit, pour x >y > logz et 2 <T =exp{ca+/log(u + 1) log x},
T T
d 1 1 d 4
Sw(xy>§ = !P(x7y){1+0< oglu + ))} | o +O< (z’y)>
1 z z logy ] z logx
v 1 1 1
1+« logy T

Par ailleurs, nous avons trivialement

9§y7<x )dz < Yy Plw,y)log(u+1)
T

< .
22 T logy

Enfin, ’évaluation

1 :1—1—0 log(u + 1) 7
l+a 2 log y
valable pour (logz)'*® <y <z et x > x¢(¢), découle de ([7]). Cela implique
bien le résultat annoncé. m
Le résultat suivant est une reformulation du Théoreme 2 de [4].

LEMME 8. 1l existe des constantes c5 >0, cg>0 telles que, pour xr,y>2,

1/
S 1B,y L, d)| < Y@y)
log z

d<z
ot z := min{/z/(log )¢, o log2v/logs v
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Le lemme suivant fournit une estimation du nombre des entiers friables
dans les progressions arithmétiques de grands modules. Nous suivons la
méthode employée pour établir la Proposition 1 de [4] et donnons une ver-
sion légerement modifiée du Théoreme 4 de [4].

LEMME 9. Nous avons uniformément, pour x,y satisfaisant (Hg), 1 <
g<wet(aq) =1,

(24) ¥(z,y;50,q) < Uaz.y)

qo(uq) 7
ot nous avons posé u, := min{(log qy)/log y, u}.

REMARQUE. Notons que pour ¢ > x/y, la méthode employée ici ne peut
fournir davantage que la majoration triviale ¥(z,y; a,q) < x/q.

Démonstration du Lemme 9. Soit xg > 2 et x1 > 2xg. Posons, pour
r>x0,y>2et1<qg<ux,
W .
A(x) := max M, A*(z) ;== max A(z).
(a,q)=1 !p(CE, y) ro<z<zw

En évaluant les sommes

Z logn et Z logn

nes(z,y) neS(x,y)

n=a mod q

de deux manieres différentes, nous obtenons les identités classiques (voir [4]
et [5])

X
Ut
(25) U(z,y)logx S dt+ Z (x/p™,y)logp,
1 P<y

pm <z

Pved y o 5 (8 1) losn

<y keS(z/p™,y)
pm<z  kpm=amodq

(26)  ¥(z,y;a,q)logz =

= — &

Si p 1 ¢, nous avons, notant p~™ l'inverse de p™ modulo g,

Yoo 1=w(z/p" yiap ™, q),
keS(z/p™.y)
kp™=amod q

et, dans le cas contraire, cette somme est nulle car les relations p|q et
m

kp™ = a mod ¢ impliquent (a,q) > 1, ce qui contredit ’hypothese faite
sur a. Il vient alors, pour zg, ¢,y < x, grace a l'identité ,
xX

Az, logz < | AOZED bt S A/ (e /o™ y) logp+ B,

zo p<y
pm<z/xo
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oll nous avons posé
o

dt
H:= S (m?i( V(t,y;a,q) — : + Z (nze)xic U(z/p™, y;a,q)logp

p<y
z/xo<p™ <z
xo 1
< ( max ¥(xo,y;a, q))< S —dt + Z logp>.
(a,9)=1 1t <y
w/xogpmgx

Remarquons que la relation

1 1 1
S v 2R o) - 25 o)
O e 0gp ogp
implique la majoration
> logp < (logwo)m(y) + Oly) < 7(y)(log o + logy).

Py
z/ro<p™<z

Nous en déduisons ainsi que la quantité

H< ((mfjtxlw(ﬂro,y; a,q))(m(y) + 1) log(woy)
a,q)=

est bornée indépendamment de z. Nous avons, pour x > 2z,
Aw)(z, ) log

t
sA*(zc/z){S W) g S wagp ,ylogp}
x <
’ pmpﬁﬂ»‘y/xo

Tt
+{A%(2) — A% (2/2)} | (t Y g+ 1
z/2
< A%(x/2)¥(x,y) logx + {A%(x) — A% (2/2)}¥ (2, y)log2 + H,
ou la derniere inégalité découle de 'identité . Pour z > 2xy > 4, nous
obtenons

A(x) < A*(ZC/2)+ (A*( ) (iL'/ ))10g2 H

logz  ¥(x,y)logx

1 1
< —A¥z/2) + A S a—
-2 (2/2) + 2 (z) + U (z,y)logz’
car 2log?2 < logz.

Supposons a présent que x > 4xg. Pour tout /2 < z < z, nous pouvons
donner la majoration
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__H
U(z,y)log z
1 1 H
< —A¥(x/2) + ZAF .
=y GGy log(e2)
D’autre part, pour tout xgp < z < z/2, nous avons trivialement, par crois-
sance de la fonction A*, la majoration A(z) < A*(x/2) < %A*(ZL‘/Z) +
1 A%

Nous obtenons finalement, pour x > 4xy,

Alz) < %A*(z/?) 4 %A*(z) +

* ) 2
A% (z) < A%(z/2) + U (z/2,y) log(x/Q)‘

En utilisant cette relation de fagon récurrente, nous obtenons, pour z > 4x,

1
Alz) < A* 2H j )
@ <&@ T2 D o)
Jj=0,2127 <z

Le Lemme [5| permet de majorer la derniére somme par la quantité

1 1

L’estimation (7)) nous assure ainsi que l'on a, pour x > 4z et (z,y) € (H.),

Alw) < @) + O(mglg)

La majoration ¥(z,y;a,q) < z/q, valable pour z > ¢, appliquée dans
I'intervalle zg < z < x1 nous permet d’obtenir, pour x > 4x¢ > 4q,

1 ]
{ z ., oy og(zoy) }

A _
() < o, 0 ry) T ey log

Choisissons zg = ¢ et 1 = qy. Il vient alors pour x > g max{4, y},
1 z 1
A(r) < — max < )
qa<z<qy ¥(2,9y)  qolug)

compte tenu de lestimation classique ¥(z,y) < xp(u) valide pour (z,y)
€ (Hey).

Le cas * < gmax{4,y} se traite par la majoration triviale ¥(x,y;a, q)
Lz/q. m

LEMME 10. Nous avons uniformément, pour 3 >0 et z > 1,

> o <
L nPp(n)  BP
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Démonstration. Lidentité 3 ., u(d)Q/cp(d) = n/gp(n) (n > 1) fournit

1 1
Z nBo(n) Z n1+,6 Z e Z ud Z ni+o

n>z n>z d>1 n>z
n=0modd
1 u(d)Q 1
< <
2% ; dp(d) = B "

3. Démonstration du Théoreme De maniere a pouvoir évaluer
des sommes sur les entiers friables translatés, nous sommes amenés & traiter
séparément les contributions des entiers friables dans les progressions arith-
métiques de petits modules — pour lesquels ’on dispose de résultats de type
Bombieri-Vinogradov — et de grands modules.

Nous donnons ainsi les étapes de la démonstration sous forme d’énoncés
distincts.

LEMME 11. Soit f une fonction multiplicative telle que N\ = f % pu
vérifie @ Nous avons, uniformément pour tous x,y satisfaisant (H.) et

p >0,

5 2%uan) = wie{on + o LD L L,
d<z

ot la constante implicite dépend au plus de B.

Démonstration. Intervertissant les sommations, nous obtenons, pour
z > 2,

Ay, X&)
SmL @i 22 g

nes(x,y) d<z

(n,d)=
d) A(d)]
E (5 oz
neS(z,y) d>1
(n,d)=1

otl les séries sont convergentes puisque |\(d)|/¢(d) < 1/d*P/2 (d > 1) sous
la condition @
Posons G, = >~ A(p")/¢(p”) (p > 2). La condition (6) implique

A(p”)
2 (p¥)

v>1 ¥

IN

@7)  1G,—1] =

S P A
V>1pﬁv (u)—p1+ﬁ ==

Cette relation implique en particulier que G}, # 0 pour p > 4B, et ainsi que
G, n’est négatif ou nul que pour au plus un nombre fini de valeurs de p. Il
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vient donc

(28) (p = 8B).

8B
o Tﬁ

L’estimation assure la convergence des produits C := HGP 20 Gp et

Ad)
[[c,= > 29
pin ’ d>1 90(

(n,d)=1

~—

Nous avons ainsi, par le Lemme
- Y [[6+ o( >).
nesS(z,y) pin

Les seuls termes non nuls de la derniére somme friable sont ceux pour
lesquels l'indice n est divisible par @ := Hszo p, ou le produit est fini,
comme indiqué précédemment. Ainsi, nous avons

s=ci Y h(n)+0<w(ﬁi’ﬁy)>, HG

neS(z/Q.y) GPI;O
P

La fonction h vérifie les hypotheses et . Les deux estimations
étant semblables, bornons-nous & montrer que h vérifie . Nous avons,
pour z > 2, grace a la relation ,

5 s S e | <1+ S|+ 3

p<z p<z p<z p<z
h(p)<0

z
L —— +logy 2z K
Lg(z) 2

ou les constantes implicites ne dépendent que de B.

Le(2)’

Nous pouvons donc évaluer la somme friable de la fonction multiplicative
h par le Lemme @ Nous avons alors, pour z,y vérifiant (H.),

1 1
S hn) = J/(gy> {C’(h) + o(ogl(:*)) }
nes(2/Q) &Y
Par ailleurs, le Lemme [5[ et I'estimation nous assurent que si (x,y) est
dans le domaine (H.) et si @ vérifie log(@ + 1) < (logy)/log(u + 1), nous
avons

x _ U(x,y) log(Q + 1) log(u + 1) logQ
W(Q’y>_ Q {HO( log y log:v)}
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et ainsi
C(h 1 1)1 1
> n) = v S50 oREQE Dl t ) |
nes(/Q) &Y
L’égalité p(p”) = p”(1 —1/p) (p > 2, v > 1) permet d’établir la relation
E¢fp)—1
Gp = Ef(p) + ’;)(_)1 (p=2),

qui nous assure que l'on a G, = 0 si et seulement si E¢(p) = 1/p. De plus, la
relation @ implique que le produit C'(f) est convergent (voir par exemple
le §1.3.8 des notes de [10]). Par conséquent,

Rl SECHICEEI e CT

Ey(p)#1/p s @)=1/p "
Nous avons finalement, pour (x,y) € (He),
log(u + 1) 1
s=vap{curo(ET s )L

LEMME 12. Soit A une fonction arithmétique vérifiant la condition @
Il existe une constante c7 := c7(3, B) > 0 telle que, pour

(29) (z,y) € (Ho), er(logz)®’ <z <u,
nous ayons uniformément
v
S M@y 1 d) < L)
log
z<d<lzx
Démonstration. Posons Z := exp{y”/8}. En appliquant la majoration

([24), Vestimation 1/o(u) < exp{ulogu+O(ulogyu)} (u > 3) et la méthode
de Rankin, nous avons, pour (z,y) € (He),

S M@ (z,y;1,d) < W(z,y) Y dwdmog? /108 (10g )2
2<d<Z 2<d<Z

¥ (z,y) 1 ¥ (z,y)
i 2 s < 32873 "

<K
1<d<Z

compte tenu de ’hypothese @ La majoration triviale ¥(z,y;1,d) < z/d
fournit par ailleurs

S MO (z,y1d) <y |)‘(dd)| <« % _« Q’(%y)’

B/3
Z<d<z Z<d ﬁZ / logx

ou la derniere inégalité est clairement vérifiée dans le domaine (H.). m
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Fin de la démonstration du Théorémeldl. Utilisons la relation de convo-
lution f = A% 1. Il vient, pour tout z > 2,

Of(x,y) = Z)\ U(z,y;1,d) = S1 + So + Ss,
d<z
ou

Sy = Z 2233%(% Y),

d<z

Sy =Y _Md)E(z,y;1,d),

d<z
Szi= 3 Ad)¥(z,y;1,d).
z<d<z
Le Lemme [11] fournit, pour le choix de z effectué au Lemme

si= v fomn+o(PLED L (@ e ),

Le Lemme [§ conduit & la majoration

1S0] < D |E(2,y:1,d)| <
d<z

P () € (1)

Enfin, nous déduisons du Lemme[I2]que nous avons une majoration du méme
ordre de grandeur pour S3, dans le domaine (H.). En effet, la condition
du Lemme est, compte tenu du choix du parametre z, remplie dans ce
domaine. =

4. Preuves des corollaires

4.1. Démonstration du Corollaire Nous avons, pour z,y satis-
faisant (H.),

1<n<lz 1
neS(z,y)

Posons E, , = {log(u + 1)}/logy. Le Théoreme 1| impliquant triviale-
ment
1
05(t:0) = w(t.){C(N + O Buy+ 125 )| (1<),
il vient, en vertu du Lemme

x x

(30)  )Os(ty)dt = | #(t.y) dt{C(F) + O(Buy)} + O(S 155;5)
1 1 L

= 2% (2,y){3C(f) + O(Euy)}.
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En effet, comme x > 7, le terme Sg{tdt/log 2t < y?/logy < xW(x,y)/logy
est clairement englobé par le dernier terme d’erreur de .
Nous pouvons ainsi déduire des estimations précédentes que

Op(z,y) = (x = V¥ (,y){C(f) + O(Buy)} — 2¥(2,y){3C(f) + O(Euy) }
= 2% (2,y){3C(f) + O(Euy)}. =

4.2. Démonstration du Corollaire [3l L’identité de convolution
e(n)/n =3 4, 1(d)/d (n = 1) montre que la fonction d — u(d)/d vérifie
trivialement la condition @ du Théoreme (1} De plus, nous avons

ctol) =TI (1- %) = %

D’apres le Corollaire [2 cela fournit I'estimation annoncée pour O, (x,y).
Il en va de méme pour Oq(x,y), grace aux relations o(n)/n =3, 1/d

(n>1) et L
co=TI(1-%) =%

p p
Par ailleurs, nous avons ¢1/j = A1 % 1, avec
1 1 y
M) =5 M) = > (p=3), M@E)=0 (p=2,v=2).
Le Corollaire [2| permet donc encore de conclure dans le cas de ¢1.
Enfin, il est immédiat que l'on ait C(f1) = 0 et que f; vérifie la condi-
tion @ : cela fournit bien I'estimation attendue, grace au Théoreme (1| m

Remerciements. L’auteur tient ici a exprimer sa gratitude envers
Gérald Tenenbaum pour son aide précieuse tout au long de I’élaboration
de cet article.

Bibliographie

[1] R. de la Bretéche et G. Tenenbaum, Propriétés statistiques des entiers friables,
Ramanujan J. 9 (2005), 139-202.

2] E. Fouvry, Sur le probléme des diviseurs de Titchmarsh, J. Reine Angew. Math. 357
(1985), 51-76.

[3] E. Fouvry et G. Tenenbaum, Diviseurs de Titchmarsh des entiers sans grand facteur
premier, dans : Analytic Number Theory (Tokyo, 1988), Lecture Notes in Math.
1434, Springer, Berlin, 1990, 86-102.

[4] A. Granville, Integers, without large prime factors, in arithmetic progressions, I,
Acta Math. 170 (1993), 255-273.

[5] A. Hildebrand, On the number of positive integers < x and free of large prime
factors >y, J. Number Theory 22 (1986), 289-307.

[6] A. Hildebrand and G. Tenenbaum, On a class of differential-difference equations
arising in number theory, J. Anal. Math. 61 (1993), 145-179.


http://dx.doi.org/10.1007/s11139-005-0832-6
http://dx.doi.org/10.1007/BF02392787
http://dx.doi.org/10.1016/0022-314X(86)90013-2
http://dx.doi.org/10.1007/BF02788841

304 J. Basquin

[7] S. Loiperdinger and 1. Shparlinski, On the distribution of the Euler function of
shifted smooth numbers, Colloq. Math. 120 (2010), 139-148.
[8] H. Smida, Sur les puissances de convolution de la fonction de Dickman, Acta Arith.
59 (1991), 123-143.
[9] —, Valeur moyenne des fonctions de Piltz sur les entiers sans grand facteur premier,
ibid. 63 (1993), 21-50.
[10] G. Tenenbaum, Introduction & la théorie analytique et probabiliste des mombres,
geme éd., Berlin, Paris, 2008.
[11] G. Tenenbaum et J. Wu, Moyennes de certaines fonctions multiplicatives sur les
entiers friables, J. Reine Angew. Math. 564 (2003), 119-166.

Joseph Basquin

Institut Elie Cartan

Université Henri Poincaré-Nancy 1
BP 239

54506 Vandceuvre Cedex, France
E-mail: joseph.basquin@iecn.u-nancy.fr

Regu le 23.11.2009
et révisé le 18.2.2010 (6224)


http://dx.doi.org/10.4064/cm120-1-10

	Introduction
	Contexte
	Notations et définitions additionnelles
	Énoncé des résultats

	Résultats auxiliaires
	Démonstration du Théorème 1
	Preuves des corollaires
	Démonstration du Corollaire 2
	Démonstration du Corollaire 3


