ACTA ARITHMETICA
148.4 (2011)

Polynomes a valeurs entieres ainsi que
leurs dérivées en caractéristique p

par

DaviD ApAM (Tahiti)

1. Introduction. Soit D un anneau integre de corps des fractions K
et S un sous-ensemble de D. On note Int(.S, D) (ou plus simplement Int(D)
si S = D) le D-module des polynémes a valeurs entieres sur S relative-
ment a D :

Int(S,D) ={P € K[X] | P(S) C D}.
I1 est bien connu (voir [3]) que les polynémes binomiaux

<f> XX 1) (X —nt1)

n!

forment une base de Int(Z). De méme, on note Int®)(S, D) (ou plus sim-
plement Int®)(D) si § = D) le D-module des polynémes & valeurs entiéres
sur S relativement & D ainsi que toutes leurs dérivées :

Int(*)(S,D) = {P € K|X] | Vo € N P(9)(S) c D}.
En 1951, Straus a décrit une base de Int(>)(Z) :
THEOREME 1.1 ([11]). Les polynomes

H pln/P) (‘f) (n € N)

p premaier

forment une base de Int(>™)(Z).

En 1998, Laohakosol s’est intéressé au cas D = F,[T]. Dans la suite,
on note D* = D\ {0}. Soient h € D* et f € K[X]. On appelle premiére
différence finie de f par rapport a h le polynéme

f(X+h)—f(X
an(p)x) = TEHAN TR
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Par récurrence, pour hy,...,hr € D*, on définit la différence finie d’ordre k
de f par rapport a hi,..., hg :

Ahl,m,hk (f)(X) = Ahk (Ahkflw--,hl (f))(X)

L’ensemble des polyndémes a valeurs entieres sur D ainsi que toutes leurs
différences finies est noté Int/>!(D) :

nt®/(D) = {P € nt(D) | Yk € N*Vhy, ..., hy € D* Ay, p, (P)(D) C D}.
Dans [10, Theorem 5], Laohakosol formule I’égalité
(1.1) Int (%) (F, [T]) = It (7, [T]).

Connaissant une base de Int®)(F,[T]) (voir [12] ou [1]), il en déduit une
base de Int(>) (I, [T]) [10, Corollary 4]. Cependant, 1'égalité est fausse.
Dans la Section on donnera l'exemple d’un polynéme appartenant a
Int[*}(F,[T]) mais non & Int(>)(F,[T]). Plus fondamentalement, Chabert
a caractérisé dans [6] les anneaux noethériens integres D pour lesquels on
a Dégalité Int!>®/(D) = Int(*)(D). En particulier, un tel anneau est de ca-
ractéristique 0. Par conséquent, une base de Int[>) (Fq[T]) n’est pas une base
de Int(>)(F,[T7]).

DEFINITION 1.2.

(1) Soit B un anneau tel que D[X] C B C K[X]. Pour tout n € N, on
appelle n-ieme idéal caractéristique de B 1’idéal

Ju(B)={0lU{aeK|3f cBavec f=aX"+a, X" 14+ ...}

(2) Quand B est un D-module libre, une base (P, (X))nen de B est une
base régquliere de B si, pour tout n € N, deg P,, = n.

Dorénavant, nous supposons que D est un anneau de Dedekind de cara-
ctéristique p > 0 & corps résiduel fini. Dans la Section [2| nous décrivons les
idéaux caractéristiques de Int(>) (S, D). Dans le cas ou Int(S, D) admet une
base réguliere, nous construisons une base réguliere de Int(>®) (S, D). Comme
application, nous obtenons une base réguliere de Int(° (Fq[T]), corrigeant
ainsi I’énoncé de [10, Corollary 4]. Dans la Section [3| nous supposons que
D contient [Fy[T] et nous considérons une autre sorte de dérivée : a chaque
a € Fy[T], on associe un opérateur “dérivée a-ieme” d, sur K[X]. On note
Int{>) (S, D) (ou plus simplement Int{>®! (D) si S = D) I'ensemble

It (S, D) = {P € K[X] | Ya € F,[T] (6,(P))(S) C D}.

Dans les cas ott S = F, ou S = F,[T], une base régulicre de Int'> (S, F,[T])
est explicitée, donnant alors un résultat tres analogue au théoreme [1.1
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2. Bases de Int(™)(S, D)
NOTATIONS

(1) Rappelons que D est un anneau de Dedekind & corps résiduel fini
de caractéristique p > 0, de corps de fractions K, et S est un sous-
ensemble de D.

(2) Pour tout i,7 € Nx NU{+o0o}, on note [i, j] (resp. [i,j[) ’ensemble
des entiers compris entre i et j (resp. compris entre i et j et stricte-
ment plus petits que 7).

REMARQUE 2.1. Soit P € K[X]. Pour tout o € [p, +o0o] on a P®) =0
et donc P € Int(®)(S, D) si et seulement si pour tout o € [0,p — 1] on a
P)(S)  D. De plus, pour tout (Q,0) € K[X] x N, on a

(2.1) (PPQ)(X) = P(X)PQ(X).
Par suite, si P € Int(S, D) et Q € Int(>) (S, D), alors PPQ € Int(>)(S, D).
NoTATIONS. Soit L € N. On pose
(1) Kp[X]={f € K[X]|deg f <L},
(2) Intz (S, D) = Int(S, D) N K1 [X],
(3) Int\™ (S, D) = Int(*)(S, D) N K1 [X].

2.1. Cas ou D est un anneau de valuation discréte. Comme dans
[3, Theorem IX.3.5], on montre que Int(oo)(S, D) se comporte bien par lo-
calisation : pour tout m € Max(D),

Int(*) (S, D)y = Int(>) (S, Dyy).
On peut donc se restreindre au cas D = V, 'anneau d’une valuation di-
screte v. On note ¢ un parametre local de V. Pour décrire des bases régulieres

de Int(S, V), la notion de suite v-ordonnée introduite par Bhargava est tres
utile.

DEFINITION 2.2 ([2]). Soit (up)nen une suite d’éléments distincts de S.

(1) Soit L € N. La suite (up)nen est une suite v-ordonnée de S de
longueur L si

Vje]o, L[V eV v(ﬁ(uj - uk)> < v(ﬁ(w - uk)>

(2) La suite (un)nen est une suite v-ordonnée de S si elle est v-ordonnée
de longueur L pour tout L € N.

REMARQUE 2.3. Si S est infini, il existe toujours des suites v-ordonnées
de S. Si S est fini de cardinal s, il n’existe des suites v-ordonnées de S que
de longueur au plus s.
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PROPOSITION 2.4 ([2]). Soient (up)neny une suite d’éléments de S et
L € N. La suite (up)nen est une suite v-ordonnée de longueur L de S si et
seulement si les polynomes

n—1
X_.
Hn(X)::Hﬁ 0<n<L)
j=0 "

forment une base réguliére de Intr,(S, V).

On déduit de la proposition 2.4|que si (uy)o<n<r, €st une suite v-ordonnée
de S de longueur L, alors pour tout n € [0, L[, la quantité
n—1
v (H (up — u])>
§=0
ne dépend pas du choix de la suite v-ordonnée considérée.
DEFINITION 2.5. Soit (up)o<n<r une suite v-ordonnée de S de longueur L.
On appelle suite caractéristique de S la suite (wg(n))o<n<r définie par

n—1

Vn e [0,L] ws(n)= v(H(un - uj))

§=0
Pour tout n € [0,L — 1] on a
Jp(Int(S, V) = twsMy,
THEOREME 2.6. Soit (uy)o<n<r une suite v-ordonnée de S de longueur L.

A chaque n € [0, p(L + 1)] écrit sous la forme n = ps+r (r,s € N, r < p)
on associe le polynome

s—1
X_ .
Pa(X) = Hy(XP(X —u) on Hy(X) =[] =—2.
g=0 "%

Alors, les P, forment une base réguliére de Intgzo_il)p(S, D).

Démonstration. Les polynomes Pn(Xin € [0,p(L + 1)[) forment une

base de Kpr41)[X]. D’aprés la remarque ils sont dans Int(>) (S, V). Soit
Pe Int](D(EOL)H)(S, V'), écrivons
deg P

P(X) = Z apPp(X) avec ar € K pour tout k € [0, deg PJ.
k=0

On a P(up) = ap € V. Montrons par récurrence que les ar € V. Soit
k € [0,deg P] écrit sous la forme k = ps+r (r,s € N, r < p). Alors

k—1
P (uy) = Zaij(r) (us) + rlagHs(us)P.
§=0
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Comme Hg(us) =1, r! est inversible dans V' et Z] i aJP( )(us) € V,onen
déduit que ag € V. =

COROLLAIRE 2.7. Si Card S > L, alors pour tout n < p(L+1), on a
Jn(Int () (8, V) = ¢~ ws(n/py,
PROPOSITION 2.8. Supposons que S est de cardinal fini s. Alors
Int (S, V) = Int {3 (S, V) & Hy(X)PK[X],
et pour tout n € [ps, +oo],
T (Int(>) (S, V) =
Démonstration. Soit P € K[X],
P(X)=Hy(X)PQ(X)+ R(X) avec Q,R € K[X] et deg R < ps.

Pour tout (c,0) € S x N on a (H?)(“)(¢) = 0. Par conséquent, P &
Int(>)(S, V) si et seulement si R € Int(®)(S,V). La deuxiéme partie de
la proposition est une conséquence immédiate de la premiere. m

2.2. Globalisation. Maintenant, D est un anneau de Dedekind et pour
tout idéal maximal m de D, on note wgn, la suite caractéristique de S
considérée comme un sous-ensemble de ’anneau de valuation discrete Dy,.
On commence par le cas ou S est fini, de cardinal s.

THEOREME 2.9. Soit D un anneau de Dedekind de caractéristique p > 0
et S un sous-ensemble de D de cardinal s.

(1) On a
mt(>) (8, D) = It (S, D) & [[(X — 0P K[X
ceS

(2) Pour tout n € N le n-iéme idéal caractéristique de Int(>)(S, D) est

%&M@@D»:{memeMWM)#n<m’

K st m > ps.
(3) Les polynomes
X —a\?_ . ,
VC’j(X)—(H c—a)XJ’ ouce S etye[0,p—1],

acesS
a#c

forment une base de Intézo)(s, D).

Démonstration. Les deux premieres assertions sont des conséquences
immédiates du corollaire et de la proposition Montrons que les
polynémes V. ; (c € S, j € [0,p]) forment une base de K. Il suffit de
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prouver que ces polynomes forment une famille libre. Soit (@cm)ces, 0<m<p
une famille d’éléments de K telle que

FX) =) temVem(X) =0.

ceS
0<m<p

Pour tout ¢ € S on a fP V() = (p — 1)!acp—1 = 0. Donc, pour tout
c € 8, on voit que a.p—1 = 0. Par récurrence descendante sur m, on obtient
ae,m = 0 pour tout ¢ € S et tout m € [0, p[. Soient P € Int,(,(;o)(S,D) et
(@e,m)ces, 0<m<p une famille d’éléments de K telle que

P(X)= > temVem(X).

ceS
0<m<p

Alors PP~V (¢) = (p — !acp—1 pour tout ¢ € S. Donc, pour tout ¢ € S,
on a acp—1 € D. Par récurrence descendante sur m, on obtient a.,, € D
pour tout ¢ € S et tout m € [0, p[. =

On s’intéresse maintenant au cas ou S est de cardinal infini. Le corol-
laire 2.7 donne immédiatement la

PRrROPOSITION 2.10. Si S est infini, alors pour tout n € N, le n-iéme

idéal caractéristique de Int(>) (S, D) est
Jp(Int(>) (S, D)) = H mws.m([n/pl)
meMax(D)

THEOREME 2.11. Si S est un sous-ensemble infini d’un anneau de De-
dekind D tel que Int(S, D) admet une base régquliére (fn(X))nen, alors les
polynomes ‘

Fni(X) = fu(X)PX? (neN, je[0,p-1])
forment une base réguliére de Int(oo)(S, D).

Rappelons que pour que Int(.S, D) admette une base réguliere, il faut et

il suffit que pour tout n € N, J,,(Int(S, D)) soit principal (voir [3]).

Démonstration. Par la remarque pour tout n € N et tout 5 € [0, p,
ona F,;¢c Int(oo)(S, D), et par la proposition le coefficient dominant
de F, j est un générateur de Jppj(Int(S, D)). Par [3, Proposition I1.1.4], F;, ;
peut étre pris comme le np 4 j-ieme élément d’une base de Int(oo)(S, D). m

EXEMPLE. Soit 7 € D* qui n’est pas une racine de l'unité et S = {r" |

n € N}. On sait (voir [2]) que la suite (r™),en est une suite ordonnée de S
pour tout idéal maximal de D. Par conséquent, la famille des polynoémes

n—1 X — ?“k P )
Fog0) = (T 5=5%) & nemjelop-1)
k=0
est une base réguliere de Int(>)(S, D).
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2.3. Le module Int(™)(F,[T]). Soit ¢ = p/ (f € N*). Dans ce para-
graphe, nous décrivons des bases régulicres de Int(*) (F,[T7).

Dans [4], Car définit une bijection (¢, )nen de N sur Fy[T] de maniere
suivante :

DEFINITION 2.12. On pose F; = {co = 0,...,¢4—1} A tout n € N de
développement g-adique n = ng + niq + - - - + ngq® on associe
Cn=Cny+cn, T+ -+, T%.
Une telle suite est appelée suite de Car.
Une suite de Car est une suite ordonnée de [Fy[T] pour tout idéal maximal

de Fy[T] (voir [2], [I3] ou [7]). On en déduit que la suite (H?:_ol ji:fj] ), N

est une base réguliere de Int(IFy[T]). En conséquence, on a le

THEOREME 2.13. Soit (¢y)nen une suite de Car. L’ensemble des poly-
nomes

p .
)X (e e fop-1)
n — Ck

k=0 ©
est une base réguliére de Tnt(>) (F,[T]).

Dans [5], Carlitz décrit une autre base de Int(F,[7) : pour tout n € N,
soit

X—h
(2.2) 7(X) = ] T
heF4[T]
deg h<n

A tout n € N de développement g-adique n = ng+ni1q+- - -+nsq°® on associe
le polynome

(2.3) Gn(X) = [ T(x)™.
=0
ProprosITION 2.14 ([5]). Les polynomes G, (X) (n € N) forment une
base réguliére de Int(F,[17).

On a donc le
THEOREME 2.15. Les polynémes Gn(X)PX7 (n € N, j € [0,p — 1])
forment une base réguliére de Int(>)(F,[T7).

On peut donner une description explicite des idéaux caractéristiques de
Int(*)(F,[T7]): pour tout n € N, on pose

D,= [[ @ +h).
heF4[T]
deg h<n
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ProposiTION 2.16. Soit n € N de développement q-adique n = ng +
niq+ - +ngq®. Alors

T (Int(>) HC "F (T
ou
D;  sinj>p, [nj/p] sing > p,
C; = D , mj = -1
j—1 simon, n;p stmon.

Démonstration. Par la proposition pour tout n € N on a
Jp (Int(F H D" F,[T

et par la proposition [2.10, on a
T (It ) (Bg[T])) = Ty (Int(F,[T])). w

Donnons maintenant un contre-exemple & [L0, Theorem 5] :

X1-X
7 (X)= ">
1(X) D,
est un polynéme F-linéaire. Ainsi, ¥;(X)P est un polynome linéaire. On a
donc P (T)
Ar(W)(T) = =7 = ¢ Fq[T].

Clairement, ¥* € Int(>)(F,[T]), donc Int*] ( JT)) # Int(>)(F,[T]). On
peut montrer (voir [3]) que Int!>®/(F,[T]) ¢ Int(>) (F,[T]). Donc :

ProPOSITION 2.17 (3, Chapter IX] ou [6]). On a linclusion stricte
el (R, [T]) ¢ Tt (F, [71).

3. Bases de Int{® (S, D)

3.1. Dérivée a-ieme. Rappelons que D est un anneau de Dedekind de
caractéristique p > 0 et de corps des fractions K. On suppose de plus que
F,[T] C D. Nous considérons ici une nouvelle sorte de dérivée et puisque
toute suite de Car forme une bijection de N sur F,[T], au lieu de la suite
des dérivées n-iemes, nous considérons la suite des dérivées a-iemes, ou a
est un élément de Fy[T7].

DEFINITION 3.1. Soit ¢ := (cp)nen suite de Car. Pour tout a € F, (T,
on appelle factorielle a (par rapport a la suite ¢) et on note al. le polynoéme
de Fy[T] donné par

ng—1

al, = H (Cne — €§),

J=0
ou n, dénote 'unique entier tel que ¢,, = a.
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Dans tout ce qui suit, la suite (¢,)nen sera supposée fixée. On omettra
donc toutes les références a cette suite. Rappelons la notion de dérivée de
Hasse (voir [9]). Pour tout n,m € N (m > n), on pose () = 0.

DEFINITION 3.2 ([9]). Soit P € K[X],

deg P
P(X)= Z arX®  (ar € K pour tout k € [0, deg P]).
k=0
Pour tout n € N, on appelle n-iéme dérivée de Hasse de P et on note D" (P)

le polynéme
deg P

k
D"(P)(X) = ak< )X’f—".

DEFINITION 3.3. Soient P € K[X]|, a € Fy[T] et n, 'unique entier
naturel tel que a = ¢,,. On appelle a-iéme dérivée de P et on note 6,(P) le
polynéme

0o (P) = alD"*(P).
REMARQUE 3.4. Dans le cas ot a; = j pour tout j € [0, p[ (condition qui

sera toujours supposée), on obtient la dérivée k-ieme classique pour k < p :
op(P) = P,

NOTATION. Soient a, by, ...,bs € Fy[T] tels que ijl np,; = Ng. On pose

a B al
bi,...,bs)  byl---bl’

Par [2], on a (b1 ¢ bs) e F,[T7.
PROPOSITION 3.5. Soient P, ..., Py € K[X]. Pour tout a € Fy[T], on a

1 4 (1:1 =Y (") jr:[labjwj).

b1,....bs€Fq[T)
Npy +F+Npg=Na

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de I’égalité (voir [9)
Lemma 5.72]), pour tout n € N,
DY(Py---P)= Y DUP)---D*(P). u

0120,...,is>0
i1 tis=n

NOTATION. Rappellons que Int{* (S, D) (ou plus simplement Int{>) (D)
si S = D) est 'ensemble des polynomes a valeurs entiéres sur S relativement
a D ainsi que toutes leurs dérivées :

Int{>®) (S, D) = {P € K[X] | Ya € F,[T] (6.(P))(S) C D}.
Clairement, Int{® (S, D) est un D-module.
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3.2. Cas local. Reprenant mots pour mots la preuve de [3, Proposi-
tion IX.1.5], on montre que Int (> (S, D) se comporte bien par localisation :
pour tout idéal maximal m de D, on a

Int (> (S, D) = Int{>) (S, Dyy).

NOTATION. On suppose donc que D = V est 'anneau d’une valuation
discrete v contenant [Fy[T] d’idéal maximal m. On note e 'indice de ramifi-
cation de m sur m N Fy[T] et ry le cardinal de Fy[T]/(m NF,[T]).

LEMME 3.6. On suppose e < ro. Pour tout a,b € Fy[T], tels que les
ro-chiffres de ny soient tous plus petits que les ro-chiffres de n,, on a

v(al) —v(b!) < ng — np.
Démonstration. Soient
Ng = Ng,0 + Na,170 +** + Naglg, My = Mo + 1170 + -+ + Np g7
les développements rg-adiques de n, et ny. D’apres [3, Chapter II], on a

na_(na0+...+na9)

= - ’ bl) =
v(al) =e — )

Par conséquent, puisque e < rg, on obtient

v(al) —v(b!) <

M = (o + - + )
ro— 1 '

(&

_ <n. —
To—l(na nb) SNg —Np. m

Soit S = {cg,...,cs_1} un systéme complet de représentants de S/m
inclus dans S. A tout n € N, écrit sous la forme n = us+w avec w € [0, s—1],
on associe le polynome

fn(X) = H 1:[ X —¢).
cesS 3=0

PROPOSITION 3.7. On suppose Card S = Card S ou e < ro. Alors, pour
tout n € N, on a

min {u(6(F))} = e 3| 2]
oCF, 1] I>1

Démonstration. Pour tout n € N (n = us + w, u,w € Net w < s), on a

fn(X) — H o u+1 H o Ck



Polynomes a valeurs entieres 361

D’apres la proposition pour tout a € Fy[T7,

w@= X ()

s b
bo,...,bs—1EFG[T] »Ps—1
Moyt +Nb,_ g =Na

X 0o (X = €)™ 1) -0, (X = c5-1)").
Pour tout d € V, tout j € N et tout b € F [T, on a (voir [9] ou la proposi-

tion
5y((X — d)?) = (j >b!(X — 4y,

np
Soient ¢ € S, k I'exposant de X — c dans f, et z € S. On a
~+00 singy>koux=coup f,
@ = ) = { | )
(k —np)v(x — ¢) +v(bl) sinon.
Pour x = ¢ mod m, par le lemme [3.6, on obtient
Sp(v((z = )*)) = v(ax!).

Par conséquent, pour tout (z,a) € S x Fy[T],

v(da(fa)(@)) = v(an!) = v(anq!) = 3 [nJ '

151 LSTo
De plus,
w—1 s—1
day (fn)(cw) = au! H (Cw — )" H (cw — k)"
k=0 k=w+1

et finalement

l
>3 LsT

s ()en)) = vl = e 3 ). o

PROPOSITION 3.8. Pour tout n € N, soit

(o0)

Si Card S = Card S ou e < 1o, alors les polynomes t~*s

) £.(X) (n €N)
forment une base régulicre de Int!>®!(S, V).

Démonstration. D’apres la proposition précédente, les polynomes ci-des-
sus appartiennent a Int<°°>(S, V). De plus, ils forment une base de K[X].
Soit P € Int!™) (S, D),

deg P
P(X)= 3 it~ O f(x)  (vk € [0,deg P] ay € K).
7=0
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On a P(cg) = ap € V. Montrons par récurrence que les ap € V. Soit k € N,
k= us+ w avec u,w € N et w < u. On a, par la preuve de la proposition
précédente,

k—1
San(P)(cw) = 3 agt ™5™ D6, (£) () + ar x &,
7=0

avec £ € V*. Puisque d,, (P)(cw) et Z] —o ajt” w§ (j)éau (fj)(cw) appartien-
nent a V', on obtient ap € V. =

3.3. Cas D = F,[T]. Dans toute la suite, on note I’ensemble des poly-
nomes unitaires irréductibles de Fy[T] par P. En globalisant, la proposi-
tion 3.8 donne la

PROPOSITION 3.9. Pour toutn € N, on a

Jn(Int>) (S, F, | H P Zz>1[n/SqudegP]Fq[T]’
PeP

ot sp = Card(S/PFy[T1]).

THEOREME 3.10. Les polynémes

n—[n/qlq
H P~ Zl21[”/ql+ldegp] (Xq —_ X)[n/q] H (X — aj) (TL < N)
PeP Jj=0

forment une base réguliére de Tnt'>) (F,, F,[T]).

Démonstration. Pour tout P € P, [F, est un systeme complet de représen-
tants de F,/PF,[T]. On applique la proposition en remarquant que

(X —a)=X1-X. u

On détermine maintenant des bases régulieres de Int{> (F,[T]). On rap-
pelle que pour tout n € N, G, est le n-ieme polynome de Carlitz défini dans
(2.3) et que toutes les dérivées sont prises par rapport a la suite de Car

(cn>n€N-
THEOREME 3.11. Les polynémes

Bu(X) = [[ P16, (X)  (neN)
PeP

forment une base réguliére de Int‘>) (F,[T]).
Démonstration. Pour tout n € N de développement g-adique

n=ng+niq+---+mnd,
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le n-iéme idéal caractéristique de Int{>) (F,[T1]) est

Ju(Int ) (8, [T7))

= H P~ Xizaln/qtDdeE P]Fq[T] (par la proposition [3.9))
PcP

— H pln/aies”] H p*Zzzl[n/qldegP]Fq[T}
PeP PeP

= [ P ") 7 (Int(F,[T]))  (par [3, Chapter 1))
PeP

deg P 1

= H pln/ae (H Dn3> F,[T] (par le théoreme [2.15]).

PcP

Par conséquent, le coefficient dominant de B,, engendre .J,,(Int{>) (F,[T])).
Montrons que B, € Int{>) (F,[T7). Comme on a

! ,
5.6 = TT(TT P/ ,.) "

j=0 PeP
d’apres la formule (3.1)), il suffit de montrer que pour tout j € N,
[T P/ "G, € It (F,[17).
PeP
On a (voir [8, Chapter 3]), pour tout j € N,

J

G uw L,_;,= PPCM h.
¢’ ( Z(] DlL o g hegq[T]Er}itaire
egh=7—1
Par conséquent, pour tout n ¢ {1, ... ,qj}
j
=3 g (W)x =0
par le théoréme de Lucas. Pour tout [ € [[0, Jls
1 1
6cql(!pj)(X) :qu! 4 T4
Dle—l Lj—l

On en déduit que pour tout [ € [0, j],

8 (H p[qj/qdegplgj(x)) — H pld?/q*2 "]

Lq
PeP PecP 3=l
deg P<j

Comme L;_; = [[pep deg P<j—1 pla=0/deg P] " on obtient
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5”(]'[ P[qj/qdegple(X)): [ po ™" [ pelo-bresr,
q

PeP PcP PcP
deg P<j deg P<j—1

Soient P € Ig) tel que deg P < j et v la valuation de P dans l'anneau
ot U pep pla/a* =y ¥;(X)). Clairement, si deg P > j—1[, on a v > 0. Sinon,

j—deg P _ql j_l
degP |
Comme la fonction u — ¢*/u est croissante sur N*, on en déduit que
¢~ deg P —¢'(j = 1) > 0,
et donc v > 0. Par conséquent, 0 . ([[pep pla’/a®ee P]gpj(X)) € Tnt(F,[T]) et
ainsi [ pep P12/7" 0 € It (F,[T]).
On en déduit le

THEOREME 3.12. Soit (fn)nen une base réguliére de Int(IF,[T7). Alors,
les polynomes

V=q

Cu(X) = [ P 1u(X)  (neN)
PcP

forment une base réguliére de Tnt‘>) (F,[T).

Démonstration. Pour tout n € N, notons e, = [[pep P/a*¢ "] Claire-
ment, pour tout m € [0,n], e, divise e, dans Fy[T], et ainsi, il existe m; €
Fy[T] tel que e, = mje;. Le coefficient dominant de C), est, a un élément de
[ pres, celui de By,. Par conséquent, il engendre J, (Int{>) (F,[T1])). Tl reste

a montrer que e, f, € Int{>(F,[T]). Comme la suite (Gy)nen est une base
de Int(F,[T]) et que f,, € Int(F,[T]), on peut écrire

X) = leGj(X) avec [ € Fy[T] pour tout j € [0,n],

c’est-a-dire
enfn(z E Lim;e;G

La famille (e,G)nen formant une base de Int{® (F,[T]), on en déduit que
enfn € It (F,[T]).

COROLLAIRE 3.13. Soit (an)neN une suite de Car. Les polynomes

H P[n/qdegp H —aj (n c N)

Ap — Q4
PeP j=0 " J

forment une base réguliére de Int‘>) (F,[T]).
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REMARQUE 3.14. L’analogie entre Int(®)(Z) et Int!>(F,[T]) peut étre

renforcée si on remarque que la base réguliere de Straus de Int(>) (Z) peut
s’écrire sous la forme

H pn/Norme (n e N),
p premier 7=0
et celle de Int!> (F,[T) sous la forme
[ pin/Nome(eala)/ PRI H (n € N).
PeP Zo I T aﬂ
Jj=
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