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Sur le nombre des entiers représentables
comme somme de trois puissances

par

OLIVIER ROBERT (Saint-Etienne)

1. Introduction. On considére deux suites finies {¢; }o<;j<r et {¢;}o<j<k
d’entiers positifs fixés. Etant donné un entier n > 1, on considére le nombre

(1.1) r(n) =r(,l1,...,lk;Co,Cly. ..\ Ck3M)

de représentations de n sous la forme
i l
(1.2) n:chnj] (ng,n1,...,n, € N).
Jj=0

On s’intéresse & l’ensemble des nombres entiers représentables sous cette
forme, et on cherche plus précisément & estimer la quantité

(1.3) V(z):=Card{n <z:r(n) >0} (x>1).

Dans cet article, nous établissons un résultat dans le cas des sommes de
trois puissances de la forme
(1.4) n = cond + cm?l + CQ'I’IéZ (ng,n1,n2 € N),
plus précisément des entiers représentables sous la forme (1.2) dans le cas
suivant :
(1.5) k:2, 60:2§£1 §€2, Cp,C1,C2 Z 1.

De maniere classique, la somme ), r(n)? intervient dans la minoration
de V(z) (par le biais de I'inégalité de Cauchy—Schwarz). Dans le cas précis
(1.5, cette somme compte en fait le nombre de solutions de 1’équation

(1.6)  comd + crmit + cam®? = con? 4 1 + e <z,
m;,n; € N (] =0, 1,2),
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et c’est & partir de cette forme que nous allons obtenir la majeure partie de
nos résultats. Introduisons dés maintenant la quantité
(1.7 W k)= s+t @R<h<h)
1 2
omniprésente dans cet article.
Dans le cas ot les exposants ({1, ¢2) satisfont 2 < £1 < ly et y(l1,02) > 1,
on a les résultats suivants concernant V() :

e Sify =¥y = 2, le premier résultat historique pour ¢y = ¢; = ¢o = 1 est
dt a Legendre (1798) et Gauss (1801) : tout entier n qui n’est pas de
la forme 4"(8m + 7) est somme de trois carrés, et ainsi

V(z) =32+ O(log z).
Pour d’autres triplets (cg, ¢1,c2), voir par exemple Dickson [5], Duke
([6], [7]), ainsi que Duke & Schulze-Pillot [§].

e Sify = 2 et £y est impair et ¢g = ¢ = ¢o = 1, alors presque tout
entier est de la forme (L.4), i.e. V(z) ~ 2 (z — +o0) (Davenport &
Heilbronn, cf. [3]).

e Sily =Vl =3et cg=c3 =cg =1, alors (Davenport & Heilbronn,
cf. 2]) V(z) ~ z (x — 400).

e Pour (¢1,02) = (3,4) et co = ¢1 = c2 = 1, Roth [17] obtient V(z) ~ x
(x — 400).

e Pour (¢1,¢3) = (3,5) et ¢¢g = ¢1 = c2 = 1, Vaughan [23]| obtient
V(z) ~z (x — +00).

e La démonstration des quatre derniers points utilise la méthode du
cercle, et la preuve se généralise par exemple sans peine au cas ot
c1,cy > 1 sont des entiers quelconques.

Dans cet article, nous nous intéressons au cas ol les exposants £1, {5
satisfont

(1.8) 2<l </ly et 7(51,52) <1.

Pour traiter le cas critique y(¢1,¢2) = 1, nous adaptons la méthode utilisée
par Hooley (cf. [14]) dans le cas des entiers somme d’un carré et de deux
bicarrés : le point crucial repose sur 'estimation en moyenne de la fonction
de Hooley définie par

(1.9) A(n) == maﬁé(Card{d cd|n,u<logd<u+1} (n>1).
ue
Rappelons ici le résultat de Hooley [14] :
(1.10) S(z) = Z A(n) < z(logz)™ 1 (x> 2).
n<x

Apres quelques raffinements ultérieurs de 'exposant 4/7 —1 (cf. [10] et [11]),
une avancée significative est faite par Tenenbaum [19] qui établit pour une
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constante £ > 0 non spécifiée la majoration

(1.11) S(z) <¢, xexp(éoy/(loglogz)(logloglogx)) (x> 16),
montrant ainsi que S(z)/z est une fonction a croissance lente de logx. Les
derniers résultats en date (cf. [12] puis [2I]) montrent respectivement que,
pour tout € > 0, 2+ € et v/2 + € sont des valeurs admissibles de &.

C’est une version pondérée de (1.11)) que nous utilisons ici. Posons

(1.12) L(y) := exp(y/(logy)(logay)) (y >e).

L’argument utilisé permet en fait de démontrer le résultat plus général sui-
vant :

THEOREME 1.1. Soit k > 1. On considére des entiers {1, ..., L, co, C1,
o telsque2 < by <o <t etcg,c1,...,c, > 1. On considére le nombre

S7é($) = 57&@1, . ,gk;CO,CI, . ,Ck;:lj)

de solutions enticres (mg,my, ..., Mg, ng,n1,...,n) € N2 de équation

k k
£ £
com% + E ijjj = con% + E cjnj] <z, myF#ng.
j=1 J=1

Alors, sous la condition Z?:l 1/¢; =1/2 et avec la notation (1.12)), on a

S7(z) < 2L(logz)V2He (x> 4)
pour tout € > 0.

Comme corollaire, on déduit facilement une minoration de V(z) dans
le cas critique y(¢1,¢2) = 1 qui correspond aux couples ({1,02) = (4,4) et
(¢1,02) = (3,6). Dans le cas des exposants {1 = fo = 4 avec cg = ¢; =3 =1,
on retrouve notamment le résultat de [20].

THEOREME 1.2. On suppose que U’hypothése (1.5) est satisfaite, et on
suppose en outre que ({1,02) est l'un des deuzx couples (4,4) ou (3,6). Alors,

avec les notations (1.1)), (1.3)) et (1.12), on a, pour tout € > 0,
Z r(n)? < 2L (log $)\/§+€ (x >4),

n<x
V(z) > zL(log x)*‘/ifs (z > 4).

Il reste maintenant & étudier I’équation ((1.6)) et la représentation d’entiers
sous la forme ((1.4) dans le cas non critique ou vy(¢1,¢2) < 1. Afin d’énoncer
notre résultat, on pose

2 T(1+1/ay)p; /%
(1.13)  Az(a, B) = Az(ao, a, a; fo, P1, B2) := Fl(_%—_i-ol/c()co - 1//051)4: 1/az)

pour tous triplets a = (ap, a1, a2) et 8 = (8o, f1, 32) dans |0, +o03.
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THEOREME 1.3. On suppose que l'hypothése (|1 est satisfaite et qu’en
outre £y < Uy et y({1,03) < 1. Alors, avec les notatzons et ( -,

on a, pour tout € > 0,

Do) = A5 (14 O (a1 D)) (@ > 9),

n<x

V(z) = A" (1 4 O, g (a1 )Yy (1 > 4),

ot l'on a posé £ := (2,01,42), c:= (co,c1,¢2),
lo— 41 1
81(£1,03) == min ( SR _ 1—7(51,122)> >0
bty " Lo

et Ay = A%(2, 01, 0s;co,c1,c2). De plus, on a
Card{n <z :r(n)=1}=V(z)(1 + Oaég(x—(Zz—él)/€182+5)) (x> 4).

2 1/@1 1/@1
1+ (ngd(Cl’@) ) si (Cl> €Q,

C1C2

c 1/@1
1 si <> Z Q.

Dans la suite, on pose

(1.14)  ¥(lser,e0) ==

2

THEOREME 1.4. On suppose que I’hypothese (|1.5)) est satisfaite, et qu’en
outre {1 = ly > 5. Alors, avec les notations (L.1f), (1.3]) et (1.13)), on a, pour
tout € > 0,

> r(n)? = A0 (Lr;e1, e2)a (14 O g o(a™20F9)) (2> 4),
n<lx
ot l'on a posé £ := (2,01,42), ¢ := (co,c1,¢2),
(1.15) 5a(1) = mln@l 64{\/?9
et A3 = A3(2,01,{2;co, 1, C2).
THEOREME 1.5. Sous les hypotheéses et notations du théoreme[L.4] et sous
la condition supplémentaire c; = co, on a, pour tout € > 0,
V(z) = 1457082 (14 0, (a720F)) (2 > 4).
De plus, on a

Card{n <z :r(n)=2}=V(z)(1+ 05749(:1;_53(61)“)) (x >4)

7(61,51)) >0

;1u.16) 55(01) —m1n<1 6V — 9> > 0.

07 Al
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THEOREME 1.6. Sous les hypothéses et notations du théoréeme[L4] et sous
la condition supplémentaire (¢1/co)V € Q, on a, pour tout & > 0,

V(z) = A" (1 4 O, g (x72E)4)) (2> 4).
De plus, avec la notation (1.16), on a
Card{n <z :r(n)=1}=V(z)(1+ OQLQ(:}:_%(&HE)) (x> 4).

Dans la situation ¢; = ¢, la preuve utilise un résultat di a Salberger [18],
Theorem 7.6] qui permet dans notre cas de compter le nombre de solutions
non spéciales de ’équation

cimy + cam¥ = cymh + comh (0 <my; < B),
i.e. telles que (mf — mk&)(cymf — comk) # 0. La preuve de Salberger repose

sur des techniques de géométrie arithmétique, et ’exposant qui intervient
dans I’énoncé de son résultat se retrouve (& une renormalisation prés) dans

les exposants que nous définissons en (1.15)) et ((1.16)).

2. Notations. Les lettres a,b,c,d, j,k, £, m,n, q,v,r avec ou sans indice
désignent des entiers naturels. La lettre p désigne un nombre premier.

Pour tout entier n > 1, les quantités £2(n), w(n) et 7(n) désignent le
nombre de facteurs premiers de n comptés avec multiplicité (resp. sans mul-
tiplicité) et le nombre de diviseurs de n. Enfin, ¢(n) désigne la fonction
indicatrice d’Euler.

Pour tout entier n > 1 et pour tout nombre premier p, la notation p” || n
signifie que p” |n et que p**1 {n.

3. Lemmes

3.1. Points entiers dans un domaine elliptique. Pour tout entier
k > 0, pour tous (k + 1)-uplets de réels a = (ag, a1, ..., a) € |0, +oo[F+!
et B=(Bo,B1,--.,Bk) €]0,+o0[F1, et pour tout z > 0, on pose

k
(81)  DalaB) = { (o, . ow) € [0, 400, 3 Byt <,

m=0
(3.2) & (a, B) := Card(D.(a, B) NN
k
(3.3) h(a) = h(ag, ..., ax) == ai
m=0 "

On pose également

k 1/am 71k a
(3.4) A(a, B) :== Vol(D1(a, B)) = H <1> Hmfo(f—(:&;)/) S

ou I" désigne la fonction Gamma d’Euler.
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LEMME 3.1. Soit k > 0 firé. Soit a = (ag, 1, ..., ) € |0, +0o[FF1 tel
que g < ay < - < ay et soit B = (Bo, B1,...,0k) € 10, +oo[F L. Avec les

notations (3.1)) a , on a
(3.5) Ex(a, B) = A(a, 82" + O(zMo0rx1)y (2> 1),
la constante dépendant au plus de « et 3.

Démonstration. Soit k > 1 fixé. Dans la suite de la preuve, on utilise la

notation a := (ao,...,ax) et B := (Bo,...,B) introduite ci-dessus, et on
pose en outre a* := (ao,...,ax_1) et 8" := (Bo,...,Bk-1). On a alors
B;l/ak
Vol(Di(a, ) = Vol(Dy(a*, 87)) | (1= Bru™)"@) du,
0

et une récurrence immédiate sur k& permet de retrouver (3.4, en utilisant
I’identité classique

a—1yy-1 5, _ L(@)I'(y)
(3.6) (1—t) v Ldt = Tty (z,y > 0).

O e =

Pour la preuve de (3.5)), on procéde également par récurrence sur k. Alors
E,B)= Y Eopmer(a’, )
mgxl/akﬁkfl/ak
= Vol(Dy(a*, 5%)) Z (z — Brm®)Me) 4 O(zMe)),
mgxl/ak/glzl/ak
L’estimation

Z (x — Bm*)" = xh+1/aﬂl/ap(;;; i/z)f(ll/z)h) +0(z"),

mgxl/aﬂfl/a

conséquence immédiate de I'interversion de Fubini

zh

h
Z (l‘ - ﬂma) = Z S 1{Bm“+t1/h§x} dt
mgxl/aﬁfl/a mgzl/aﬂ—a 0

zh

= [l —megvear
0

permet alors de conclure.

REMARQUE 3.2. Soit k > 1 et soient £ = ({o,...,0) et ¢ = (co,...,Ck)
deux (k+1)-uplets d’entiers tels que 1 < £y < ¥ < --- </l etcy,...,cx > 1.
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Avec les notations du lemme et la notation (|1.1]), on a alors immédiate-
ment

(3.7) > r(n) = Al )2 O (1 4 Og (a7 1/%)).

n<x

3.2. Une inégalité de type van der Corput. Pour tout entier n > 1,
on note 7(n) le nombre de ses diviseurs, et on note §2(n) le nombre de ses
facteurs premiers comptés avec multiplicité.

LEMME 3.3. Soit un entier k > 1 et soient deux réels C > 1 et s > 0.
Alors, avec les notations précédentes,

CQ(n)TS(n) < CkQ(kfl)kk(kfl)s Z CQkQ(d)Tks(d).
din
dgnl/k
Démonstration. 1l s’agit d’'une généralisation d’un résultat di & Landreau
(Lemma de [16]), qui traite initialement le cas C' = 1. La preuve s’adapte
sans difficulté au cas général. m

3.3. Solutions modulo m d’une équation polynomiale. Soit & > 1
fixé. Pour tous £ = (£1,...,0) et ¢ = (c1,...,c;) dans NF tels que 1 < £; <

coo </t etcy,...,cp > 1, et pour tout entier m > 1, on note
(3.8) N(;c;m) =Ny, ... lk;cry. .. cp3m)
le nombre de solutions (my,...,mg,n1,...,n;) € (Z/mZ)?** de I'équation
k k
(3.9) Z cjmﬁj = Z cjn? (mod m).
Jj=1 J=1

La fonction arithmétique m +— N (¢; ¢; m) est multiplicative en vertu du
théoréme des restes chinois. Nous rappelons ci-dessous quelques estimations
classiques.

LEMME 3.4. Soit k > 1 et soient £ = (¢1,...,0;) etc= (c1,...,c) € NF
tels que 01, ..., 6, > 2 et cy,...,cp > 1. On suppose de plus que
k
1 1
3.10 — = —
( ) Z Ej 2
7j=1
Alors, avec les notations précédentes, on a les magjorations
N(tcp) —p* ' <ppe ' (p>2)
et
N ep") <rgevp™ ™" (p=2,v>2),

les constantes impliquées dans ces deux inégalités dépendant au plus de
k, £ etc.
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Démonstration. La premiére estimation est une conséquence immeédiate
de [I, Chap. 1, §2, Théoréme 3|. En ce qui concerne la seconde, on a de

maniére classique
P’ 2
Z <ac] mbi > ‘

m=0

p—lk

Nieer) = - S]]

a=0 j=1

et la majoration

v_1

k CLT?’LZ
> el
m=0 p

> < p=I ((a,p) = 1)

(cf. [I5, Chap. 1, Théoréme 6]) suffit pour obtenir le résultat annoncé. m

REMARQUE 3.5. En toute généralité, le terme d’erreur dans ’estimation
de N(4;¢;p) est optimal : en effet, si I'on considére le cas particulier k = 2
avec {1 =l =4 et ¢y = cg = 1, alors pour p =3 (mod 4), on a

N(4,4:1,1;p) = p* + (p — Dp.

En effet, si p = 3 (mod 4), les puissances quatriémes modulo p sont exacte-
ment les carrés modulo p, et donc N(4,4;1,1;p) = N(2,2;1,1;p). L’estima-
tion annoncée découle alors de I'identité |Ga(a,q)| = \/q pour (a,q) =1 et
g =1 (mod 2) (cf. [I5, Chap. 1, §3, Théoréme 3| par exemple).

L’estimation N (£;¢;p) = p?*~! 4+ O(p*) obtenue au lemme précédent est
en fait amplement suffisante : nous verrons que la méthode utilisée pour
démontrer le théoréme nécessite essentiellement une estimation du type

S N(ticp) — - O@exp(—coy/log 7))

P 5 logt

p<w
qui est clairement satisfaite ici.

Pour tout entier £ > 1 et pour tous £ = (E 1., lk) et ¢ = (c1,...,¢p)
e NF tels que 2 </l <--- </t etcy,...,cp > 1, pour tout m € Z et tout
réel x > 1, on note
(3.11) R(4;¢;m; o)
le nombre de solutions (my,...,mg,ny,...,n;) € N?* de ’équation
k
(3.12) ch(nﬁj — mfj) =m, 0<mj,n;< (x/cj)l/[j, 1<j<k.
j=1
LEMME 3.6. Soit C' > 0 un réel fixé, soientcy,...,cp et2 <l < --- <l

fizés satisfaisant (3.10). On a
S O m)R(G ¢ mix) e wly/o) O (logy)?

1<m<y

uniformément pour 2 < y < x.
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Démonstration. On pose L := {}, = maxi<j<i {;. Le lemme [3.3] permet

d’écrire
Z cfm YR(; ¢;m; x)

1<m<y
<c Y CHEDZL@) " R4 em; ).
d<yl/L m<y

m=0 (mod d)

Pour tout d fixé, la somme en m compte le nombre de solutions entiéres de
la congruence

k k
Z cjmﬁj = Z cjnfj (mod d)
j=1 j=1
sous les contraintes
1< an )<y, 0<myn; < (wfe)Vs (1<) <h).

La contrlbutlon de cette somme en m est donc

k=1 1/€;\ 2 1/L 1/L
T 22) (122 (4 25 i

j=1

et ainsi, on obtient
T(z,y) <cpx(y/=)" D f(d)
dSyl/L
ou l'on a posé

(Ecd)

fd) = DT () ——m = (d = 1),

En utilisant la multiplicativité de f(d) et le lemme [3.4] m, on obtient

ORI | (1+Zf < I] ( L02L+O<plZ>>

d<yl/L p<yl/L v>1 p<yl/L
1
L ~2L
< exp<2 C Z ),
p<yl/L P

ce qui fournit le résultat voulu en utilisant par exemple la formule de Mertens
sous la forme faible

Zl =loglogz +O(1) (z>3)

p<z
(cf. |22, Théoréme 1.1.10]). =
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3.4. Un résultat de crible. Soient k > 1, £ € N¥ et ¢ € NF tels que
2<l <---<Ulpetcy,...,cp > 1. Soient x,y deux réels tels que 2 < y < x
et soient a,b > 1 deux entiers tels que

Pt(a) <y, P (b)>y.
On cherche & majorer la somme suivante :
(3.13) Ky (z,y,a,b) = Z R(¢; ¢;m; o)
1<im|<z
m=0 [ab]
(m,Q(a;y))=1
ol 'on a posé

(3.14) Qaiy) = I

p<y
pla

LEMME 3.7. Awvec les notations ci-dessus et sous I’hypothése (3.10)), on a,
uniformément pour tous réels x,y tels que x > xg, y > yo, tous entiers
a,b>1 tels que P*(a) <y, P~(b) >y et

y4loglogxab < 1‘36/4, d := min 1/5]',

linégalité de crible

Kie(z,y,a,b) < x

N(¢; c; ab) (- N (& ¢ p) zN (4 c; ab)
(ab)2k o a%_lb%go(a) logy’

pta
les constantes impliquées dépendant au plus de k, des {; et c;.
Démonstration. Par hypothése, pour tout d|Q(a;y) tel que w(d) <
4loglogz, on a a la fois (d,ab) = 1 et dab < y*@Dab <« 23%/4. Ainsi, en
posant plus simplement N(m) = N(¢;¢;m), on a pour de tels d la majora-
tion

d
> R(Lgm;ax) T e ST Taan) T

1<|m|<=
m=0 [ab]
m=0 [d]
N (ab)
1-46 w(d)
Lz (ab)zk 1C

ou C := sup, N(p)/p**~*. En utilisant [9, Theorem], on obtient pour tout
entier h I'inégalité de crible

N (ab)
(ab)gk

KE,Q('%'? y,a, b) S x WeXp(gh) —+ Rh
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ou l'on a posé

W= H<1— %), T := max(2,1/W),

p<y
pta
T2h+1eT N(ab)
&= ——— Ry = —— E cw@),
2h + 1) 2k—1
(2h+1) (ab) d|Q(a;y)
w(d)<2h+1

Fixons h := [2T]. Le lemme la formule de Mertens et I’hypothése
faite sur y permettent d’écrire

1 a)lo log x
_ »la) gy  log

—~

14% a logy,

On en déduit que h < 2logy z pour z suffisamment grand, et ainsi
N (ab) N(ab
(ab)2* (ab)?*

~—

N(ab
Ry < xlfaﬂ(Cy)Qh <z (Cy)*loe2%ah < o w

(ab)2k—1

par hypothése sur y, a et b.
Par ailleurs, par choix de h, la formule de Stirling fournit alors

Eh < exp(—(4In4 - 5)T) < 1,

ce qui donne la majoration souhaitée. =

3.5. Un résultat sur la fonction de Hooley

LEMME 3.8. Soit f une fonction multiplicative positive telle que

Z f(p S oat T O(z exp(—cpy/log x))

p<zx
et
(3.15) fH)y<v*® (p>2,v>1),

ol ag et cg sont deux constantes positives dépendant au plus de f. Alors,
on a, pour toutt > 1,

> A(n)tf:l) < (logz)> " L(log z)V2HoM) (3 — +o0),

n<x
ot A(n) est la fonction de Hooley définie en (|1.9).

Démonstration. Ce lemme est quasiment identique au lemme 2.2 de [21],
établi initialement sous la condition f(p¥) < 1 : nous nous contentons
d’adapter la démonstration a I'unique endroit ot la nouvelle hypothése ((3.15|)
intervient.
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On note S 'ensemble des entiers m tels que p | m = p? | m. De méme que
dans [21]], on utilise I'inégalité

A(mg) <7(m)A(g)  (m,q=>1)

et 'on obtient
f(n) f(n) fla)
S am P < 3 A S () a@) Y.
n<z nes q<lz q
Sous I'hypothése f(p¥) < v, la somme sur S est convergente et le reste de
la preuve du lemme 2.2 de [21] peut étre utilisé sans changement. m

3.6. Points rationnels sur une surface projective. Soit X C P3
une surface projective définie sur Q. On note X’ l'ouvert de X obtenu en
retirant toutes les courbes de X irréductibles sur Q qui se décomposent en
une union de droites sur Q.

Pour x = (zg : 21 : o2 : 23) € P3(Q), on pose H(z) := max(|zg|, |1,
|z2|, |23]), ot (wg,x1,72,73) € Z* désigne un représentant de z tel que
(xo,x1,x2,23) = 1. Pour tout B > 0, on définit

(3.16) N(X',B) := Card{z € X' : H(z) < B}.

THEOREME 3.9 ([I8, Theorem 7.6]). Soit X C P? une surface projective
sur Q, géométriquement integre, de degré d > 4. Alors
N(X',B) 4. BSD+ (B >1),
o
(3.17) £(d) a<11+ 9) (d>4)
. i=max( 1, = +——= >4). u
2 4/d

REMARQUE. Une surface projective X C P3(Q) est dite géométrique-

ment integre si le schéma X Xgpec(q) Spec(Q) est intégre (pour plus de dé-
tails, voir [I3], II, §3]. En particulier, dans le cas d’une surface X définie par
une équation F'(zg,z1,z2,23) = 0, cette hypothése est satisfaite dés que le
polynéme F € Q[zq, 21, 22, 23] est irréductible sur Q.

Le lemme suivant est une version généralisée du Corollary 0.2 de [I§] :

LEMME 3.10. Soit ¢1,c9 > 1 deux entiers, d > 4 un entier et B > 1 un
réel. Soit € > 0. Le nombre N1(B) de solutions (mg, m1, ma, m3) € N* de

clmg + czm‘f = clmg + czmg, 0121;2{3 m; < B,

telles que (mg — ma)(cymd — com$) # 0 vérifie
Ni(B) <q4e BEDFe (B> 1),
ou &(d) a été défini en (3.17)).
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Démonstration. Il suffit de remarquer que la surface projective non sin-
guliére X C P? définie par
clxg + czx‘lj = clzvg + czwg
contient 3d? droites dont I'union est déterminée par I’équation supplémen-
taire
(c12g + coaf) (2§ — 29) (12§ — coa§) = 0.

Dans le cas ou ¢; = ca = 1, il s’agit de [4] (Exercise 2.5.3). Le cas

général ol c1, co > 1 sont quelconques découle immédiatement du précédent
. . 1d  1/d_ 1/d_ 1/d
en utilisant 'application (yo,y1, y2,v3) — (¢ Yo, ¢’ y1,¢ Y2, ¢ y3).

Par conséquent, avec les notations du théoréme [3.9] tout point réel
(w0, ™1, 2, 73) & coordonnées positives tel que (rg — z2)(c128 — cazd) # 0
doit appartenir & X’. On en déduit alors que

+oo
Ni(B) <Y N(X',B/k) <q. BT
k=1
en appliquant le théoréme "

3.7. Entiers sommes de deux puissances. Soient ¢ = ({1,03), ¢ =
(c1,c0) € N? fixés tels que 2 < f1 < {3 et c1,co > 1. Posons
c1C2
3.18 D=——-*"—_
(3.18) pged(cr, ¢2)
Afin de simplifier les notations dans la suite, et conformément & la nota-
tion ([1.1)), on note plus simplement les nombres de représentations

(3.19) r(n) :==rly,0;c1,c0;n)
et
(3 20) ’FD( ) = T(€1,€2;D Dn)

de ’entier n sous les formes respectives cln1 + CQn 2 et Dn + Dn
On pose également

: 1/6,
(3.21) w0 c) = 0 s? 01 <ty ou (c1/c2) ¢ Q,
1 sily=4¥;et (01/02)1/41 € Q,
2/¢ w4 14
(3.22) n(0) = /€2 i 4 < o,
max(l/ﬁl, 1/2£1 + 9/451\/51) si by = 4o.

LEMME 3.11. On suppose que 2 < l1 < lo, 1/01 + 1/ls < 1/2 et
c1,c2 > 1. Alors avec les notations (3.18) a , on a, pour tout € > 0,

D Fn)? =Y Fn) + k(0 Y Fp(n) + Opee(@@FF) (x> 1).

n<x n<x n<x
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Démonstration. La somme S(z) := > n<z 7(n)? compte le nombre de
solutions (my,ma,n1,n2) € N* telles que
(3.23) clm1 + Cng = le + czn22 < z.
La contribution des solutions telles que m; = n; est égale a
¢ ¢ ~
Card{(m1,mz) € N?: cym{" + com¥? < 2} = Z r(n).
n<x

(1) Commengons par traiter le cas out £; = f5. D’aprés le lemme [3.10)
appliqué avec d = (1 et B = /%1, la contribution des solutions de [3-23)
telles que

(m1 —na)(ermi! = con') # 0
est g 7 ot I'on a posé
1 1 9
+
81 2@1 4@1\/51

e Si (c1/co)/t ¢ Q, alors on a toujours clm{i - c2n2 # 0, et par
conséquent

(3.24) 9(ty) = max< ) (6 >1).

D F(n)? =Y F(n) + Ogee(a”F)  (z>1).

n<x n<x

e Si (01/02)1/£1 € Q, alors il existe aj,a2 > 1 tels que (aj,a2) = 1

et tels que ¢; = )\ajl ou l'on a posé A\ := pged(eq, c2). Par conséquent, si
clmfl — angl = 0, alors a; | m;, et la contribution de telles solutions est
donc

Card{(v1,12) € N? : Majag)* (v +v51) <2} = Z p(n)

n<x

Enfin, la contribution des solutions telles que m; = nq et clmf — chg =0
simultanément n’excéde pas O(z!/“1), donc

S Fm)?2 =D "F(n) + > Tp(n) + Opee(@”@e) (x> 1).

(2) Si 41 < {9, alors la preuve est plus élémentaire et immédiate. La
contribution des solutions telles que m; # ny est majorée par 2Es, ou
Ey = Z R(ly1;c15m;x)R(l2; co;m; x).
1<m<z
On rappelle que conformément & la notation (3.11)), la quantité R(¢;; c;; m; )
désigne le nombre de solutions de

cj(ny/ —m;) =m, 0§mj,nj§1:1/éf,1§j§r.
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En remarquant que R(¢1;c1;m;z) < 7(m) < 2 pour 1 <m < z et que
Z R(la;cosms ) < /%2,
1<m<x
on obtient alors le résultat voulu

D Fm)? = F(n) 4 Opee(z2TF)  (z>1). m

n<x n<x

4. Démonstrations des théorémes La preuve de ces théo-
rémes reléve des mémes techniques que celle du lemme [3.11} La somme
S(z) =3, ., 7(n)? compte le nombre de solutions de ([L.6).

De méme que pour le lemme la contribution & des solutions
telles que mg # ng est < E ol

E:= Y R(2co;m;x)R(L ¢;m;x).
1<m<x

On conclut comme précédemment en remarquant que R(2;co;m;z) < 7(m)
< xf pour 1 <m <K x et que

Z R(; ¢;m; ) < a¥/0+2/tz,
1<m<x
La contribution a (1.6]) des solutions telles que my = ng est
(4.1) > > F(m)?
a<+/z/co m<x—cpa?

ou 7(m) a été défini en (3.19).
En utilisant le lemme et les notations (3.18)) & (3.22)), on obtient

> X fmp
a<y/z/co m<z—coa?
= > > i
agvgy%ﬂngx—ma2
+r(le) Y. S Fp(m) + 0. po(a/>H10F)
aSVﬁya;mgmfmaQ
= Z r(n) + k(¢ ) Z rp(n) + Os’ﬁyg(xl/%n(ﬁ)w)

n<x n<x
ou l'on a posé

rp(n) := Card{(ng,n1,n2) € N> : n. = ¢ond + Dni1 + DngQ} (n>1).
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En appliquant (3.7) a chacune des sommes ) . r(n) et Y _ rp(n),
on obtient alors respectivement - =
> r(n) = A2, 41, b3 co, 1, 02)a7 R (14 Oy (27112)),
n<lz
Z TD(TL) = A(Q,fl,fg; Co, D’ D)x')’(fl,b)(l + Oéj (x—l/h))
n<x

ou A(a, B) = Aoy, a1, as; Bo, 1, §2) a été défini en (3.4]). Avec les notations

(1.13) et (1.14]), on obtient en particulier

pged(cy, 02)2> ve
R As.
C1C9

A(QaglaZZ;CO)ClaCQ) — A;v A(27€17€2;005D5D) — <

En reportant dans toutes ces estimations dans (4.1)) et en explicitant 7(¥)
et £(£; ¢), on obtient toutes les estimations annoncées pour y_, ., 7(n)? dans
les théorémes [I.3] et en remarquant que

l1,0g) — 01(41,¢ il </
maX(1+17 14_7](@’ 2 2) _ {’Y( 1,02) = 6141, £2) st by <y,
2 61 2 51 62 ’7(61,62) — 52(51) S1 £1 = Kg.

Il reste a démontrer les estimations annoncées relatives a V(x) et
Card{n <z :r(n)=j} (j =1,2).
e En ce qui concerne les théorémes et il suffit d’établir
V(z)=> r(n)+O(x'/?0%e)

n<x

ou n(£) est défini en (3.22). L’estimation
(4.2) Z r(n)? = Z r(n) + O(z"/2+10+e)

n<x n<x
t linégalité
et I'inégalité

(4.3) (> r(n))2 < V(@)Y r(n)?

n<zx n<z

fournissent la minoration
V() =) r(n) + O(x'/*H10%),
n<x
et la majoration triviale V(z) < >~ __r(n) suffit pour conclure.

Quant a lestimation annoncée pour Card{n < x : r(n) = 1}, celle-ci
découle immédiatement de la majoration

Card{n <z :r(n)>2} < % Z r(n)(r(n) —1)

n<x

et de (4.2)).
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o Il reste & traiter le cas ot /1 = #9 et ¢; = c¢o. Il suffit & nouveau d’établir

1

V(z) = 3 Z r(n) + Oz > O+e),
n<x

On remarque tout d’abord que les entiers tels que r(n) = 1 sont néces-

sairement de la forme n% + 2cln€1 et par conséquent, leur contribution dans

V(x) n’excéde pas < 2'/2+1/0 . Ainsi

1 1/2+1/¢
V(z) < 527"(71)—1—0(30 ).
n<x
En ce qui concerne la minoration de V' (x), on utilise & nouveau 'inégalité
de (4.3)), et on utilise I'estimation

Z r(n)? =W (ly;c1,co) Z r(n) + O(:UUQH?(&HE)
n<x n<lx
en remarquant que ¥({;¢1,c2) = 2 pour ¢ = co.
Enfin, l'estimation annoncée pour Card{n < z : r(n) = 2} est con-
séquence immédiate de la majoration
Card{n <z :r(n) >3} < % Z r(n)(r(n) —2) + O(ml/”l/&),
n<lx

le terme reste du membre de droite comptant les n tels que r(n) = 1. =

5. Démonstration du théoréme Dans toute la démonstration,
on fixe cp,...,cp > 1et 3 <4 < Uy <--- <l satisfaisant (3.10). On pose
1
L= lréljagxkéj, d:= T o= (L) :=2FL,  t:=az(logz)™™ (z>2).
On pose également
1 log
=n(l) = 55— = — > 3).
R Tt U CEL
Pour tout entier m > 1, on pose
(5.1) ay(m) == [ ", by(m) =[] »"

p¥|lm p¥|lm
p<y P>y

Les entiers a,(m) et by(m) représentent donc respectivement la partie y-
friable et la partie y-criblée de 'entier m.

On note M(z) I'ensemble des solutions (my, . .., M, ng, - . .,n,) € N?7+2
telles que
k l i 4
(5.2) com% + Zijjj = cong + Zc]ﬂj] <z, mgy>ng.
j=1 j=1

On a clairement S7 () = 2 Card M(z). On écrit
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Card M(z) = Eq(z) + E2(x) 4+ E3(x)

ou pour j = 1,2,3, E;(x) désigne le nombre de solutions comptées de M (x)
satisfaisant la condition supplémentaire (H;), avec

(Hi) (mo +no) < (x/co)'/?(log )™,

(Ha) (mo + no) > (z/co)?(logx)™* et ay(comd — cond) > x/4L,

(H3) (mo +no) > (x/co)'/?(logx) ™ et a,(com3 — con) < x/4L.
Enfin, on note Ry (m;x) (resp. R, (m;x)) le nombre de solutions (mg, ng)
de I’équation

comg — cong =m, 0 < mo,ng < (x/co)"/?,

vérifiant la condition supplémentaire (mq 4 ng) > (z/co)/?(logz)~* (resp.
(mo +no) < (w/co)'/?(logz)~*).

La quantité FE3(x) correspond a la partie cruciale de la méthode. Pour
la somme restante, nous allons établir la majoration Ej(x) + E2(x) < x
suffisante ici pour démontrer le résultat voulu, mais une légére modification
des parameétres « et 1 permettrait sans effort d’obtenir la majoration F1 (z)+
Ey(z) < x/logx par exemple.

Pour la majoration de Ej(x), on a

Ei(z) < Y Ry(miz)R(Lcm;w).
1<m<z
Or Ry (m;z) < 7(m), et Ry (m;z) =0 dés que m >t := z(logz)~®, donc
Ei(x) < Z T(m)R(4; c;m; ) < :L‘(t/x)l/L(logt)zL Lz
1<m<t

en utilisant le lemme [3.6] avec C' = 1.

Pour la majoration de Fs(z), on a

By(z)< > Rf(m;x)R(Ggm;w).
1<m<z

ay(m)>zt/L

On a Ry (m;x) < 7(m), et l'inégalité a,(m) > /4L implique
2(m) > 2Le*Floglog .

Ainsi

Es(x) < Z T(m)R(; ¢;m; x)
1<m<zx
2(m)>2%e?L loglog =

1 m
< W Z T(m)ef?( )R(ﬁ;g; m; 1‘) <z

m<x

en utilisant le lemme 3.6 avec C' = e.
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Il reste a établir la majoration de E3(x) : on a

r)< Y > Rf(abz)R(Lc;ab;x)

a§11/4l‘ ng/a
Pt (a)<y PT(b)>y

< (loglog x) Z Z Ala R(4; ¢; ab; x)

a<zl/4L b<z/a
Pt (a)<y P~ (b)>y

en utilisant le fait que
Ry (ab; 1) < Z 1 < (loglog z) A(ab)

dlab
z'/2(log x)~*<d<z'/?

et
A(ab) < A(a)T(b)  ((a,b) =1).

En utilisant le lemme [3:3]avec C' =1 et s = 1, on obtient

7(b) < Z 7(b1)*L,

by|b
b1§b1/4l‘
et ainsi
By(z) < (loglogz) Y. Ale) > (Y 7(b)")R(E g abia)
a§x1/4L ng/(l bl‘b
Pt (a)<y P (b)>y by <bl/AL
< (loglogz) > A(a) > 7)™ > R(Lcabsa)
a§m1/4L b1§])1/4L ng/a
P+(a)<y P=(b1)>y b=0 [b1]
P~ (b)>y
< (loglog ) Z Ala Z (b)) Z R(l;c;m;x).
a<zl/AL by <zl/4L r<z
Pt(a P—(b r=0 [ab1]
(@=y ()= (rQ(a;y))=1

Pour tous a et b; dans la somme précédente, et par choix du paramétre y,
on a bien max(a, by, y* log 1Ogg”) < VAL ce qui est suffisant pour appliquer le
lemme a la somme en 7 : on obtient alors

xN(¥; c;ab
Es(z) < (loglog x) Z Ala Z 7(by )4 (£ ¢; aby)

a?*=1b o (a) logy

a<zgl/AL by <gl/4L
Pt(a)<y P~ (b1)>y
rloglogx N(¢{; ¢ a) ar N (45 ¢;b1)
< Z Ala) 5= Z 7(b1) %
logy Wyt a*f~1p(a) by b

Pt(a)<y P=(b1)>y



20 O. Robert

La somme intérieure en by est

< I <1+Z +14LN£22VP)>

y<p<z v>1
Q4L logx 24
< I <1+> <<< & ) < (loglog z)2""
log y
y<p<lz
et ainsi
x 2+2 N(l;c;m)
Eg(x)<<@(loglogx Z A(m m% To(m)’
m<zl/AL
Pt (m)<y

On conclut alors en appliquant & cette derniére somme le lemme avec la
fonction

N(¢;¢;m)
m2*=2p(m)’

f(m) =

6. Démonstration du théoréme [I.2l En utilisant & nouveau la nota-

tion , on a
D)=, Y, )+ 57 ().

n<z a</x n<z—a?
D’aprés le théoré
aprés le théoréme on a

57 (z) <. zL(log :16)\/§+‘E (x >4)
pour tout € > 0, et en utilisant le lemme on a en particulier

S Y e

a</xn<z—a?
De maniére classique, la minoration de V' (z) est encore donnée par (4.3)). m
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