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Points de hauteur bornée sur les variétés
de drapeaux en caractéristique finie
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Introduction. La compréhension du comportement asymptotique des
points rationnels de hauteur bornée sur les variétés presque de Fano au-
dessus d’'un corps de nombres a fortement progressé ces derniéres années
notamment grace a l'impulsion donnée par Manin (cf. [BM], [FMT], [P1],
[Sal| et [BT2]). Il serait naturel que le formalisme développé dans ce cadre
s’étende dans une certaine mesure au cas des corps globaux de caractéristique
non nulle. Il était donc tentant de chercher une formule pour le résidu de la
fonction zéta des hauteurs pour les variétés de drapeaux généralisées sur un
tel corps. Deux raisons motivent cet exemple ; tout d’abord de telles formules
asymptotiques ont été obtenues dans des cas particuliers (cf. [Se3 §2.5 in
fine], [Hs|), d’autre part le role joué par les travaux de Langlands dans la
démonstration de ces formules asymptotiques pour les variétés de drapeaux
sur un corps de nombres ([FMT], [P1]) peut étre joué par ceux de Morris
dans le cas d'un corps de fonctions global (cf. [MI] et [M2]).

Entre la premiére version de ce texte et sa soumission, d’autres auteurs
ont fait progresser cette extension au cadre fonctionnel du programme initié
par Manin. D’une part, King Fai Lai et Kit Ming Yeung dans [LY], écrit
indépendamment de notre texte, se sont également intéressés aux variétés
de drapeaux dans le cadre fonctionnel, sans toutefois donner d’interprétation
de la constante, qui constitue le point crucial de notre travail. D’autre part,
D. Bourqui a traité de maniére compléte le cas délicat des variétés toriques
dans [Boul], [Bou2| et [Bou3].

Cetexte est organisé delafagon suivante : dans la partie 1, nous fixons les no-
tations et rappelonsladéfinition de la fonction zéta des hauteurs, dansla partie 2
nous généralisons a la situation présente la définition de la mesure de Tama-
gawa associée & une métrique adélique et dans le paragraphe 3 nous énongons
le résultat dont la démonstration occupe ’ensemble de la derniére partie.
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Dans un souci de complétude, nous redonnons I’ensemble des constructions,
bien que la plupart des notions soient strictement analogues & celles définies
sur un corps de nombres. Les premiéres sections de ce texte contiennent donc
des redites par rapport a [P1].

1. Points de hauteur bornée. Dans cette partie, nous transportons au
cas d’un corps de fonctions global la notion de systéme de hauteurs connue
sur un corps de nombres.

1.1. Notations. Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes :

NOTATIONS 1.1. Pour tout corps F, on note F une cloture algébrique de
F et F? la cloture séparable de F' dans F.

Si F' est un corps de fonctions global, on note F,. le corps des constantes
de F' et Mp 'ensemble des places de F'. Pour tout p de Mp, on note F} le
complété de F' en p et Fp son corps résiduel. Pour toute place p la norme
| - |p sur F, est normalisée par la relation

Vo € Fy, |zfp = (ﬁFp)fv"(x)

oll vy : Fyy — Z est la valuation surjective en p et §A désigne le cardinal de A.
On dispose donc de la formule du produit

veeF, ][ =1
peMp
Pour toute place p, la mesure de Haar dx, sur F}, est normalisée par la
relation
S dry = 1.
Op
On note ¢ la courbe projective et lisse sur Fg,. de corps de fonctions F,
gr le genre de € et hp le nombre de classes de diviseurs de degré 0 sur €.
On identifiera M aux points fermés de %.
Nous omettrons F' dans ces notations lorsque le corps global sera indiqué
par le contexte.
Si ¥ est un schéma sur le spectre d’un anneau A et si B est une A-algébre
commutative, alors 7' (B) désigne I’ensemble

HomSpec A (Spec B, 7/)

et ¥p le produit ¥ Xgpec 4 Spec B. Si V est lisse sur un corps [, son groupe
de Picard est noté Pic(V), son groupe de Néron—Severi NS(V') et son faisceau
canonique wy. Le cone de NS(V') ®z R engendré par les classes de diviseurs
effectifs est noté Ceg(V). On note également V la variété Vi et VS = Vps.
Si n n’est pas divisible par la caractéristique de F', le faisceau étale sur V

des racines n-émes de l'unité est noté pu,. Le faisceau constant Z/nZ est
®0

2", et pour tout entier j strictement positif, ,uf?j désigne

également noté p
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17 @ et 177 le faisceau Hom(u%? , Z /nZ). Pour tout nombre premier
¢ distinct de la caractéristique de F,
He(V, Ze(5)) = lim Hey (V, p1yid ),

He(V, Qu(5)) = Hep(V, Zo(5)) ® Qu-
On note Br(V) le groupe de Brauer cohomologique de V' défini par
Br(V) = H(V, Gr).

Si V est une variété sur un corps global F', alors V(Ap) désigne 'espace
adélique associé tel qu’il est défini par Weil dans [W], §1].

1.2. Métriques adéliques et hauteurs. La notion de métrique adé-
lique est une généralisation immédiate & notre cadre de celle décrite dans
[P2] pour un corps de nombres, elle-méme inspirée de la notion classique de
hauteur (cf. [La], [Si]).

DEFINITION 1.2. Soit V' une variété projective, lisse et géométriquement
intégre sur un corps global F' de caractéristique non nulle p. Soit L un faisceau
inversible sur V' et p une place de F'. Une métrique p-adique sur L est une
application associant a tout point « de V(F}) une norme || - ||, sur la fibre
L(z) = Ly ®g,,, Fy de sorte que pour toute section s de L définie sur un
ouvert de V' l'application

z = [|ls(x)llp
soit continue pour la topologie p-adique.

Si p est une place de F' et ¥ un modele projectif et lisse de V' sur O,
alors & tout modéle .Z de L sur ¥ on peut associer une métrique p-adique
|| -||p sur L qui est construite de la maniére suivante : V' étant projective, tout
point  de V (F}) définit un point & de ¥ et 2*(¢) définit une Oy-structure
sur L(z) dont on choisit un générateur yo; || - ||p est alors donnée par la
formule

wel = |2|.

Yo lp

Une famille de métriques (|| - ||p)pers sur L est appelée métrique adélique

s’il existe un sous-ensemble fini S de M, un modéle projectif et lisse ¥ de V'

sur le complémentaire de S dans € et un modéle .Z de L sur cet espace de

sorte que pour toute place p de Mp — S la métrique || - ||, soit définie par
< Koy ﬁp.

Nous appellerons hauteur d’Arakelov sur V la donnée d’une paire H =

(L, (|| - Ip)penmy) ot L est un faisceau inversible sur V' et (|| - ||p)pers, une

métrique adélique sur ce fibré. Pour tout point rationnel x de V' la hauteur
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de x relativement a H est alors définie par
H(x)= [] ls@l;"
peMp

ol s est une section de L sur un voisinage de x, non nulle en x.

On note (V') 'ensemble des classes d’isomorphisme de hauteurs d’Ara-
kelov modulo la relation d’équivalence ~ engendrée par les relations de la
forme

(L7 (H : HP)PEMF) ~ (L7 (>‘P|| ) HP)PEMF)

pour toute famille (Ap)penr, de nombres réels strictement positifs vérifiant
Hpe MpAp = 1. Siz est un point rationnel et H une hauteur d’Arakelov,
H(x) ne dépend que de la classe de H dans (V).
On dispose d’un morphisme d’oubli
o: (V) — NS(V).

On appelle systéme de hauteurs une section H de I'application d’oubli. Un
systéme de hauteurs H sur V induit un accouplement

H:NS(V)@ CxV(F)—C
qui est ’exponentielle d’une fonction linéaire en la premiére variable et telle

que
VL € NS(V), Vo € V(F), H(L,z) = H(L)(x).

Nous renvoyons a [P3| pour des exemples de hauteurs et de systémes de
hauteurs. En particulier, pour tout morphisme ¢ : V.— W de variétés on a
un diagramme commutatif

NS(W) —2 NS(V)
et si E/F est une extension de corps, on dispose d’un morphisme de normes

Si H g est un systéme de hauteurs sur Vg, la hauteur induite H g est définie
par le diagramme commutatif

NS(V) —— NS(Vg)

lNHF lHE

Ng/F
HV) —— A (Vg)
on N=[E:F]
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1.3. Sous-variétés accumulatrices. Comme dans le cas des corps de
nombres deux notions de sous-variétés accumulatrices apparaissent naturelle-
ment.

DEFINITION 1.3. Soit H une hauteur d’Arakelov sur une variété projec-
tive lisse et géométriquement intégre V au-dessus d’un corps global F' de
caractéristique p. Pour tout sous-espace localement fermé W de V et tout
nombre réel strictement positif B, on pose

nw.(B) = t{a € W(F) | H(x) < B}.

REMARQUE 1.4. Si H = (L, (]| - ||p)per) avec [L] appartenant a l'inté-
rieur de Ceg(V), alors il existe un ouvert non vide U de V' tel que ny g (B)
soit fini pour tout nombre réel B.

DEFINITION 1.5. Pour tout sous-espace localement fermé W de V on
note

aw (L) = B@m log(nw. i (B))/log(B) < 400.

Un fermé strict K de V est dit L-accumulateur au sens strict si, pour tout
ouvert non vide W de K, il existe un ouvert non vide U de V avec

aw (L) > ay(L).

Un fermé strict K de V est dit modérément accumulateur pour H si, pour
tout ouvert non vide W de K, il existe un ouvert non vide U de V tel que

B@m nW,H(B))/nU,H(B) > 0.

1.4. Fonction zéta des hauteurs. Contrairement au cas des corps
de nombres, les métriques étant & valeurs dans g% sauf pour un nombre fini
d’entre elles, ny g (B) n’est plus asymptotiquement équivalent a une fonction
de la forme CB%(log B)*~!. Toutefois, il est bien connu que I'objet naturel
dans le cadre fonctionnel est la fonction zéta associée, et nous verrons plus
loin qu’il est effectivement possible d’étendre a ce cadre les propriétés connues
sur les corps de nombres. De maniére plus précise, les travaux de Batyrev,
Franke, Manin et Tschinkel ([FMT), §2|, [BT1] et [BT3]) ont souligné 'intérét
de considérer les fonctions zétas associées a un systéme de hauteurs et définies
sur un ouvert du produit NS(V) ® C. Nous en rappelons maintenant la
définition.

DEFINITION 1.6. Soit H un systéme de hauteurs sur une variété pro-
jective lisse et géométriquement intégre V' au-dessus d’un corps global F' de
caractéristique p. Soit U un ouvert de V. La fonction zéta associée est définie
par la série

(1.1) Cwa(s)= Y H(s,z)

z€U(F)
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ou s désigne un ¢élément de NS(V') ® C pour lequel la série converge absolu-
ment.

Nous donnons maintenant quelques assertions sur le domaine de conver-
gence des fonctions zéta. Ces assertions sont bien connues dans le cas de
corps de nombres.

LEMME 1.7. L’ensemble sur lequel (y g converge absolument est un en-
semble conveze de NS(V)RC et si sg appartient a cet ensemble alors celui-ci
contient

so +iNS(V) ® C.

Démonstration. Ces assertions sont des propriétés générales des séries
zéta. La convexité résulte de I'inégalité de Holder : en effet, si (i g converge
absolument pour

s0,81 € NS(V)® C

et si A\g, A1 € Rsg avec A\g + A1 = 1, alors pour tout sous-ensemble fini I de
U(F), on a

D HNoso +Mis1)| 7 =D [H(so,2)| 0 [H (s, )| 7™
zel zel
<Z|H S0, T | 1) (Z‘H 51, | 1)
zel zel

La seconde assertion résulte du fait que pour tout = de V(F') on a
Vsp e NS(V)® C, Vs; € iNS(V)®R, |H(so+ s1,2)| = |H(sp,x)|. =

LEMME 1.8. Si Pic(V) est de rang fini et si Ceg(V) est un cone polyé-
drique rationnel, c’est-a-dire, s’il existe ny, ..., Ny, dans NS(V) tels que

V) = Z R>on;,
i—1

alors il existe un ouvert dense U de V' tel que pour tout s de NS(V)® C en
lequel (g converge absolument, s+ Ceg(V') est contenu dans le domaine de
convergence absolue de Cy f -

Preuve. Fixons des diviseurs effectifs Dy, ..., D,, tels que

V)= i R>o[D

et posons

m
U=V - U Supp D;.
i=1
Soit s; une section de [D;] correspondant & D; pour 1 < i < m. Soient s un
élément de NS(V) ® C en lequel (7 g converge absolument et s’ un élément
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de Cer(V) NNS(V) ® Q. 11 existe un entier A strictement positif tel que \s’
puisse se mettre sous la forme

m

/\S/ = Z n; [Dz}

i=1
avec n; € Z>o pour 1 > i > m. Soit (L, (]| - ||p)penmy) un représentant de
H(>""  n;[D;]). Comme Pic(V) est de rang fini, on peut supposer, quitte
a augmenter A, que la classe de L coi'ncide avec celle de Y " | n;[D;] dans
Pic(V). Le produit tensoriel Q" s définit alors une section s de L. Pour
toute place p de F', la fonction

V(Fp) = Rxo, @ |Is(@)]lp,

zlz

est continue et admet un maximum By. En outre, si S est une partie finie
de Mp et ¥ (resp. .£) un modéle de V' (resp. L) sur ¢ — S de sorte que
les métriques || - ||, soient définies par .Z en dehors de S, alors, quitte a
augmenter S, on peut supposer que s provient d’une section § de .Z. Pour
toute place p dans Mp — S et tout point = de V(F}) correspondant a un
point & de #(0}), soit yp un générateur de *(.Z). On a alors la relation

szl = | 2

Yo

p
mais, comme s provient de 8, s(x) appartient a uyg@y,. Donc By, < 1.

Si U(F) = (), alors le résultat est évident. Dans le cas contraire, soit
x € U(F); pour presque toute place p de F on a ||s(z)||, = 1, par conséquent
By, = 1 pour presque toute place p de F'. Mais alors

Ve e U(F), HMs, z)= [] Is@l,'> [] B,' >o0.
peMp peEMp

Autrement dit, la fonction x — H(As',z) est uniformément minorée sur

U(F). On obtient
S H(s+A) T < S H(s,2) TH(M 7)< ( I1 Bp) Cu.e1(s).
zeU(F) zeU(F) pEMF
La série définissant iy, converge donc absolument en tout point de
s+ Cei(V) NNS(V) ® Q;

mais I'enveloppe convexe de ce cone est s + Ceg(V) et le résultat découle du
lemme précédent. m

LEMME 1.9. Si L est un faisceau inversible trés ample sur V et N la di-
mension de I'(V, L), alors pour toute hauteur H de la forme (L, (||-||p)pe )
et tout € > 0 la série 3 oy (p H(x)~N=¢ converge.
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Démonstration. Soit s1, ..., sy une base de I'(V, L). Le systéme de mé-
triques défini par

Vp € My, ¥r € V(F), Yy € L(x), [yl = sup Y
1<i<n S’L(x) P
8;(2)#0

est une métrique adélique sur L. On note H' la hauteur (L, (|| - [|})persy)-
Pour presque toute place p de F, || - ||}, coincide avec || - ||p. Il existe donc une
constante C' > 0 telle que

Ve e V(F), H(z)>CH'(x).

Il suffit alors de montrer le résultat pour H’'. Mais

Z H/(l')iNiE < Z I{pz\pl({L')iNi6

zeV(F) 2€PN-1(F)

ott Hpn-1 est la hauteur usuelle sur PNY=1. Or il résulte de [Se3, Theorem,
p. 19] qu'il existe une constante C' telle que

t{z € PNUF) | Hpv-1(z) = ¢"} < C(¢)N

Par conséquent,

Z HPNl( NE<CZ NedN

zePN-1(F)

Pour terminer, nous allons énoncer une condition qui implique triviale-
ment la périodicité de la fonction zéta des hauteurs.

DEFINITION 1.10. Dans la suite, nous dirons que le systéme de hauteurs
H vérifie la condition (P) si pour tout élément L de NS(V), il existe un
représentant (L, (|| - ||p)pemy) de H(L) dont les métriques sont toutes a
valeurs dans ¢Z.

REMARQUE 1.11. Il résulte des définitions que les fonctions (y g sont
alors périodiques de groupe de périodes contenant (2i7/log(q)) NS(V).

2. Mesures de Tamagawa

2.1. Quelques hypothéses sur les variétés. Dans ce paragraphe,
nous allons préciser quelques hypothéses sur les variétés qui nous permet-
tront de définir la mesure de Tamagawa associée & une métrique adélique sur
le faisceau anticanonique. Les hypothéses géométriques sont automatique-
ment vérifiées par une variété de Fano sur un corps de caractéristique 0. En
I’absence d’un théoréme d’annulation de Kodaira cela n’est toutefois plus le
cas en caractéristique non nulle.
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HYPOTHESES GEOMETRIQUES 2.1. Dans la suite V désigne une variété
projective lisse et géométriquement intégre sur un corps global F' de carac-
téristique p strictement positive vérifiant les assertions suivantes :

(i) La classe du faisceau anticanonique w‘jl dans NS(V) ® R appartient
a l'intérieur du cone Ceg(V);
(ii) Les groupes de cohomologie H*(V, 0y) sont nuls pour i = 1 ou 2;
(iii) Le groupe Pic(V?®) est un Z-module libre de rang fini et coincide
avec Pic(V);
(iv) Le cone Ceg(V) est polyédrique rationnel, c’est-a-dire qu’il existe
mi,...,m, dans Pic(V) tels que

Ceff(v) = Z my;
=1

(v) Si £ est un nombre premier distinct de p, la partie ¢-primaire de

Br(V) est finie.

REMARQUE 2.2. Si V est F*-rationnelle alors la premiére assertion de
et sont vérifiées. En effet, par |[CTS, appendice 2.A|, si V' est F*-
rationnelle alors Pic(V®) est stablement isomorphe & Z et donc libre de rang
fini sur Z, et par [G3|, corollaire 7.5], la partie ¢-primaire du groupe de Brauer
est un invariant birationnel des variétés propres et lisses, ce qui implique la
trivialité de ce groupe si V' est F'®-rationnelle.

Dans la suite nous supposerons également que la variété V vérifie la
condition suivante :

HYPOTHESE ARITHMETIQUE 2.3. L’ensemble V' (F) des points rationnels
de V est dense pour la topologie de Zariski.

2.2. Ensembles de mauvaises places. Comme dans le cas des corps
de nombres, les facteurs de convergence qui apparaissent naturellement sont
les facteurs locaux de la fonction L associée au groupe de Picard géométrique
de la variété. Le choix de ces facteurs est justifié par les arguments de de-
scente qui les font apparaitre dans le passage aux torseurs universels (cf.
[Sal| et [P2]). Mais pour montrer la convergence des mesures de Tamagawa,
il faut comparer ces facteurs locaux & ceux donnés par le deuxiéme groupe
de cohomologie /-adique, ce qui est rendu possible par le lemme suivant :

LEMME 2.4. Sous les hypothéses du paragraphe[2.1}, il existe un ensemble
fini de places S et un modéle projectif et lisse V' de V sur € — S dont les
fibres sont géométriquement intégres et tel que pour toute place p en dehors
de S, on ait les assertions suivantes :

(i) 1l existe un isomorphisme de Pic(V') sur Pic(”//fp) compatible avec les
actions des groupes de Galois;



194 E. Peyre

(ii) Pour tout mombre premier £ distinct de p, la partie £-primaire du
groupe Br(”I/E) est finie.

Preuve. La variété V étant projective, on la plonge dans un espace
projectif Pg . Soit ¥ l'adhérence de V dans P% . Comme V est lisse et
géométriquement intégre, il existe par [GD| IV, 6.8.7 et 9.7.7] un ensemble
fini S de places tel que ¥ x¢ % — S soit lisse a fibres géométriquement
intégres sur ¥ — S.

Par hypothése, Pic(V) est un Z-module libre de type fini qui coincide
avec Pic(V?®). Il existe donc une extension galoisienne finie E de F telle que

V(E) # 0 et

Pic(Vg) = Pic(V).
On ajoute a S les places qui se ramifient dans 'extension E//F et on note Sg
I’ensemble des places de E au-dessus de S. Soit B une place de F en dehors
de Sg, soit ﬁ%s le complété dun hensélisé strict de O et Fr(ﬁ%s) son corps

des fractions. Le schéma 7/51?5 étant lisse, ’application canonique
by

Pic(”f/g‘%) — PiC(VFr(E%‘}))

est un isomorphisme. Comme, par hypothése, Pic(Vg) est isomorphe
a Pic(V) et donc a NS(V') et que le groupe de Néron—Severi ne change pas
par extension de corps algébriquement clos, ’application

Pic(Vg) — PlC(VFr(Eg}))
est également un isomorphisme. Considérons alors la composée des mor-
phisme naturels

(2.1) Pic(Vg) = Pic(V

Fr(%%)) = Pic(ﬁf/g%) — Pic(af/fm).

Par hypothése, H(V, 0y) = 0 pour i = 1 ou 2. Par le théoréme de semi-
continuité (cf. [Hal, Theorem III.12.8|), on peut, quitte & augmenter S, sup-
poser que Hi(”f/pp, ﬁn;/Fp) est nul pour i = 1 ou 2 et p € Mp—S. Il en résulte
que Hi(“//fp,ﬁ’«,/fp) est trivial pour @ = 1 ou 2. Par |GI) corollaire 1 de la

proposition 3| la fleche de droite dans est également un isomorphisme.
On obtient ainsi I'isomorphisme recherché.

En ce qui concerne la seconde assertion, le corang f-adique de Br(”f/fp)
coincide, d’aprés [G2, corollaire 3.4|, avec la différence entre By, le deuxiéme
nombre de Betti f-adique de ”f/fp, et p, le rang du groupe de Picard de ”pr.

Par ce qui précede, p est également le rang de Pic(V) et, par [Sell p. 19-02],
Bs coincide avec le deuxiéme nombre de Betti de V. Par hypothése la partie

(-primaire de Br(V') est finie et By = p. =
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CONVENTION 2.5. Dans la suite de ce texte, les paires (S, #') considérées
avec S un ensemble fini de places de F' et ¥ un modéle de V sur € — S
vérifient les conditions du lemme 2.4.

2.3. Mesures locales. Dans ce paragraphe, nous associons & toute
métrique adélique (|| - ||p)perrp sur wy' des mesures wy sur V(Fy).

DEFINITION 2.6. Soit p une place de F' et ||-||, une métrique p-adique sur
w;l. Si  appartient & V(F}), on choisit des coordonnées locales 1, ...,z
en x définissant un morphisme de F-variétés f d’'un ouvert de Zariski U
de V dans A% et induisant un isomorphisme analytique pour la topologie
p-adique d’un ouvert W de V(F}) sur son image. Le morphisme de faisceau
cohérent

w(f) : [H(wan/F) — wu/r

induit un isomorphisme de faisceau pour la topologie p-adique
-1 -1 -1
tw(f)~t: f*wf(W) — Wy
qui permet d’identifier a% VANEERIN % avec une section de w;vl. Sur W, la
mesure est alors définie par la relation

0

Wp=||— A AN—1 dx1yp...dx
P Haml 61’n Lp n,p

p

ou dz;p désigne la mesures de Haar normalisée sur Fj.

Si x1,...,x, et 2,..., 2, sont deux systémes de coordonnées définies

sur un méme ouvert W et correspondant & des fonctions
f,f U — A%,
soit @ I'isomorphisme analytique
Frof= f(W) — f'(W).
On a alors la relation

0 0
t _1 DY
w(P) <6m’1 ARERWA 5

et par [W), §2.2.1], on a

dzy - dxy, , = |Jacy(P)|pd1yp . .. dn .
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On en déduit les égalités

0 0
Ao A —| dot ... de!
"837/1 8%% . T1p Lnp
0 0 —1 5. '
- ‘ 0y " Gy | e B
0 0
== A--on— d o ATy p-
‘81:1 den ), T1p Ln.p

Les mesures obtenues se recollent donc pour former une mesure borélienne
wyp sur V(Fy).

2.4. Lien avec les densités locales. Dans ce paragraphe, nous allons
faire le lien pour p € My — S entre le volume wy(V (F})) et la densité locale
en p définie par

87 (Fyp)
(1, )dm V"
La démonstration suit celles de [W, §2.2.1], [P1l §2.2.2] et [Sal, Theorem
2.13).

dp(V) =

LEMME 2.7. Pour presque toute place p de Mp — S, on a
wp(V(Fp)) = dp(V).

Preuve. Soit n la dimension de V. Fixons un plongement de variétés
DV — Pg et ¥ 'adhérence de V' dans Pg. Par le critére valuatif de pro-
preté, on a une bijection de V(F},) sur #(0)) qui induit pour tout m des
applications surjectives

T 2 V(Fp) = V(Op/p™).

On note [z],,, = 7, (7 () pour tout = de V (Fy). Soit J le faisceau d’idéaux
défini par V et & celui défini par #". En dehors d’un nombre fini de places,

le schéma 7, est lisse et le faisceau (/1”(2“}/6 / ﬁp)v est un modeéle de w;l.
P

On peut donc supposer que la métrique || - ||, est définie par ce modéle. Par
|[Hal, Theorems 8.1, 8.13], on a des suites exactes de faisceaux

7522 Ly g ® Oy 5> Dy g = 0
et
0— J/J2 5 Qb ® Oy > 21 — 0.
Sur 'ouvert ¥#; défini par X; # 0, on obtient des suites exactes

(2.2) )58 @D Oy dX; 2y — 0
J#
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et en notant V; = ¥, qu’'on identifie avec son image U; dans Ag“,

(2.3) T/ T3, > @ O, dX; ™ 0% — 0.
J#i
Par conséquent, pour presque toute place p de Mg, on a

(24) Vo € Uj(O,), Yy € wyt (),
lylle = __ inf _Jy(ri(dXi) A--- Ari(dX,)]p.

0<i1 < <ip

i@ {01 ,in }
Notons f; 'isomorphisme de V; sur U;. On peut en outre supposer que
p vérifie les conditions I et II de [W, p. 19| pour la famille (fi)o<i<n-+1-
Soient x € V(Fy) et (zg : --- : n) des coordonnées homogénes pour @(x).
Aprés permutation des coordonnées et multiplication par un scalaire, on
peut supposer que xg = 1 et z1,...,2, € Op. Le point 2 provient alors d’'un
élément & de % (0y). Par [W], theorem 2.2.3], I'ensemble [z]; coincide avec

{12y - :2)) e V(Fy) | 2} € i +p}.
On peut, & permutation des coordonnées prés, supposer par ([2.2)) que Q%/ﬁp =
est isomorphe a ;" ; ﬁ/y/ﬁpyz dX;. La famille (X,..., X)) constitue alors un
systéme de coordonnées locales au voisinage de x. Par [W] p. 22| ce systéme

s’étend a [z]; et induit un diffeomorphisme de [z]; sur (z1,...,2,) + p", et
I'isomorphisme entre Q;/ﬁp /6, €t b, O, x dX; s'¢tend également a [z];.

Par conséquent, (2.4) se réécrit alors

/

Yy
B B
ax; N Naxa Iy

V2! € [z]1, VY € wil(x/)y 1yl =

et sur [z]; la mesure wy coincide avec

Xmyp PR an’p.
On obtient donc
wp([z]1) = | dX1p... dXpp =tF, "
(T1yeeeyn ) +p™

En sommant sur #'(F}), on obtient la formule du lemme. =

2.5. Facteurs de convergence. Comme dans [P1], §2.2.3], nous allons
maintenant appliquer les conjectures de Weil démontrées par Deligne pour
obtenir des facteurs de convergence.

DEFINITION 2.8. Pour tout p € Mpr — S, on note Fry le morphisme de
Frobenius sur Fy, défini par x — zfFr . La suite exacte

0 — I, — Gal(F,/F,) — Gal(F,/F,) — 0,
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ou I, désigne le groupe d’inertie en p, et 'inclusion canonique du groupe
Gal(Fy/Fy) dans Gal(F/F) définissent une action de Gal(F,/F,) sur le
groupe Pic(V)%. On note également Fry le morphisme de Frobenius induit
sur Pic(V)%. Le terme local de la fonction L associée & Pic(V) est alors
défini par

1

Lp(s Pie(V)) = 5™ {F, " Fr, | Pic(V)"» @ Q)

PROPOSITION 2.9. Pour toute place p de Mp—S, le terme Ly(1, Pic(V))

est bien défini et le produit
11 dp(V)
Ly(1, Pic(V))

peEMp

est absolument convergent.

Preuve. Par la démonstration du lemme [2.4] |l existe une extension ga-
loisienne finie E de F' telle que Pic(Vg) = Pic(V). L’action de Gal(F'/F)

sur Pic(V) se factorise donc par Gal(E/F), et pour tout p € Mg, on voit
que (Frp)ZF1 agit trivialement sur Pic(V)». Les valeurs propres de Fr, sont

donc des racines [F : F]-émes de 'unité et
Det(1 — §F, * Fr, | Pic(V)" ® Q)

est non nul, ce qui montre la premiére assertion.
Par la formule de Lefschetz (cf. [Se2]) on a, pour toute place p en dehors
de S et tout nombre premier ¢ distinct de p,
2n

£V (Fp) = Y (—1)" Tr(Fr, | H (75,,Q0))
i=0
ol n désigne la dimension de V' et Fry le Frobenius géométrique. La variété
“//E étant lisse, projective et géométriquement intégre, on a un isomorphisme
canonique

HZ' (Y5, Qu(n) = Qe
D’autre part, les suites exactes de Kummer
O—>Wr—>GmX—er>Gm—>0
ou r est positif induisent des suites exactes
0 — Hey (%5, Ze(1)) — Ty(Pic(¥,)) — 0
et
0 — Pic(Yg,) ® Ze — Hi (Y5, Zo(1)) — Tu(Br(¥5,)) — 0.

Mais il résulte du lemme [2.4] que les modules de Tate

Tg(PlC(/y/fp)) = mPIC(WFp)(Zn) et Tg(BI‘(WFp)) = h&lBI‘(%fp)(gn)

n n
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sont tous les deux nuls. On obtient donc la trivialité du groupe de cohomolo-
gie Hgt(“//ﬁp ,Qe(1)) et un isomorphisme

HéQt(”//f ; Qe(1)) = Pic(7g,) @ Qq

qui, par dualité de Poincaré, entraine la trivialité de H, th" ! (“//F , Q) et induit
un isomorphisme

HE (Y, Qu(n — 1)) = (Pic(¥5,) ® Qo).

Or pour toute paire d’entiers ¢ et j, on a

. 1 )
Tr(Frp | Hey (g, Q) = WTr(Frp | He (V5,5 Qu))-

p
Par conséquent,
1 2n—3
Ap(V) = 1+ g Tr(Fryp | Pic( V5, )€ Q) +Z ﬁdeV Tr(Fry [ He (Y5, Qo).

Mais par la conjecture de Weil démontrée par Deligne sur les valeurs propres
des endomorphismes de Frobenius [Del, théoréme 1.6], on a des inégalités

| Te(Fry | Hiy (Y5, Qo)| < 4Fy” dim H (Y, , Qo).

Or le i-éme nombre de Betti étale dim Hgt(”f/fp,Qg) est constant sur les
places p de bonne réduction (cf. [Sell p. 19-02]) et donc

1 1
dp(V):1+ﬁFp r(Fry | Pic(%& )®Q)+O<ﬁ 3/2>

D’autre part les valeurs propres de Fry, sur Pic(%f ) qui est isomorphe a
Pic(VEg) étant des racines de 'unité, on a egalement

%Tr(Frp | Pic(¥4 )®Q)+0(ti 13/2>

Det(1—£F, ! Fry | Pic(%g, )0Q) = 1+rt
p

et il en résulte que

Erteemy O(ﬁFlg/2> ;
le produit de ces termes converge absolument. m
DEFINITION 2.10. Pour toute place p de F', on pose
Ap = Ly(1, Pic(V)).
2.6. Mesure de Tamagawa. Afin de normaliser la mesure nous aurons

besoin de prendre le résidu de la fonction L associée a Pic(V) et donc du
lemme suivant :
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LEMME 2.11. Le produit eulérien

IT Ze(s Pic(V))

pEMF

converge absolument pour Res > 1 et définit une fonction L(s,Pic(V)) qui
se prolonge en une fonction rationnelle de q=° sur C avec un pdle d’ordre
t =rgPic(V) en s =1.

Preuve. La convergence pour Res > 1 résulte de la définition et du fait
que les valeurs propres du Frobenius agissant sur Pic(V) sont des racines de
I'unité.

Soit Fr,,, 'élément du groupe Gal(F/F) envoyant  sur 2%¢. La fonction
L est alors donnée par le produit eulérien

. = 1
L(s,Pic(V)) = H FOE e a—
= Det(1 — #r(x) = Fry, 1 Pic(V) @ Q)

ot () désigne 'ensemble des points fermés de € et x(x) le corps résiduel

en x. Notons (a;)icr les valeurs propres de Fry,. agissant sur Pic(V) ® Q et
(m;)ier leurs multiplicités. On obtient

L(s,Pic(V H H )1[){(1 qu HZ (€, q )

el CEG(K(O) el

ou Z(%,t) est la fonction zéta de € définie par

Z(6,t) = exp<z W(F;F)ﬂ‘)

n>0

Par le théoréme de Weil Z(%,t) est une fonction rationnelle de ¢ avec un
pole d’ordre 1 en t = ¢~ '. De maniére plus précise, on a en fait

Det(1 — tFr, | HA (%, )

(1 —)(1 —qt)
Ceci implique la deuxiéme assertion. m

Z2(€.t) =

DEFINITION 2.12. On considére la mesure de Tamagawa

. . = 1 _
wWH = (llﬁ)ﬂi(s — 1)tL(S, PlC(V)))W H )\p ILUp,
qF peEMp
et le nombre de Tamagawa de V relativement a la hauteur H est défini par
(V) = wu(V(F))
oit V(F) désigne I’adhérence des points rationnels de V' dans I'espace adé-
lique V(Ap).
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3. Présentation du résultat

3.1. Facteurs «(V) et 5(V). Nous allons maintenant définir I’analogue
de la fonction caractéristique xc 4 (v), qui remonte a [Koel, et qui fut intro-
duit dans le contexte des conjectures de Manin par Batyrev et Tschinkel
dans [BT1T]. Cet analogue est fourni par le facteur local de la fonction L de
Draxl associée au cone effectif (cf. [D]).

DEFINITION 3.1. Soit M un Z-module libre et C' un cone rationnel polyé-

drique strictement convexe de M ®R, c’est-a-dire qu’il existe une famille finie
(mi)i<i<r d’éléments de M telle que C' =)' | R>om; avec C'N—C = {0},
On note CV le cone dual défini par

CV={ye (M®R)"| V2 €C, (z,y) > 0},
et CO Dintérieur du cone C. On pose, pour tout s € CO + iM,
Ly(s,M,C)= Y ¢ ¥*.
yeCvnMVv

Par définition du céne dual cette série converge absolument sur le cone ouvert
CO + iM, et si m appartient a U'intérieur de C, la fonction qui & s associe
Ly(sm,M,C) a un pole d’ordre rg M en s = 0.

On pose

a*(V) = (log q)" lin%) stLq(sw‘jl, Pic(V), Cegr(V))
ou t désigne le rang de Pic(V) et
_ (V)
a(V) = Tk
Enfin, comme Batyrev et Tschinkel, on pose

B(V) = ¢H' (F,Pic(V))

bien que ce terme soit trivial dans les cas considérés ici.

REMARQUE 3.2. La fonction L4(s, M,C) est périodique de groupe de
période contenant (27i/log ¢) M. 1l résulte de la définition que o* (V') dépend
du réseau Pic(V), du cone Ce(V') et de I’élément wy,* mais est indépendant
de gq.

NoTATION 3.3. La fonction caractéristique du cone Ceg(V') est définie
par

Vs € Ceﬂ”(v)oa XC’eE(V)(S) = S e—(s,y) dy.
Ceff(v)v

DEFINITION 3.4. Si f est une fonction méromorphe sur un ouvert d’un
C-espace vectoriel W, nous dirons que f admet une expression rationnelle
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en des puissances de q s'il existe une base (x;)1<i<n de WY et une fonction
rationnelle
ReC(Th,...,T,)

telles que pour tout s en lequel f est défini on ait
f(s) = R(q<X17'S>7 .. 7q<Xn7's>).
PROPOSITION 3.5. Awec les hypothéses précédentes, la fonction
s Ly(s,Pic(V), Ceg(V))
admet une expression rationnelle en des puissances de q et

a*(V) = xcaon(wi') € Q.
REMARQUE 3.6. La raison pour laquelle nous avons substitué¢ L,
a X, q(v) dans ce cadre est, qu'étant périodique comme la fonction zéta des
hauteurs lorsque le systéme de hauteurs vérifie la propriété (P), Ly (-, Pic(V),
Cet(V)) devrait avoir le méme lieu singulier que (y g au voisinage de
wy!' +iPic(V) ® R.

Démonstration de la proposition 3.5. Rappelons qu’'un céne C' de M @ R
est dit régulier s’il est de la forme

T
E R>om;
i=1

ou (m;)1<i<r est une sous-famille d’une base de M. Plagons-nous tout d’a-
bord dans le cas ot C' est un cone régulier d’intérieur non vide. La fonction
Ly(-, M, C) s’écrit alors
n
Ly(s,M,C) =[]0 = gty !
i=1
et la premiére assertion est immédiate. En outre, si (m;, s) = 1 pour 1 <i<mn,
alors par [BTI1L Proposition 2.4.5], on a I’égalité
n
xc(s) = 1 ;
i—1 %
la deuxiéme assertion en découle aussitot. Dans le cas général (cf. [Ol p. 23]),
on écrit CV comme support d’un éventail régulier X, ¢’est-a-dire que X est un
ensemble de cones polyédriques rationnels strictement convexes de MV @ R
tels que:

(i) sio € X et si o/ est une face de o, alors o/ € X';
(ii) sio,0’ € X, alors 0 N o’ est une face de o et de o”;

)
ﬁil; CY =Uyex0;

(iv) tout o de X' est régulier.
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Alors si on note ¥® Densemble des éléments de ¥ de dimension i et n la
dimension de M, il existe des entiers relatifs p(o) pour o € X tels que

Lo(s,M,C)= Y Ly(s,M.0")+> > plo)> ¢ W

cex(n) i<n gex(i) yET
et
o) = 3 xels),
oex(n)
et les deux assertions résultent du cas précédent et du fait que ’ordre du péle
en 0 de la fonction s — Zyea q_<y’5“’\71> est 4 si le cone o est de dimension ¢. m

3.2. Expression de la constante. Nous allons maintenant définir la
constante qui apparait comme résidu de la fonction zéta des hauteurs.

DEFINITION 3.7. On pose
(V) = (V)B(V)tu(V),  0u(V)=aV)B(V)ra(V).

3.3. Géométrie des variétés de drapeaux généralisées. Dans la
suite nous nous intéressons & la situation suivante :

NoTATIONS 3.8. Dans la suite, G désigne un groupe algébrique linéaire
lisse semi-simple et connexe sur F, et P un F-sous-groupe parabolique lisse
de G. On note V' le quotient P\G et 7 : G — V' la projection canonique. Par
[BoTi2, proposition 2.24], le revétement universel G de G est défini sur F.
Quitte a remplacer G par G et P par son image inverse dans G, on peut
donc supposer que G est simplement connexe.

Pour tout groupe algébrique linéaire H sur F', on note Lie(H) l'algébre
de Lie restreinte de H, ZH son radical et %, H son radical unipotent. Le
groupe des caractéres de H sur F est défini par

X*(H)F - HomSpecF(Ha Gm,F)
et le groupe de cocaractéres par
X*(H)F - HomSpecF(Gm,F’ H)

On note Py un F-sous-groupe parabolique lisse minimal de G contenu
dans P. On note T un tore maximal de ZP, et S sa composante scindée.
On a donc les inclusions

ScTcP CPcCAG.
On fixe également un sous-groupe de Borel B de G* tel que T° C B C Fj.
On note @ (resp. p®, &1, p®T) les racines de T (resp. S, T%, S) dans
G? (resp. G, B, Py), A la base de @ associée a T et pA celle de p& corres-
pondant & pdT. L’application de restriction de 7" & S induit une application
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(cf. |Bo, §21.8]) dont I'image contient pA. Le groupe de Weyl de & (resp.
r®) est noté W (resp. pW). Pour tout o de A (resp. pA), on note & la
coracine correspondante et w, le poids fondamental associé.

Pour toute partie J de pA, on note pWj; le sous-groupe de pW engendré
par les s, pour a € J, et pPj le F-sous-groupe parabolique

rPy=PorW;F.
On obtient ainsi une bijection entre les parties de pA et les F-sous-groupes
paraboliques de G contenant Py avec
Po=rF et G= FPFA-

On note gl (resp. I) la partie de pA (resp. A) correspondant & P. On a
donc

I=j""(r1U{0})
Par [San|, proposition 6.10], on a une suite exacte
0— F[V]*/F* — F[G]"/F* — X*(P)r — Pic(V) — Pic(G).
Il résulte du théoréme de Rosenlicht [R, Theorem 3| que F[G|*/F* est iso-
morphe au groupe X*(G)p et donc trivial, et de [San, lemme 6.9(iii)] que
Pic(G) est nul puisque G est supposé simplement connexe. On a donc un
isomorphisme canonique
¢ X*(P)p = Pic(V)

qui peut étre décrit de la maniére suivante : si y est un caractére de P
sur F, alors x peut étre vu comme fibré en droites sur Spec F' muni d’une
action de P et comme fibré en droites sur V, et ¢(x) est défini comme le
produit restreint G x* y. Autrement dit, ¢(x) est la classe du faisceau L,
dont I'espace des sections I'(U, L, /) sur un ouvert U est I'ensemble

{fel(x'(U).0c)| Yy e n ' (U)(F), ¥p € P(F), f(pg) = x(p)f(9)}-
Par [P1) lemme 6.2.10], 'image de X*(P)ps dans X*(T')ps coincide avec
le sous-réseau engendré par la famille (wqy)aeca—1, et le cone des diviseurs
effectifs est donné par

Cet(V") = ) Rxo(—wa).
acA-T
L’image de X*(P)r dans X*(T')ps a donc pour base la famille
(3 ) epar
[Bejz_;(a) OCEFA—FI
et Ceg(V) est donné par

(3.1) Y RZO(— 3 m).

a€EpA—pl Bej—1(a)
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Pour tout J C pA, on note gty le radical de Lie(pPs) et on pose
t = pt,r. La représentation adjointe définit une action de P sur v et le
fibré cotangent _Q‘l/ /p ©st isomorphe au fibré G x? ¢ associé. En prenant les
puissances extérieures maximales, on obtient

¢o(dett) = wy.
On note .
pp = §dett € X*(P)r®Q.

L’image de pp dans X*(S)p par la restriction coincide avec la demi-somme
des racines de S comptées avec des multiplicitées égales & la dimension de
leur espace propre dans t.

Notons en outre que tout choix de bases des sous-espaces propres de gty
pour l'action de S définit un isomorphisme de F-espace vectoriel dett = F
et donc un isomorphisme

wy = L2pp-

REMARQUE 3.9. Il résulte des descriptions de Ceg(V) et de wy' que
w‘}l appartient & Ceg(V)© et que V vérifie 'hypothése (i) des hypothéses
géométriques ainsi que I’hypothése (iv). L’hypotheése (ii) résulte de [Ke|
p. 575| et, du fait que P est supposé réduit, la condition (iii) résulte de la
description du groupe du Picard et la derniére du fait que V est rationnelle.
La variété vérifie donc I’ensemble des hypothéses géométriques.

3.4. Hauteurs sur les variétés de drapeaux. Comme dans [FMT],
nous allons tout d’abord nous restreindre au cas des hauteurs définies par des
sous-groupes compacts maximaux. Le but de ce paragraphe est d’en rappeler
la construction.

NotaTiONS 3.10. Par la décomposition d’'Iwasawa (cf. [T} §3.3.2]), il

existe pour toute place p de I’ un sous-groupe compact maximal K, de
G(F}) tel que

(3.2) G(Fyp) = Py(Fp) K.

En outre, si ¢ est un modéle de G sur un ouvert de ¢, alors par [T} §3.9.1],
on peut supposer pour presque toute place p de F' que

On pose K = HpeMF K. Pour tout caractére x de P, pour toute place p
de F, on considére la métrique || - ||, sur L, définie de la maniére suivante :

si U est un voisinage ouvert de x, s une section de L, non nulle en z, et s
I'élément de I'(7~(U), Og) qui lui correspond, alors

Vk e Ky, w(k) =z = [s(@)lp=[5(k)lp-
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L’existence d’un tel k est assuré par , et le terme de droite est indépen-
dant de k puisque tout morphisme continu de P(F,) N K, dans R est
trivial.

Le systéme de métriques (|| - ||p)penr, ainsi défini est bien adélique. En
effet, soit & 'adhérence de P dans 4. Quitte & augmenter S, on peut sup-
poser que & est un sous-groupe parabolique de & sur ¥ — S et le quotient
P\Y, bien défini par [Dem) proposition 1.2|, fournit un modéle ¥ de V' sur
¢ — S. On considére alors le faisceau .Z, sur 7" dont I'ensemble des sections
sur un ouvert % est

{feD(x= (%), O4) | Vg € 7= (%)(F), Vp € P(F), f(pg) = x(p)f(9)}
pour tout ouvert % de ¥. Quitte a augmenter S, on a que %, est un fibré
en droites et un modele de L, et pour tout p € My — S tel que K, = 4(0})
et tout « de V(F}) se relevant en un élément k de K, la Op-structure de
L, (z) définie par L, est induite par la Op-structure de Og(k) induite par
Uy, ce qui montre que || - ||, coincide avec la métrique définie par .2, .

L’application
X = (L, (I lp)pentr)
définit un systéme de métriques adéliques sur V' qui vérifie de surcroit la
propriété (P). Nous noterons H g ce systéme de hauteurs. Nous omettrons
K dans cette notation lorsqu’aucune confusion ne sera possible.

3.5. Enoncé du résultat. Nous pouvons maintenant énoncer notre
résultat principal :

THEOREME 3.11. Awec les notations qui précédent, la fonction zéta des
hauteurs Cy . (8) converge absolument pour

s€wy! +Ce(V)°? +iPic(V)® R

et s’étend a Pic(V) @ C en une fonction méromorphe qui admet une expres-
sion rationnelle en des puissance de q. En outre, la fonction méromorphe
sur C qui @ s associe Cy,py (swy;') a un pole d’ordre t = rg Pic(V) en s = 1

avec . . . i}
ll_)H% (s = 1)"CvHy (swy, ) = 6%(V).

4. Démonstration du résultat

4.1. Fonction zéta et séries d’Eisenstein. Comme dans [EMT) §2],
la démonstration est basée sur le fait que la série zéta des hauteurs coincide
avec une série d’Eisenstein, ce qui permet d’appliquer les résultats démontrés
par Morris dans [M1] et [M2| pour ces séries.

NOTATIONS 4.1. Pour toute partie J de g4, on note Sy le tore

()
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ol pour tout groupe algébrique H, on désigne par H° sa composante neutre.
On pose également

My =Zc(Ss), FNj=Ru(rPs).
Le groupe parabolique g Pj est alors le produit semi-direct de p M par pN ;.
La restriction induit un isomorphisme
X*(pPy) = X*(pMy).

Dans la suite, on posera

0y = X*(pMy) ©7 C —= X*(S)) ©7 C
et on notera M (resp. N, a, My, Ny, ag) pour pM . (resp. pN,1, a1, My,
FN@, a@).
Pour tout place p de F', on définit un morphisme
Hpy: M(Fp) — a”
par la relation
Vx € X*(M), Vz € M(Fy),  [x(2)lp = ¢"Tre &),
et Hp : M(Ap) — aV est défini comme la somme des morphismes Hpy. On
étend Hp en une application de G(Ar) dans a¥ de la maniére suivante :

Vn € N(Ap), Vm € M(Ap),Vk € K, Hp(nmk) = Hp(k).

Pour tout sous-groupe compact ouvert K’ de K, on notera ¢°(P, K')
I’ensemble des fonctions continues

v: P(Ap)\G(Ap) — C
telles que ¢ soit K’'-finie & droite (i.e. l'espace vectoriel engendré par les
translatés de ¢ par les éléments de K’ est de dimension finie). Si ¢ appartient
a€°P, K') et £ & a, on définit
Vg € G(AF), Teplg) = a7 p(g).

DEFINITION 4.2. Si ¢ € €°(P, K') et £ € a, la série d’Eisenstein associée

a @ et & est définie par
Vg e G(Ar), Ef(p.&9)= Y., Terppp(v9).
YEP(F)\G(F)

D’aprés un lemme de Godement |[MIl §2.2.2, Lemma, p. 118| cette série
converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de G(Ap) dés que
Re(¢ — pp) appartient & Cp, ou Cp est la chambre de Weyl définie par

VOJEFA—FI, ()\,d)zo.
On notera E(¢,) la fonction EG(1,¢,-).

PROPOSITION 4.3. La série définissant la fonction zéta des hauteurs
Cv.(8) coincide avec celle définissant ES (s — pp,e).
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Démonstration. Par [Bd, Proposition 20.5|, l'application 7 : G(F) —
V(F') est surjective. Il suffit donc de vérifier que pour tout élément g de G(F),

H(x)(w(g)) = ¢!,

On écrit donc g = nmk avec n € N(Ap), m € M(Ar) et k € K. Soit s
une section de L, sur un voisinage ouvert U de m(g), non nulle en 7(g) et
correspondant & un élément § de I'(G, ﬁg). Par définition on a

H i (x H [s(m(9)llp = H 15 (Kp)5 -
pEMp peEMp

Mais par la formule du produit, [[,c,,, [8(g)]p =1 et donc

(TT Ixtmpmp)ls) TT 15Ck)ls = 1.

peMp peEMp
On en déduit les égalités

H i (x) = I xtmplp= ] ¢"r+@x = ¢lfrox,
peMp peMp

COROLLAIRE 4.4. La fonction zéta des hauteurs (v rr, converge absolu-
ment dans le cone ouvert

wyt 4 Cet(V)© +iPic(V) ® R,
et s’étend en une fonction méromorphe sur C qui admet une expression
rationnelle en des puissances de q.
Preuve. D’aprés [BoTill, §12.12], on a
(4.1)
Va,o € pA, a;‘éo/é< Z w[;,o’z>>0et< Z wmvl>—0
pej~Ha) ~Ha)

Par conséquent, le cone Cp coincide d’aprés (3.1]) avec le cone Ceg(V). La
premiére assertion résulte donc de [M1l Lemma, p. 118] mentionné ci-dessus.
La seconde est un résultat de Morris [M2, §6.6, Lemma, p. 1164]. =

4.2. Ordre du podle au sommet du céne. L’objectif de ce paragraphe
est de démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 4.5. Le lieu des singularités de la fonction (v, mr, au voisi-
nage du point s = w&l coincide avec la réunion des hyperplans

{cr, A —w‘71> =0

pour o € pA—pl, chacun de ces hyperplans intervenant avec une multiplicité
au plus égale a un.
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REMARQUES 4.6.

(i) Nous verrons plus loin que la multiplicité est en réalité exactement
égale & un.

(ii) Le fait que les singularités soient hyperplanes résulte de la proposition
1.3 et de [M2, §6.6, Lemma, p. 1164].

Comme dans [EMT] §2] le principe de la démonstration est de considérer
la fibration

Po\P g P[)\G — VY,

et d’exprimer le terme constant des séries d’Eisenstein correspondant a Py\ P
et Py\G en termes des opérateurs d’entrelacements. Comme dans Harder
[Har, p. 278] ou Morris [M1], §4.3.4], ’étude des singularités des séries d’Eisen-
stein se réduit alors & la description de celles des opérateurs d’entrelacement
qui se déduisent des équations fonctionnelles et du cas de 'opérateur associé
& une réflexion.

NOTATIONS 4.7. Pour tout ¢ de €°(Py, K') et ¢ de a, la série d’Eisenstein
partielle E}I;O est définie par

E]P?O ((707 gag) = Z Tf-‘rppogp(’yg)'
YEP (F)\P(F)
Pour tout w € pW représenté par un élément w’ de A5 (S)(k), la fonction
C(w, §)p est définie par
Vg € G(Ar),
C(w,&)p(g) = | g{TTro (@' 09 &40m) (0~ nig) dn
”LU’NO(Ap)w’_lﬂNo(AF)\No(AF)

ot pour tout groupe unipotent U sur F', la mesure de Haar sur U(Ap) est
normalisée par

S du = 1.
U(F)\U(AF)
On note également Eﬁo(f,g) = Ego(l,g,g) et c(w, &) = (C(w,€)1)(e).

REMARQUE 4.8. Par |[MI1], §2.4.8, Theorem, p. 134] et [MI], §4.3.1, p.
167], on a les équations fonctionnelles

(42) C('Ujl, UQ&)C(’UJQ, 5) = C(’UJlUJQ, £)7
En outre, par définition, pour tout £ de a invariant par w on a

(4.4) c(w, & + &) = e(w, ).
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LEMME 4.9. Siw € pW, le lieu des singularités de la fonction c¢(w, ) au
votsinage du point X\ = pp, est égal a la réunion des hyperplans

(&, A= pp,) =0

o o décrit Uensemble {o € pA | wae < 0}. La multiplicité de chacun de ces
hyperplans est exactement égale & un.

REMARQUE 4.10. Dans le cas ou G est un groupe de Chevalley, ce résul-
tat découle immeédiatement de ceux de Harder [Har, p. 278|.

Démonstration du lemme 4.9. Comme dans [EMT, p. 429, si w = s,
avec a € pA il résulte de (4.4) que 'hyperplan défini par

(&, A= pp,) =0

contient le lieu singulier de ¢(sq, -) au voisinage de pp,. Le fait que ce pole soit

au plus de multiplicité un résulte de [M1} §3.5.2, Theorem(i)]. Pour montrer

que c’est effectivement un pole, il suffit d’écrire ¢(sq, ) comme produit de

facteurs locaux (cf. aussi la démonstration du théoréme ci-dessous).
En général, on écrit

W= Sqy - - Say

avec o € pA et ¢ minimal. On pose
Wj = Sa,pq -+ Sag-
Alors I'équation fonctionnelle fournit ’égalité
c(w, \) = c(5ay, W1A) - c(5a,, A).

Mais par [Bki, Ch. VI, §1.1.6, corollaire 2, p. 158|, on a que wj_lozj <0 et
que {a € p®' | wa < 0} coincide avec {w]-_laj | 1 <j <gq}. Il résulte alors
de [FMT) §8, Sublemma, p. 430] que

(g, wippy) = (&5, pry)
avec égalité uniquement si w;laj € pA. Comme dans [FMT], on déduit
alors du cas qui précede que c(sq,,w; -) est régulier au voisinage de pp, sauf
1

stw; aj € rA auquel cas la singularité est contenue dans I'hyperplan

<wj_1aja)‘ - PP0> =0

qui est de multiplicité un. =

Fin de la démonstration de la proposition . 11 résulte de [M1l, §4.3.4],
que les singularités de Ego(', g) sont dominées par celles de c(pw, A, ). Le
résultat est donc démontré dans le cas ot P = Fy. Dans le cas général, pour
tout & de

pry +Cpy +iX*(S) @ R
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le terme constant de Eﬁo est donné, d’aprés la démonstration de [M1, §2.3.1,
Lemma, p. 122|, par la formule

S Ego(f,ng)dn: Z C(w,f)q<HP0(g)vw§+2PP>‘
No(F)\No(AF) wErW o1

En prenant les systémes d’Eisenstein résiduels successifs (cf [M2, Example
3.11.2, p. 1130-1132|) on obtient pour tout £ de a la relation

tim (T (@ 0)) BE (A + € + pr,vg) = Cpgtir(o)€5200)

Acal a€rl
onat ={Ae X*(S)®R| X5, =0} et la constante Cp est définie par
(4.5) Cp = lim ( I] (@.x- pp0>)c(FwFI, A).
PP acpl

En sommant sur P(F)\G(F), on obtient

tim (T (@ 0)) Ef A+ €+ prys9) = CREE(E + pryg)
Aeal a€rl

et 'assertion pour Eg découle de celle pour Ego et du fait que Cp # 0.

REMARQUE 4.11. Il découle de la démonstration précédente que

(- J] (@) EE(E+pp.g) = Ca/Cr
§—0
a€Ag—pl
et donc, par la proposition
- C
(16) tim (s~ )50 (s~ D) = (T (6.20) ) 2
7 acpA,g P

4.3. Valeur de la constante. Par la remarque précédente, pour clore
la démonstration, il suffit de comparer Cq/Cp et 65,(V), ce qui redémontrera
du méme coup que C/Cp est une constante non nulle et que les multiplicités

des hyperplans (&, &) = 0 sont bien égales a un.
THEOREME 4.12. On a la relation
. Ca .
(4.7) (TI (a200)) &2 = 03V,
P
aEFAFI

Pour démontrer ce résultat, il nous faut d’abord écrire 'opérateur d’en-
trelacement comme produit d’opérateurs locaux que nous allons maintenant

définir.

NoOTATIONS 4.13. Pour toute place p de F, on note g, S un tore scindé
maximal de G, tel que

FSF, C ;S C Pog,,
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on note g, Pp un sous-groupe parabolique minimal de G g, tel que
7S C P C Pop,

et g, N son radical unipotent. Quitte & modifier le choix de certains des
compacts Kp, on peut supposer que

G(Fy) = k, Po(Fp) Ky
On note F, @ le systéme de f, S dans G F, et R, A la base de F, @ correspondant
a g, Po.

Si J est une partie de g, A, on définit comme précédemment le sous-
groupe parabolique g, Py, I'algébre de Lie g,t;, le C-espace vectoriel g,ay,
I'élément g, wy du groupe de Weyl, le caractére Pr, Py €t la fonction HFp Prp-
On se donne en outre des bases des sous-espaces propres de g, ty pour l'action
de g, S de sorte que pour toute partie J de pA, I'isomorphisme de F-espaces
vectoriels

Adim Fey (th ® Fp) = Iy
induit par ces bases coincide avec celui induit par les bases choisies sur F'.

Si U est un F, groupe unipotent de g, Py ou de son opposé, alors ces
bases définissent un isomorphisme de variété de U sur A‘}ime, ce qui permet
de normaliser la mesure de Haar sur U(F}).

Quitte & modifier & nouveau certains des Kp, on peut fixer pour tout w
de pW des représentants @ appartenant a A (S)(F) N K.

DEFINITION 4.14. Pour tout A de pag, et tout w de pW, on considére
Fep(w, A) = S exp((Hpy p(W0'n), A + pp,)) dny.
[@pN(Fp )0~ NpN(Fp)\pN(Fp)
REMARQUE 4.15. Le quotient C¢/Cp se met alors sous la forme

(48) CG 1 <(§é,)\> H Fcp(FwFA;)\+pPO)

s a— .
Cp  qu—Ddmv 315 rep(Fwi, A+ ppy)

acpA-I pEMFE
DEFINITION 4.16. Pour tout A de g, a9 et tout w de g, W se relevant en
w' e K,
cp(w, \) = | exp((H, pyp(w' ™" Mpy, p))) dnp.
[’y N(Fp)w' =" N, N(Fp)\ 5, N (Fp)
REMARQUE 4.17. Casselman donne dans [Cas| une expression explicite

pour cp(w, A); en reliant pcy(w, A) & ce terme, on obtiendra une expression
explicite pour ce dernier.

LEMME 4.18. Le volume de la variété a la place p vérifie

FCP(U)FA7 pPo)
Fy)) = ——————=.
wp(V( P)) Fcp(wplva(])
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Preuve. Ceci résulte immeédiatement de la démonstration du
lemme 6.2.7 dans [PI]. =

LEMME 4.19. Awec les notations précédentes on a la relation
Fep(FwWpa A+ ppy) cp(wFpA, Res \ + prp)
FCP(FwFI’)‘+pP0) Cp(wFplvReSA+prp)

ou g, I désigne la partie de FpA correspondant a PFp.
Preuve. Ce lemme se montre comme le lemme 6.2.8 de [PI]. =
NOTATION 4.20. On note

Ap,= > wa € Pic(Vh) = X*(Ry)r C ap.
a€j~H(rA)
LEMME 4.21. Le produit

[T Ze(s. Pic(V))~

peMp

1CP(prFpA7 (s —1)Res App+ prPO)
Cp(prFI’ (3 - 1) Res )‘FP + Pr, Po)

converge absolument au voisinage de s = 1.

Preuve. Comme dans la démonstration du lemme 6.2.12 de [P1], cela
résulte de 'expression explicite de cp(w, x) donnée par Casselmann. =

LEMME 4.22. La constante a* (V') est donnée par la formule
HaEFA—F]<d7 )\FP>
HQGFA—FI<6[7 2pP>

Preuve. Ceci résulte immédiatement de la description de Ceg(V') donnée
par (3.1) et du fait, déja indiqué en (4.1), que la matrice de changement

de base passant de (@)acpa & la base duale de (3 gcj-1(0) @placya est
diagonale. m

Démonstration du théoréme . Par la formule (4.8)), le quotient C/Cp
vaut
IT (&Aem)
a€pA—pl v : rg Pic(V) FCP(wFA’ (s = DApp, + Prpy)
. lim(s — 1) H .
q(gil)dlmv s—1 Fcp(wFI7 (3 - 1))\FPO + pFPO)

o (V) =

peMp

Pour tout p de Mp, on note Ay(s) = Ly(s,Pic(V)) et le quotient Cq/Cp
s’écrit

&, A - -
HQEZ@_%{;MV rh) lim [(s — 1)®PieV) (s, Pic(V))

< T Mls)™ Fep(Wpa, (s — DAopy + pppy)

pe My FCp(wFIa (s — 1))\FP0 + pFPO)
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Par les lemmes [£.19] et [£.2], le produit du bas converge absolument au voisi-
nage de 1 et le quotient Cc/Cp se met sous la forme

3 lim,_ (s — 1)'8PeV) L(s, Pic(V))
H (@ Apry) -1 dimV

a€pA—pl

% H )\p(l)_l FCP(wFA7 pFPO)

pEMp FCP(wFI7pFPO)

= H <d,)\FPO>THK(V)7

acpA—rl

ce qui conclut la démonstration. m

Je tiens a remercier Laure Blasco pour ses précieuses indications.
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