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1. Introduction et description des résultats

1.1. Fonctions multiplicatives aléatoires. L’étude des sommes de
fonctions multiplicatives est un domaine central de la théorie analytique des
nombres. Ces fonctions possedent, dans la plupart des cas intéressants, un
comportement statistique complexe.

D’ou l'idée, mise en pratique par plusieurs auteurs, de considérer des
fonctions multiplicatives aléatoires, dont les variations, que I'on peut appré-
hender par les outils de la théorie des probabilités, fournissent un modele
pertinent de la situation arithmétique. Selon les hypotheses effectuées sur
les variables aléatoires en cause, de tels modeles peuvent étre adaptés aux
diverses situations concretes rencontrées en théorie des nombres.

La voie privilégiée par Wintner dans [14] consiste ¢ considérer, pour
chaque nombre premier p, une variable aléatoire de Bernoulli f(p), prenant
les valeurs 1 et —1 avec probabilité 1/2, et a étendre par multiplicativité
cette fonction f a 'ensemble des entiers sans facteur carré. Ceci donne lieu
a la définition suivante.

DEFINITION 1.1. Notant P I’ensemble des nombres premiers, soient
{f(p)}pep une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes
prenant les valeurs +1 et —1 avec probabilité 1/2, et f la fonction mul-
tiplicative définie pour n € N* par

fn) == pm)* T f@)-
pln

Sous ces hypotheses, nous dirons que f est une fonction multiplicative aléa-
toire au sens de Wintner.
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Posons
M) =Y f(n) (2> 1),
n<zx

Une mesure de 'indépendance statistique des facteurs premiers des en-
tiers est obtenue en comparant la fonction sommatoire de telles fonctions
multiplicatives aléatoires a celle d’'un modele probabiliste, comme par exem-
ple celui d’une somme de variables aléatoires centrées indépendantes relevant
du théoreme central limite.

Citons un premier résultat de Wintner [14] allant dans cette direction.
Nous utilisons dorénavant la mention pspour qualifier une assertion aléatoire
valide presque serement.

THEOREME A. Soit f une fonction multiplicative aléatoire au sens de
Wintner. Pour tout € > 0, nous avons
M(z) < /2t (z>1) ps.

L’enjeu essentiel du probleme est de comparer le cas étudié ici au cas
sans contrainte arithmétique, c’est-a-dire f(n) = +1 avec probabilité 1/2,
pour lequel la loi du logarithme itéré fournit ’estimation

My (z) < y/xlogy ,

et ainsi d’élucider I'influence de la condition arithmétique de multiplicativité.
Dans un travail non publié, Erdds obtient 'existence d’une constante
c1 > 0 pour laquelle on a la majoration

My(z) < vz (logz)  ps.
Haldsz [5] précise cette majoration et établit le résultat suivant.

THEOREME B. Soit f une fonction multiplicative aléatoire au sens de
Wintner. Il existe une constante ca > 0 telle que l'on ait

My(z) < \/ze?V (logz@)logs ™ (1 > 16)  ps.

Dans une version préliminaire [9] (améliorée depuis) d’un récent travail,
Lau, Tenenbaum et Wu précisent encore cette majoration et obtiennent,
pour une fonction multiplicative aléatoire au sens de Wintner f,

(L1) My () < v/ (logg 2)*/**¢  ps.

1.2. Entiers friables. Nous utilisons la notation P (n) (resp. P~ (n))
pour le plus grand (resp. petit) facteur premier d’un entier n avec la con-
vention Pt (1) := 1 (resp. P™(1) := o0). Un entier dont le plus grand fac-
teur premier ne dépasse pas y est dit y-friable. Nous désignons par S(zx,y)

(*) Ici et dans la suite, nous désignons par log, la k-iéme itérée de la fonction loga-
rithme.
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I’ensemble des entiers y-friables inférieurs ou égaux a = et par ¥(z,y) son
cardinal. Pour une fonction arithmétique f, nous posons de plus

lI/fxy Z f(n

nes(z,y)

Nous notons
l‘p*(x7 y) = w;ﬂ (xa y)
le nombre des entiers y-friables, sans facteur carré et n’excédant pas x.
L’étude de la friabilité et de son interaction avec les criteres usuels
de description utilisés en théorie probabiliste des nombres constitue une
branche essentielle de I'arithmétique. Ce sujet fait I’'objet d’une importante
littérature depuis les années 1950, en particulier ces vingt dernieres années.

1.3. Résultats. Nous nous proposons ici d’étudier les sommes friables
V¢ (x,y) d'une fonction multiplicative aléatoire au sens de Wintner f.

Un raisonnement statistique laissant augurer que les termes de la somme
se comportent comme des variables aléatoires indépendantes, il est raison-
nable d’espérer que la somme se comporte comme la racine carrée du nombre
de termes, éventuellement multipliée par un facteur a faible croissance en x
et y.

Posons ¥(y) := Zpgy logp. Nous pouvons a présent énoncer notre
résultat principal.

THEOREME 1.2. Soit f une fonction multiplicative aléatoire au sens de
Wintner. Pour tout e > 0, il existe des constantes positives c3, cy, c5, Cg telles
que nous ayons presque surement

< 7z (logy 1)¢ si x>y > posllogze)/logy
et x > 16,
T+ (z,y) e (logz)  siy < xes(oss»)/logzz
I(y) > cglogx et x > 16.

Wy (,y)

REMARQUES. (i) Dans le cas particulier y = =z, il est & noter que le
théoreme précédent fournit une amélioration du résultat (|1.1)) :

M(2) < Vi (logy 2)**  ps,

(ii) Lorsque 9¥(y) < logz et & > 2, nous avons
0 avec probabilité 1 — 27 7W)

!p .1'7 =
(@) { 27(¥)  avec probabilité 2-7(y),
En effet, dans ce domaine, on a

Up(oy) = Y, fln) =]+ fp) =0

Pt+(n)<y P<y
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si et seulement s’il existe p < y tel que f(p) = —1, ce qui intervient avec
probabilité 1 — 2-7®).

Le théoreme [1.2] implique le résultat suivant.

COROLLAIRE 1.3. Soient f une fonction multiplicative au sens de Wint-
ner et € > 0. Il existe une constante positive C, telle que, pour x,y > 2 et
y > C.log z, nous ayons

Wy (2,y) < U (2, y) /2T

2. Lemmes

2.1. Evaluation d’une somme de fonction multiplicative. Nous
désignons par »_“° une sommation dont l'indice entier n est soumis & la
condition p|n =y <p < z.

Pour 3 > 2, nous posons de plus L(y) := exp{(logy)*/®/(logy y)*/°}.

La majoration suivante, obtenue par Lau, Tenenbaum et Wu ([9]) pour
certaines sommes de fonctions multiplicatives, prolonge le lemme 3 de [5].

LEMME 2.1. Soient v,6 >0,y > 2, k > 1 et a,b € N* tels que b > a.
1l existe des constantes cy,cg,cg > 0 telles que nous ayons, uniformément

pour v > cs/L(y)® ety > {b/(b— a)}'*?,

Zy,yl‘*“/ M(r)Q,‘Q“’(T) < c7b — aFJeQ'm.
logy

a<r<b

Démonstration. En suivant la méthode employée par Haldsz dans [5l
lemme 3(ii)], il vient

Yyt w(r 1 vyt w(m
A= ST 2@ < N )2t N ogp,

~ loga
a<r<b m<b/y a/m<p<b/m

Notons que 'on peut supposer b > y, car dans le cas contraire, la somme a
estimer est nulle. Observons également que les hypotheses y > {b/(b—a)}' 10
et m < b/y impliquent

Le théoreme de Brun-Titchmarsh (voir [10, théoréme 1.4.16]) nous permet
alors, pour m < b/y, de majorer la somme en p de la fagon suivante :

Y logp<logb/m) Y 1<l losb/m)

a/m<p<b/m a/m<p<b/m m log((b - a)/m)
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La relation (2.1) implique par ailleurs que

A<e (b — a)klog(b/m) Zy,y1+7 p(m)2kem)

" {log a) log((b — a)/m) 2= h

(b—a)k K
< ~ 7 14+ —].
= €10 loga H + D
y<p<yltv

On conclut en faisant usage de ’estimation suivante, découlant par exemple
du lemme 3.6 de [3] :

1 1
Y —=log(l+9) +O<L(y)cg> <2y,

y<p<ylty

des lors que v > ¢g/L(y)®. m

2.2. Espérance de fonctions multiplicatives aléatoires. Le lemme
suivant est di a Bonami [1]. Haldsz ([5, lemme 2]) en a donné une nouvelle
démonstration. La formulation donnée ici est adaptée au cas des fonctions
multiplicatives aléatoires.

LEMME 2.2. Soient f une fonction multiplicative aléatoire au sens de
Wintner, | > 2 un entier pair, et {an}n>1 une suite de nombres complezes.
Nous avons

{(Sanso) }] < (Smnrlonra- )"

Cette majoration s’avere cruciale pour évaluer les moments d’ordre pair
de fonctions multiplicatives aléatoires.

REMARQUE. Pour | = 2 et {a,}n>1 égale a la fonction indicatrice des
entiers y-friables inférieurs a x, la majoration fournie par le lemme précédent
est en fait une égalité. Nous avons en effet

(2.2) E(@f(z,y)?) = 0 (2,y) (2,9 >2).
Cela résulte du développement du carré sous la forme
By =E{ > fmim}= Y EFmim).
m,neS(x,y) m,neS(z,y)

Il suffit ensuite d’observer que, si m et n sont sans facteur carré et m # n,
il existe un nombre premier p tel que p || mn @ Il en découle

E(f(m)f(n)) = E(f(p))E(f(mn/p)) =

(%) Ici p” || a signifie : p* | a et p**' fa.
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2.3. Entiers friables sans facteur carré. Le résultat suivant, obtenu
par La Bretéche et Tenenbaum [2], fournit une description de la répartition
des entiers friables sans facteur carré dans les petits intervalles.

LEMME 2.3. Soit K > 1. Nous avons, uniformément sous les conditions
x>y>2etmax(l,zy ") < z <z,

z
Vi + 2,y) = (2, y) < (2, y).

Posons a présent ¢(s,y) ==Y ., log(1+1/p®) (s > 0) et désignons par

Py
a = a(z,y) 'unique solution positive de ’équation
logp
(2.3) —@(ay) =) —>— =logu.
Py L+p

Par ailleurs, nous désignons par 3 := [(z,y) 'unique solution positive de
I’équation

Pour t > 0, t # 1, nous définissons £(¢) comme 'unique solution réelle
non nulle de I’équation

et =1+,
et posons £(1) = 0.
Rappelons que pour £ > 0, x > z¢(¢) et (logz)'™ < y < 2, nous avons
les estimations (voir (7.8) de [7] et (2.17) de [2])
o(z,y) } £(u) < 1 1 >
9.4 —1- +0 n ,
24 sy S = logy T O\Lw) T ullogp?

ol nous avons posé
Le(y) = exp{(log y)*/*~}.

Le résultat suivant est un analogue du théoréme 2.4 de [3], énoncé ici
dans le cas des entiers friables sans facteur carré.

LEMME 2.4. Il existe des constantes absolues positives by, ba, et une fonc-
tion b = b(x,y;d) € [b1, ba] telles que, sous les conditions

x>y>2  Y(y)>2logx, 1<d<u,

nous ayons uniformément

()Tl ).

ou t := (logd)/logy, u, :=u+ (logy)/log(u +2), et @ = a(x,y) est défini

par .
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Démonstration. Notons que nous pouvons supposer x et y assez grands.
En effet, lorsque x est borné, le résultat est acquis sous réserve que les con-
stantes implicites des termes d’erreurs soient choisies suffisamment grandes.
Si y est borné, la relation ¥(y) > 2log x implique que = est borné & son tour,
d’ou le résultat. Nous supposons donc dans toute la suite que x et y sont
suffisamment grands.

Plagons-nous tout d’abord dans le domaine

(2.6) y > (logz)3, x> xo.

Nous pouvons faire appel aux résultats de [3] concernant le comportement
local de ¥(x,y). Au vu de l'estimation , nous avons 3 > 3/5, dés que y
est assez grand. Les quantités ((23,y) et Hpgy(l + p~28) étant bornées, le
corollaire 2.6 de [3] nous permet alors d’écrire

v =it 0) )

ol nous avons posé, pour y > 2,

o= Y L=T1 (1_;)_1.

P+ (n)<y p<y

Nous avons d’une part

¢(26,y) = ¢(26) + O(1/uy),

et d’autre part

(B — a)(log p)? (p? — p*)logp 2log p
— 1
Z 5_1 <<Zp_|_1 5_1) z;/(pa+1)(pﬁ_1)<< ’

P<y
ce qui implique encore
B —a < 1/(u(logy)?).

Le théoreme 2.4 de [3] implique alors

* 142
W*(Z,y)zwgi’y)exp{ Zt +(a—ﬁ)logd}{1+0(z+u1y>},

sous la condition ({2.6)), ce qui fournit bien la formule (2.5) dans ce domaine.
De plus, on peut y remplacer t/\/u par t/u dans le terme d’erreur.

Il reste a examiner le cas
x> w9, 2logz <I(y) < (logx)?.

Nous pouvons nous limiter a prouver le résultat lorsque t < u — 1, i.e.
d < x/y. En effet, si nous supposons le résultat établi dans ce sous-domaine,
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nous avons, lorsque z/y < d < =z,
x r x x U*(z,y) b(u—1)2
( d dy” " dy (x/y)”

v (z, y)e—bu/Q < v (z, y)e—bt2/2u7
da da

car a < 1 d’apres le lemme 2.8 de [2] sous la forme

adito 1 log(l%—z)7
logy logy

ou z := z(z,y) > 0 est implicitement défini par ¥(y) = (2 + 2) logy.

<

Notons que dans le domaine considéré, nous avons u > u, et le théo-
réeme 2.1 de [2] fournit, pour 1 < d < z/y,

i) ool 3}
d U

ol nous avons posé

h(v) == ayvlogy + p(a, y) + glay/o2),  ap:=a(y’,y) (v2>1),

22/2 42
€ _
g(Z) = lOg {\/% S (& t2/2 dt}, g9 = d—gf(a,y)

Il est établi en (2.35) de [2] que

(2.7) h'(v) = a, logy + O(ﬁ—l— vlig(l ) + i) (v>1).

Il vient alors, pour t <wu — 1,
h(u—t) = h(u) — aytlogy — I + R,
avec R < ("  dv/\/v < t/\/u et

H ¢ ¢ dwdv u
I:= (logy)uxt{av —ay}dv XUS“S, o = —(u—1) 10g<u—t> +1t,

grace & lestimation o, < —1/(vlogy) (v > 1) obtenue dans [2]. 11 vient
ainsi
I=t*/u,

ce qui fournit le résultat car —I + R =< —t%/u + O(1) lorsque t > +/u.

Notons cependant que l'on peut estimer R plus précisément lorsque
t > ulogu :
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R< § log(2u/v) dv _ QHS_I ulog(w + 1) dw
| Vo +vlog(2u/v —1) wy/wu + uw log w
1+1/vu 2u—1

w log w
1 1+1/vau

251

REMARQUE. La démonstration précédente montre également que 1’on
peut remplacer t/\/u par t/u dans le terme d’erreur de (2.5, dans tout

domaine du type

r2y=2 Iy = (2+¢)logz,

puisque dans ce cas, ([2.7) fournit R < " dv/v < log(u/(u —t)) < t/u

pour t < u/2.

Le lemme suivant s’avere utile pour évaluer certaines sommes portant

sur les nombres premiers.

LEMME 2.5. Nous avons, uniformément pour x > y > 2 et 2logx

< I(y),
1 UW 1 1

p<y

ot w:=Y(y)/logx et o = a(x,y) est défini par (2.3)).

Démonstration. Le lemme 3.6 de [3] fournit, pour y > 2,
Lo o 2=\ T @y ae+ o

ZE—O&Z/JF + Ly 85() +0(1),
Py 1
ol nous avons posé

ylfa -1
(1—a)logy’
I1 découle du lemme 2.7 de [2] que

logz = ye - {1+O< = >}+O(1)
I logy
et des formules (2.17) et (2.18) de [2] que

1
1+y_a:w{1—|—0<

Vo =

w—1 logy

Nous obtenons alors ’estimation

vy = UwW 140 1 7
w—1 logy

)} @zuzo 20 <o),
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£(t) = 1{1 +0(10g12t>} (t>1)

permet de conclure.

et la relation

3. Comportement local de ¥;(x,y)

3.1. Martingale y — ¥ (z,y) et inégalité maximale. Soient (2, A, P)
un espace probabilisé, {X,}n>0 une suite de variables aléatoires et F =
{Fn}n>0 une filtration, i.e. une famille croissante de sous-tribus de A.

Nous rappelons que {X,},>0 est dite une F-martingale (resp. une F-
sous-martingale) si, pour tout entier n > 0, X,, est F,-mesurable, E(]X,])
< oo et pour tout entier n > 1,

E(X, | Fn-1) = X1 (vesp. > X,,—1) Dps.

Rappelons 'inégalité de Doob pour les sous-martingales positives (voir
par exemple [I3], §14.6, Theorem)]).

LEMME 3.1. Soit {X,}n>0 une F-sous-martingale positive. Pour tous
t>0 etn >0, nous avons
E(Xy)

ot

Rappelons également ’assertion suivante (voir [13, §14.6, Lemma]).

]P’(maxX;€ > t) <
k<n

LEMME 3.2. Si {X,}n>0 est une F-martingale, | est un nombre entier
>1, et E|X!| < 0o (n>0), alors {X.},>0 est une F-sous-martingale.

Considérant une fonction aléatoire au sens de Wintner f, nous désignons
a présent par F, := o{f(p) : p < y} la tribu engendrée par les variables
aléatoires {f(p)}p<y, et par F la filtration {F,},>2.

ProprosITION 3.3. Soit f une fonction multiplicative aléatoire au sens
de Wintner. Pour tout x > 1, la suite de variables aléatoires {¥y(x,y)}y>2
est une F-martingale.

Démonstration. Notons d’emblée que W¥¢(zx,y) est F,-mesurable pour
y > 2. Par ailleurs, pour tout y > 2 premier nous avons

EWy(z,y) [ Fy—1) = EWf(2,y — 1) [ Fy—1) + E(f ()P (2/y,y — 1) | Fy—1)
=Us(z,y — 1) + ¢ (z/y,y — DE(f(y)) = ¥s(z,y — 1),
car E(f(y)) = 0.

Pour y non premier, la relation précédente est bien encore vérifiée car

Le résultat suivant est un cas particulier du théoreme 2.1 de [12].
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LEMME 3.4. Soient {uy,}n>0 une suite de réels positifs et {X,}n>0 une
suite de variables aléatoires. Supposons qu’il existe une constante cio > 0
telle que pour tout n >0 et t > 0, nous ayons

c
P(sup|Xk] > t) <2 Zuk
k<n t k<n

Alors il existe une constante c13 > 0 telle que pour toute suite croissante de
réels positifs {vp tn>0, nous ayons, pour tout n >0 et t > 0,

X, c1 U
[P’<sup|k’ o) < BN e
k<n Uk b vk

Nous pouvons en déduire ’estimation suivante.

LEMME 3.5. Soit

b
W (v, z;)>
(3.1) Nji= | =
1

V.

Nous avons, pour toutt > 0,
N; log h
P(sup J >t> < 8 ,
j<J log z; t
avec X > 2, z9g > 2, h := (log X)/log 29, v > 0, z; := 2 (G > 1),
J:=min{j >1:2; > X}.

Démonstration. La relation (2.2) et 'estimation du théoreme II1.5.1 de
[10],

(3.2) U(x,y) <wze P (z>y>2),
impliquent, pour v > 2,
E(Ws(v,2))?) = U* (v, zj) < (v, 2;) < ve~ 1080)/(21082)),

Par conséquent, pour tout j < J, nous obtenons

X X
E(¥ 2 2 —(logv)/(21og z;)
ENj:S(f(:zZJ))dv«Se " dv < log zj.
1 1

La proposition nous assure que {¥;(v,z;)}j<s est une {F;}j<s-
martingale et donc que la suite {N;/log z0};j< est une {F,, } < j-sous-mar-
tingale. Nous avons ainsi, par I'inégalité de Doob pour les sous-martingales
positives, pour tout ¢t > 0 et tout 5 < J,

N, E N; 1+ )/ U

k<; 10g 20 ~ tlogzy — - ’

oll nous avons posé ug := 1 et uy := 7(1 +7)* (k > 1). En effet, nous avons
Yk tuk = (L+7)7T =~ > (1+~)7 pour tout j < J.
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Appliquons le lemme [3.4] avec la suite croissante vy, := (1 +v)* (k > 0),
et il vient

N; N;
P(sup I >t>:IF’(sup>t>
j<J log z; j< vj(log zo)
< Ui/vi 14
ZJSJ J J<< Y

<c ,
>~ C15 n n

d’ou le résultat, puisque J =< (logh)/v.
REMARQUE. La majoration triviale donnant

N; J logh
P P —
<728 log z; ) Z (lo g zj ) < t ot

J<J

le lemme précédent permet de gagner un facteur 1/7.

3.2. Etude des variations de Vy(x,y). Nous ferons usage des nota-

tions additionnelles suivantes. Etant donnée une suite strictement croissante
d’entiers {zj}x>1, nous posons, pour tout j,k > 1,

. 1/j
Ykj = T

et désignons l’ensemble de tous les intervalles dyadiques inclus dans

Jwk—1, 1] par

(3.3) D ={ap_1+](s—1)2",82M]:5>1,m>0, 2™ <z —xp_1}.
En vue d’obtenir une majoration des quantités |¥r(x,y) — ¥s(xg, y)l,

pour zp_1 < x < x1 et y < x1, nous établissons le lemme suivant, analogue

du lemme 1 de [5]. La différence réside ici dans la prise en compte d’un

parametre de friabilité. Nous faisons ici pleinement usage de la martingale

y +— Wy(x,y), afin d’obtenir des majorations uniformes sur de larges plages
du parametre y.

LEMME 3.6. Soit f une fonction multiplicative aléatoire au sens de
Wintner. 1l existe des constantes cig € |0, 1] et c17 > 0 telles que, posantl@

= [exp{k“°}], Jp:=max{j >1:2logxr < I(yr;)} (k>1),

nous ayons

U* (g, yi, ;) €17
v (b, Yel(a, < :
]arg]gggk! 1(b,y) — ¥r(a,y)| log 1
Y<Yk,;

(*) Nous désignons par [z] la partie entiere d’un nombre réel z.
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Démonstration. Utilisant le lemme [2.2] nous avons, pour tous entiers
b>a>2ety>2,

2
E{((by) — #y(a )} < { D nn)?3°} = BY,
a<n<b
Pt(n)<y

Etant donnés k >1,1<j < Jpet R ; > 1, un parametre qui sera fixé
ultérieurement, nous considérons I’événement

Ay = { max 05(0.0) — y(a.0)| 2 iy}

Y<Uk,j
Une application de 'inégalité de Doob & la sous-martingale positive (cf.

proposition [3.3[ et lemme {(@(b,y) — ¥s(a,y))?}y>2 fournit

1 )
P wax |75 (b,) ~ Fp(a, )| > Rij) < o BUY
Y<Yk,j i

Il vient alors, par sommation,

1 .
P(Ak,j) < RT Z Egjzj.
k. Ja,bleDy,

Utilisons & présent le fait que EY, + E} . < E¥ . pour tous entiers ¢ >
b>a>2ety>2 pour obtenir la majoration

z ngzj - Z Z EgZiJr(S*l)?m,wkflJrS?m
Ja,ble Dy, 2 <xp—Tp—1 s<(Tp—2p—1)/2™

< Z Eﬂlﬁ/:i,xk < (log xk)Engh%

2M T —Th—1

Ainsi

log xy, Py

(3'4) P(Ak,j) < RE Tp—1,Tk
k.j

Nous avons, par 'inégalité de Holder,

Bin ={ X anyze}

Tp—1<n<Tg
Pt (n)<y,;

2/3
<AV (k) = ¥ (e e )} pln? 0 L
neS(Tr,Yk,5)
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Ensuite, pour z,y > 2 et ¥(y) > 2logz,

Z M(n)233w(n) < Z M(d)226w(d)kp* (3’ y)

neS(z,y) desS(z,y)
22 w(d)
< U*(z,y) Z ,u 0
Pt(d)<y
* 26 * 26
< (a,y) [ (1+ o ) < V(@) (logy)* explerrul,
p<y

ol nous avons fait appel a et . En appliquant de plus le lemme-,
valable sous réserve de I’ ex1stence d une constante positive K telle que

Tl — Tp—1 1
3.5
(3.5) a2 K

nous obtenons enfin, pour tout j < Jg,
LT — Tk-1 43
Y _ )
E;,;ﬁ’hxk < <£ > J/*(xk,ykﬂj)Z(logxk)E’Z/?’ecl”.
k—1
Considérons 1’événement

Ay = U Ay
J<Jk

et posons

U+ (g, yr ) €
log
Nous avons, compte tenu de (3.4]),

P(A,) < P(A, . Tk = Th—1 4/31 67/3 “3erqj
(Ap) < Y P(Ary) < (logz)/3 ) e

Ll
i< k=1 i<

Tk — Tk—1 43
< () (log z1,)7/3.

Ry = (k>1,1<j<Jp).

Tp—1
Soit 0 < ¢16 < 1. Posons xj, = [exp{k“1¢}]. L’estimation

T — Tk—1 ~ C16
kl—cie

(3.6) o
assure tout d’abord que la condition (3.5)) est bien vérifiée. En effet, le fait
que 2logxy < ¥(yk ;) implique qu'il existe une constante cig > 0 telle que
les/j > log xi. D’autre part, la relation fournit
1
(Ak) < 15/4°

en choisissant par exemple ¢16 = 1/356.



Sommes friables 257

Le lemme de Borel-Cantelli permet alors d’obtenir
]P’( lim sup Ak) =0
E>1
puisque >, ~; P(A;) < oco. Ainsi, presque stirement, il existe un entier kg tel
que, pour tout k > kg, et pour tout j < J,

Wy (by) =V <Ry ..
Jmax [ p(b.y) ~ p(a,y)| < Rej. m
Y<Yk,;

COROLLAIRE 3.7. Sous les mémes hypothéses, nous avons, pour k > 1
et] S Jk7

max  |Up(z,y) — Up(wp,y)| < /T (@, yp) e ps.

Tp—1Sx<z)
Y<Uk,j

Démonstration. Soit K > 0. Tout entier positif n < 2K+1 — 1 peut
s’écrire
(3.7) n=Y aj(n2 (a;(n)€{0,1}, ] € [0,K)).

J<K
Pour tout k& > 2, le choix K = log(zy —xr_1+1)/log2—1 est donc suffisant
pour pouvoir écrire tout entier n < zp — x_1 sous la forme . Cela
implique, pour xp_1 < z < x, que tout intervalle |zy_1, 2| peut s’écrire
comme la réunion disjointe d’au plus O(log xy) intervalles dyadiques de Dy,
ou Dy, a été défini en .

Désignons alors par D(]xg_1, z]) 'ensemble des intervalles dyadiques ap-
paraissant dans la décomposition de |zi_1,x] dont le nombre de termes est
minimal.

Nous avons alors, pour tout z,_1 < = < xp,

s (2,y) — Uy (wr-1,9)] < S 1Z(by) - Uela,y)
Ja,bl€ D]y —1,2])
< (1 Ur(b,y) — ¥r(a,y)l|.
(Og:zk)]a{ﬁgggk! (b y) = ¥y(a,y)l
Y<Uk,j
On conclut par le lemme précédent. m

3.3. Moyenne de V¢ (z,y) autour de points-tests. Nous pouvons a
présent démontrer le résultat suivant.

LEMME 3.8. Soit f wune fonction multiplicative aléatoire au sens de
Wintner. Soit {xy}r>1 définie comme au lemme . Pour tout ¢ > 0, il
existe une constante c1g > 0 telle que, uniformément pour

log xy,
logy

eXP{Clg } <y<uz, k2=>ko,
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nous ayons

1 v
_ S Ui (z,y) de < /7 (logy 7)™ ps.
Tk — Tk-1 P

Démonstration. 11 est nécessaire d’introduire tout d’abord un certain
nombre de parametres qui seront fixés ultérieurement. Soient donc v > 0,
X > 2 et zp > 2. Posons de plus

log X
(3.8) kx = {k>1:VX <ap < X}, hi= 22

log 2g
en notant d’emblée que |kx| < (log X)Y/c16. Enfin, soit {ZJ}J>0 une suite
de nombres réels positifs définie de telle sorte que z; := z; 14 = 2o
(j>1).

Nous pouvons, lorsque 2 < x < X et y > zp, décomposer la somme
Ws(z,y) selon la taille de P*(n) de la fagon suivante :

Up(z,y) =¥r(z,20) + > f)+ > fn),

i<Jo(y)—1 n<x n<wz
Pt (n)€]zj,zj41] Pt (n)€lzsy.y]

ot 'on a posé Jy = Jy(y) := max{j : z; < y} en observant que Jo(y) < J :=
min{j : z; > X}. Cela implique

Py(x,y) = ¥r(w, 20) + Z ijlf Wf( >

i<Jo(y)—11<r<z

ZJ07y o
+ Z f(’l”)g/f <T7 ZJD> .
1<r<z
Nous pouvons & présent écrire, pour la suite {zj}r>1 définie au lemme
1 ¢
(3.9) 7) | i(a,y) dx‘ <Vt S Wi,
Lk — Tg-1' <7
k-1 i<
avec
1 ¥
Vi = 7‘ S Ve (x, 20) d|,
Tk — Tk-1'
k—1
1 AR iy T
Wi j(2) i= ——— Z flr) S %c(,z]) dz,
T — Tp_1 r
1<r<zy Th—1
W= Wy i
kg nglg?]ﬂ (Wh,; ()],

Zrj = Wi (2+1)-
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Soit R un parameétre réel positif qui sera fixé ultérieurement (voir (3.17))),
et considérons les événements

A= U {1 max Sk spf(m,y)dm‘ 23\/3,’?]%},

Tl — Tp—1 z0<y<zy
Tr_

kekx

B:= | J {Vk > yzx R},
kekx

Cp:= |J Wi, =vaR/T}, C=]C;
kekx J<J

La relation (3.9)) implique directement

(3.10) ACBUC.

Voyons comment majorer P(B). Il vient, par I'inégalité de Cauchy—
Schwarz,

Tk

L B0 de < e 7).

T — Tk—1 -

E(V7) <

-1

car, d’apres la relation ([2.2]),
E(Wy (2, 20)%) = U* (2, 20) < ¥ (@, 20)-

L’inégalité de Markov et la majoration (3.2)) pour ¥(z,y) impliquent

U (x, 20) e~ log Tk /(2log 20)
Vi = v R) < 2
et
1/ ke_h/4
(3.11) [P(B) < (logX) cx SR

Il nous reste donc & majorer P(C). Donnons-nous un entier pair [ > 2 et
introduisons la quantité

TRcAiag 1 T " 2
Dyj = — > H(?”)z(l—l)m){w | Wf<r,zj) dfﬂ} :
1<r<zy k k=1 Tk—1

Nous avons, par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, pour tout k € kx,
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1 Zj1Zj+1 1 Tk T 2
Duys L Y utrfe-170] bu(L) ol

L — T—
1<r<zxy k k—1 T 1

2j,2j41 xR /7

< Z w(r)2(l — 1)Q(T){7m S g[/f(v,zj)Q dv}
1<r<ay Tk = Tkl "
T /24

Sq/f(v,zj)2{ 1 i M(T)z(l_l)(z(r)}dv

v Tp — The
1 k k=l xp—1/v<r<zp/v

coole?! xkg/zj &pf(v,Zj)2 do < coplet
v

. 2 = 3
log z;

v log z;

1

ot 'on utilise la notation IN; définie en (3.1]), et ot la derniére somme en r a
été estimée par le lemme pourvu que ’on ait, pour d > 0 convenablement
fixé,

1446
(3.12) 20 > <x’“> :

L — Tk-1
C21
3.13 > )
(3.13) " Z TGl
Notons que la condition (3.12)) est impliquée par I'inégalité
log X
3.14 h < —
(3.14) =2 logy X’

ou h a été défini en (3.8)). Les assertions (3.14) et (3.13]) seront respectivement
vérifiées en (3.16|) et (3.18) lors du choix des parametres h et .

Soit & présent R’ un parametre réel positif fixé ultérieurement. Posons
Fy = {N; < Rlog ).
Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer P(C'). Nous avons
Cj = (C;NF;)U(C5NEFy),
d’out
315) c=Jo=Uw@nEulJcnE) clJCnEul]F.
j<J j<J j<J i< i<J
Grace a I'inégalité de Doob appliquée & la sous-martingale {Wj, ;(2)'}.> 2

nous pouvons écrire, puisque Fj € F,.,

P(C;NFy) < > PUW;; > ay R/J} N F))

kekx
<2

E(1r,Z} ;) E(1rE(Z} ;| ;)
< —_ .
B kzkx RV e, wP(R) )
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Une simple application du lemme [2.2] fournit 1’évaluation de 'espérance
conditionnelle précédente sous la forme

E(Zj ;| Fsy) < (@ Dy j)"?.

Il en résulte alors

2 IR'J2\'?
) E(1 < (log X)Vewen? (2022 )
(06 < 3 B iy ) < (s 7

D’autre part, le lemme [3.5] fournit

_ N; log h
p(UF) :]P(max >R’> « 22
b i<J log z; R

11 découle de (3.10), (3.11), (3.15), et du fait que J =< logh/~v, que
P(A) <P(B) +P(C)
ca cool R\Y? o e/ log h
< (log X)"/ k{Jl+1<Rz> et 4+ =T

l/2 —h/4
Vers J (l0g B) (ool R! 2 oe log h
S <10g X) / 16{ ,yl—i-l R2 e’ + R2 R )

Prenons «y := 1/1. 1l vient

Rlogh\! —h/4 loe h
P(A) < (logX)CZS{(\/?> (canl V241 €R2 }+ CEI .

2 (\/ R lOg h,)

625R2/3 e~h/4 n log h
R’1/3(log h)2/3 R2 R

conduit & ’estimation

P(4) < (log %) {exp -

Remarquons qu’en fixant
(3.16) h = C26 log2 X,

nous avons

2/3 1 logg X
P(A) < (log X)“* exp{— cas } 083

(R3(logs X)2/3) ) " R2 R
et que la condition ([3.14)) est bien remplie, comme annoncé précédemment.
Le choix R’ = ca7(logy X )!1T¢ fournit enfin

625R2/3 } 1 1

P(A log X)¢23 Rk e
) o e o |+ o+ G
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Nous pouvons ainsi fixer

(3.17) R = (log, X)?7¢,
en notant que dans ce cas, la condition (3.13]) est bien vérifiée puisque
VR log h\ %3 1 1
3.18 > | —— > > .
(3.18) 7 < R ) Vieg X 7 L(z)®
Posant X = X := exp{2°}, nous avons clairement
1

Le lemme de Borel-Cantelli permet alors d’établir, puisque la série
> «>1 P(Ax,) est convergente, que
P(Iimsup AXS) =0.
s>1

Il existe ainsi, presque surement, un entier kq tel que pour k > k1,

1
_ 4 dr < 3+/z1 R.
zoglyagxk fr — Tp1 ms f(:c,y) T < T "

Tk

k—1

4. Preuve du théoréme Pour z fixé, nous définissons k1 comme
I'unique entier tel que
(4.1) Thy—1 < T < Tpy -

Nous scindons la démonstration du théoreme [1.2| en plusieurs cas, selon la
taille relative de y par rapport a x.

PREMIER CAS. Supposons x > y > exp{cig(log x)/logy x}. Nous avons,
dans ce domaine,

|u7f(xa y)| < min |!pf (l’l, y)‘ + max |u7f(xk1 ) y) - !I/f(l',, y)|

Tpy —1<T'<xpy Ty —1<T' ST,

1

Ty — LTky—1

IN

S We(2',y)da’

Thy -1

+  max  |[Up(zg,y) — ()l

Tpy —1 <7 <apy
Il vient alors
(4.2) Up(z,y) < \/Tr, (logy 7k, )* T + 21 < V7 (logy ©)*1F,
en appliquant respectivement le corollaire et le lemme |3.8

DEUXIEME CAS. Nous supposons ici que 'on a 9(y) > 2logz. Posons a

présent

1 ,

Jk = m&X{L [ ngk} }7 Yg 1= m;t;/]k (k < Eq).
logy
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Le corollaire B.7] fournit directement

(@, y) — Yp(r1,9)| < VO (@, up) €70 (k< k),
|g/f(xk17y) - Wf(xa y)| < V Ep*(xklﬂylﬂ) eIk,

Notons que, pour tout k < kq,

ir <max] 1, log xy, < log x, < log zp, —1 n log(zk, /Tk,—1)
logy logy logy logy

1
§u+0< >,
logy

en vertu de la relation (4.1]). Supposant provisoirement ’estimation

(18) M= sup W - exp{O(LEu(y) +log(u + 1)> }

acquise, nous pouvons en déduire la majoration

(44) Pz, y) < D [p(wr,y) — Cp(er—,v)| + [P (2, y) — Up(zr,, y)]
k<ki

< ki MW (z,y) €™ < /0 (z, y) e (log )2,

ot l'on a utilisé le fait que k; < (logz)'/c1s.

Etablissons & présent la relation . Lorsque x est suffisamment grand
et (logz)® < y < x, nous avons B(z,y) > 3/5. En appliquant le corollaire
2.6 de [3] et le théoreme I11.5.21 de [10], il vient

¥ (ks Yr)

My < sup ————+
! kglg ¥ (x,y)

< sup o p(logzy/logy — 1) exp{O(lOg(u +1) u 1> }

k<ks T p(u) u

log y Le(y)  u

Faisant usage de la croissance de la fonction z — zp(log z/logy — 1) pour x
suffisamment grand et y < x < exp{yl/ 3}, nous obtenons

xy, p(logzy, /logy —1) exp{0<log(U+ D, % 1>}
x p(u) logy Le(y)  w

- exp{O(L;éy) +log(u + 1)> }

Plagons-nous a présent dans le domaine

2logz < V(y) < (logz)>.

My

IN

3/4

Puisque ji > logxy/logy — 1, nous avons y < yx < y + y>/* si 'on suppose

de plus que
(4.5) i > exp{y"/*(logy)*}.
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En remarquant que nous avons trivialement

V" (i) < 2 < exp{()(Liy))}

pour tous les entiers k ne vérifiant pas (4.5)), et que = < ex (k < ky), il
vient

U 3/4 w* d

v (2, y) = v (x,y)
P~ (d)>y, PT(d)<y+y>/*

<1+ > “E;?Q < exp{ > 1a}
P‘(d)>y,gi(1d)§y+y3/4 y<p<y+y>/4
ol « a été défini en . En posant
tlmo -1
(1 - a)logt
le lemme 3.6 de [3] fournit, pour y > 2,

3/4
1 1 3/4 w(y+y>/*) 1—a
Yo o= log<0g(y+y)> + e dt+0< Y )

(t>2),

w(t) =w(t;x,y) ==

1 L(y)e0
y<p<y-+y3/4 b R4 w(y) )
l1-« 3/4 1-a
3/4\ Y Y Y
Kwly+y) —wly) + L(y)eso < y*logy - L(y)cso
u
< ;
Le(y)

car y' =% < log x dans le domaine considéré. Cela achéve la démonstration

de l'estimation (4.3)) et donc de (4.4)).

Un calcul simple permet enfin d’observer que I'estimation (4.4]) est meil-
leure que celle résultant de (4.2)) si

1 1

logy

ol c31 est une constante positive convenable.

TROISIEME CAS. Il s’agit & présent d’évaluer le domaine dans lequel la
majoration triviale

(4.6) s (2, y)| <& (x,y)

est meilleure que l’estimation (4.4]). Nous supposons ici que ¥(y) > 2log x.
D’une part, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que l'on ait

(4.7) v:=log(d(y)/logx — 1) < elogy
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lorsque y < (logz)'*%. Aussi, sous cette derniere hypothese, le corollaire 2.3
de [2] fournit la minoration

(4.8) 7 (z,y) = exp{(1 —e)m(y)v/(e" + 1)} = exp{(1 — &")ou},
d’ou

U*(z,y) > /V*(x,y) e (log z)*
lorsque v est suffisamment grand.

D’autre part, lorsque y > (log )79, il découle de I'estimation de ¥ (z,y)
par Hildebrand et Tenenbaum (théoreme I11.5.21 de [10]) que

VU (2,y) = /U(z,y) > e (logx)*
et donc que lestimation (4.4]) est toujours de qualité supérieure a la majo-
ration triviale lorsque y > (logz)'*9 et x est suffisamment grand.
Au vu des observations précédentes, la majoration fournie par est
meilleure que la majoration triviale lorsque Y¥(y) > c32logx, ol 39 est
une constante positive. m

5. Preuve du corollaire Déterminons dans quel domaine les ma-
jorations apportées par le théoréeme fournissent une estimation du type
Uye(z,y) <o @*(x,y)"/?¢ pour tout £ > 0. Tout d’abord, il apparait claire-

ment (en utilisant par exemple la formule asymptotique issue du corollaire
I11.5.19 de [10]) que l'on a

Va (logy ) < W(a,y) /e < 0¥ (@) /2H
lorsque z > y > 2630083 2)/108: 7 ot 4 suffisamment grand.
Par ailleurs, pour (log :10)“”S <y < gesllogs@)/logsz o 4 guffisamment
grand, le théoreme I11.5.21 de [I0] nous assure que
*(x,y) e (logx)® <« W*(x,y)/2+e
puisque 'on a alors
U (z,y)° < ¥(x,y)° > e“4“(logz)*.
Enfin, la minoration (4.§), valable dans le domaine y < (log z)'*9, ¥(y) >
2log x, nous assure que
W (2,p)° > ¢ (log 2)”

lorsque ev est suffisamment grand (rappelons que v est défini en (4.7)),
c’est-a-dire lorsque y > C. log xz. Ceci implique directement la majoration

W (,y) e (log ) < W (z,y)"/2. u
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