ACTA ARITHMETICA
158.1 (2013)

Wronskien et équations différentielles p-adiques
par

JEAN-PAUL BEZIVIN (Ivry-sur-Seine)

1. Introduction et résultats. Soit p un nombre premier. Nous no-
tons @, le corps des nombres p-adiques, et C, un complété d’une cloture
algébrique de Q,, que I'on munit de la valeur absolue p-adique usuelle.

Nous allons dans la premiere partie de cet article considérer des pro-
priétés des wronskiens généralisés de séries entieres p-adiques (voir les dé-
finitions plus bas), en particulier nous allons montrer un résultat liant la
croissance d’un wronskien généralisé a la croissance du wronskien ordinaire
de m séries entieres p-adiques (cf. le théoréme . Comme application,
on montre que si le wronskien ordinaire de m fonctions entieres p-adiques
fi,---, fm est un polyndéme non nul, alors toutes les fonctions fj sont des
polynémes (cf. le théoréme [2.4). Ce résultat a son origine dans [4], et a
été utilisé dans le cas m = 2 dans [I] pour traiter un cas particulier du
probléme ouvert de savoir si la dérivée d’une fonction méromorphe dans
tout C,, qui n’est pas une fraction rationnelle, a toujours une infinité de
7éros.

Dans une seconde partie de cet article nous allons considérer, comme
application, des propriétés de fonctions entieres et méromorphes p-adiques
qui vérifient des équations différentielles a coefficients polynomes.

Nous rappellerons les résultats connus et nous démontrerons que si une
équation différentielle linéaire a coefficients polynomes a un systéeme complet
de solutions méromorphes dans tout C,, alors toutes ses solutions sont des
fractions rationnelles (cf. le théoreme .

Dans une troisieme partie, nous allons considérer des équations différen-
tielles a coefficients dans Q[z]. On peut alors regarder leurs solutions dans
C, pour différents nombres premiers p. Nous montrerons que si, pour une
infinité de nombres premiers p, une telle équation différentielle (E) a un
systeme complet de solutions fonctions méromorphes linéairement indépen-
dantes dans un disque ouvert de centre 0, de rayon strictement supérieur a 1
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dans C,, alors toutes les solutions de (E) sont des fractions rationnelles (cf.

le théoreme .

2. Wronskiens généralisés. Dans toute cette partie, le nombre pre-
mier p est fixé. On rappelle que pour une série entiere f(z) = > ~ana”
convergente pour z € C,, |z| < p (avec p > 0), on note, pour R € ]0, p|,
|fI(R) = max{|an|R"}, et que lapplication f +— |f|(R) est une norme
ultramétrique sur l'espace des séries entieres de rayon de convergence au
moins p, qui de plus est multiplicative, ce qui permet d’étendre la nota-
tion au cas des fonctions méromorphes dans le disque D(0, p). D’autre part,
pour toute fonction méromorphe dans le disque D(0, p), on a pour R € |0, p|
l'inégalité |f'|(R) < |f|(R)/R.

Nous allons avoir besoin d’un résultat sur le wronskien de séries entieres,
ainsi que de quelques notations supplémentaires.

Soient f1,..., fm m séries entieres a coefficients dans Cp, et ny,...,ny,
des entiers naturels. Nous posons f = (f1,..., fm) et n = (n1,...,nn). Nous
appellerons wronskien généralisé et nous noterons w(f,n) le déterminant

g

f(nl) o f(nM)
w(f,n) = 2 2 )

R )

Dans le casm = 1, ona w(f,n) = fl(nl). Comme cas particulier, le wron-
skien “ordinaire” des m fonctions fi,..., fi, (que nous appellerons simple-
ment “wronskien”) est w(f,q), ou f = (f1,---, fm) et ¢=(0,...,m —1):

-1
Ao fmb
froo A"
w(i?ﬁ) = 2
-1
JAROR -

et w(f,q) = fisim=1
Le premier résultat, qui sera a la base de tous les résultats démontrés
dans ce papier, est le suivant :

THEOREME 2.1. Soient fi,...,fm des séries entiéres a coefficients
dans C,, de rayon de convergence au moins p > 0, et ny,...,ny, des entiers
naturels, [ = (fi,...,fm), n = (n1,...,nm) et ¢ = (0,...,m —1). On a
alors pour tout R €0, p[ l'inégalité

lw(f, g)|(R)
|’U)(f,@)|(R) < R(n1+,,_+;m7),m(m71)/2 ’
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Démonstration. Dans toute la suite, le réel R appartient a |0, p|.

Le cas m = 1. On itere I'inégalité |f'|(R) < |f|(R)/R, il n’y a pas de
difficultés.

Le cas m = 2. Soient donc fi, fo deux séries entieres dans C, (que
I’on peut supposer, pour démontrer ’assertion, linéairement indépendantes
sur C,), de rayon de convergence au moins p. On regarde ’équation diffé-
rentielle vérifiée par ces deux fonctions, qui est

y y/ y//
(E) fi i f=0.
fo fy f3

Elle s’écrit aussi sous la forme Ba(z)y”(z) + Bi(x)y' (x) + Bo(z)y(xz) = 0,
avec pour f = (fi,f2), ¢ = (0,1), ¢ = (0,2) et go = (1,2), les égalités
Bo(x) = w(f, ¢2), Bi = —w(f,q1) (on voit que —Bj est la dérivée de By),
et By = w(f,qo)-

On a la relation |Bi|(R) < |B2|(R)/R du fait que —Bj est la dérivée
de Bs. En exprimant que f; est solution de I’équation différentielle (E), on
trouve que

PN (RN AC
Bo=—Ble) iy ~ B0 5 @y

Il en résulte immédiatement que |Bo|(R) < |Bs|(R)/R>.

On écrit maintenant I’équation différentielle sous la forme suivante :
(F) y'(x) = Au(2)y' () + Ao()y(x)
avec Ay(z) = —Bi(z)/Ba(z), Ao(x) = —Bo(x)/Ba(z). Ce qui précede mon-
tre que |A;|(R) < 1/R et |Ao|(R) < 1/R* pour R > 0.

On exprime la dérivée n-itme d’une solution y de (F) sous la forme

Y (2) = A1n(2)y (@) + Ao n(2)y(@).
On a les relations de récurrence suivantes :

A1 = A, + AipAr+ Ao et A = Ay, + ArnAo.

Montrons que |A;,|(R) < 1/R"! et |Ag,|(R) < 1/R" pour n > 0 et
R €10, p[. En effet, c’est vrai pour n = 0, car Agg = 1 et A19 = 0, pour
n =1 car A171 =1let A071 =0, et pour n = 2 car ALQ = A et A072 = Ayp.
Ensuite une récurrence facile utilisant les formules de récurrence démontre
I'assertion.

On a maintenant la formule matricielle suivante :

fl(m) 1(n2) _ fi f{ AO,m AO,nz
2 )T\ g ) \Ave Av)
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ce qui en prenant le déterminant donne avec les notations f = (f1, f2),
n = (n1,n2) et o = (0,1) la formule

w(I?E) = (AO,nlAl,ng - AO,ngAl,nl)w(Iaqi)'

Une majoration immédiate du terme Agp, A1 n, — Aon,A1,n, donne
comme majorant 1/R™ 27! ce qui termine la démonstration dans ce cas
m = 2.

Le cas général. Pour prouver le cas général, nous procédons maintenant
par récurrence sur m. Nous supposons donc le résultat acquis pour k£ < m
séries entieres, et des indices quelconques. Nous nous donnons maintenant
m + 1 séries entieres fi,..., fimt1, des entiers nq,...,Ny,41, NOUS posons
f=0U 1 fmg1), n=(n1,...,nmy1), ¢ = (0,...,m) et il nous faut donc
démontrer que

w(f, )I(R)
‘U)(i,ﬂ)KR) < R(n1+---+n7m;)*m(m+1)/2 ’

On peut sans perte de généralité supposer que fi,..., fms1 sont linéai-
rement indépendantes sur C,. Nous allons suivre essentiellement le schéma
de démonstration du cas m = 2.

Pour cela, nous écrivons 1’équation différentielle vérifiée par les fonc-
tions f; :

y y/ DY y(m+1)
/ ) (m+1)
(E) fl fl fl — O
+1
foit S o Y
Cette équation s’écrit sous la forme
o, en notant n; = 0,...,7,...,m+1) (on le terme j est omis, n; est
donc un m + 1-uplet) on a au signe pres B; = w(f,n;), avec en particulier

Bm+1 = w(i?ﬂ)
Nous allons démontrer que l'on a tout d’abord

|Bj|(R) < |Bm+1](R)/R™™™7 pour R>0etj=0,...,m+1.

C’est évidemment vrai si j = m+ 1. Pour j = m, on voit sans peine que B,
est au signe pres la dérivée de By,11, de sorte que |By,|(R) < |Bm+1|(R)/R.
On procede ensuite par récurrence descendante finie sur l'indice k pour
montrer ’assertion pour £ > 1 : On suppose le résultat acquis pour m + 1,
m,...,k+1, et on le montre pour £ > 1 (on peut supposer que k < m — 1).

On utilise I"équation (E), on écrit qu’elle est vérifiée pour fi,..., fri1.
On note Ej; le premier membre de (E) ou l'on a remplacé y par f;, on
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a donc E; = 0. On considere ensuite le déterminant (k + 1) x (k + 1)
ayant pour premiere ligne F1, f1, f1, ..., fl(k_l), etc., et pour derniere ligne
Ek+1,fk+1,f;/g+1,-~-7f;§i_11 .

Ce déterminant est évidemment nul, puisque sa premiere colonne est
nulle. En développant la premiere colonne, on trouve que ’expression sui-
vante est nulle :

m+1
(+) > Buw(gr, mus)
I=k
ot on a noté gr = (f1,..., fut1), mx = (1,0,...,k —1).

En effet, les déterminants w(gy,ny k) sont nuls si [ < k — 1, car ils ont
deux colonnes égales. o

On voit maintenant, puisque k£ < m — 1, par 'hypothese de récurrence
sur m, que

R lw(ge, a)(R)  |w(gk, qi)|(R)
|w(gr, k) |(R) < RIAR—1)/2—k(k+1)/2 Rk

avec g = (0,...,k).

D’autre part, on a |By|(R) < |Bpy1|(R)/R™ ! pour I >k +1. On en
déduit qu’a l'exception du premier terme de I’expression (x), tous ont leur
fonction module maximal majorée par I'expression

|Brns1|(R) [w(gks @e)|(R)  [Bm1|(R)|w(gr, ai)|(R)
Rm+1-1 Rl-k - Rm+1-k :

Donc il en est de méme du premier terme Brw(gg, nxk) de (), et en no-
tant que w(gy, nxr) = £w(gr, qx) et que w(gg, ) est non nul, ceci prouve
lassertion. o o

Il reste & montrer le résultat pour £ = 0; pour cela on écrit que ’équation
différentielle (E) est vérifiée par fi, on exprime By en fonction de f; et de
ses dérivées, et des By, k > 1, et I'inégalité a prouver en résulte.

On écrit maintenant (E) sous la forme

(E) Yyt = A M) 4 Ay
avec Aj = —Bj/By,41. On voit donc d’apres ce qui précede que les A; sont
des fonctions méromorphes dans le disque D(0, p) de C, vérifiant |A;|(R) <
1/Rm+1_j.
En dérivant (E’), on trouve que l'on a I’expression
y(n) = Am,ny(m) + . AO,ny

ou les A, sont des fonctions méromorphes dans le disque D(0, p) de C,,
qui vérifient les relations

Aj,n+1 — A;Jl + Am,nAj + Ajfl,n
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sij>1,et
AO,n+1 = 6,n + Am,nAO
sij=0.

Nous voulons maintenant démontrer que |A;,|(R) < 1/R™™ pour tout
J et tout n. On vérifie que c’est vrai si n < m (on a alors A;, =0si j # n,
et 1 si j = n), c’est aussi vrai pour n = m + 1 par ce que 'on vient de
montrer sur les A;, et on procede par récurrence sur n.

Si on suppose le résultat acquis pour m, en tenant compte que pour
une fonction méromorphe f, on a encore la formule |f'|(R) < |f|(R)/R, les
relations liant les A;,11 aux A;, et aux A; montrent le résultat, qui est
donc vrai en toute généralité.

Nous passons maintenant a la derniere partie de la démonstration, en

reprenant f=(f1,..., fm+1), n=(n1,...,my1) et en posant ¢=(0,...,m).
On a la formule matricielle
A ) Ao N [ Aom o Ao
fr(:—&l-)l . fﬁlﬁ*” Foosl - fqgl"jr)l Ay Amnis
qui montre que si D est le déterminant de la matrice
AU,nl T A07nm+1
M e I R R T T A N 5
Amﬂh T Am7”m+1

on a la formule w(f,n) = Dw(f,q).

Si 'on note a;j = Ai_Ln; pour 1 <i<m+1,1<j<m+1,
le déterminant D est une combinaison linéaire a coefficients +1 de ter-
mes de la forme P = H:’gl ;i 5(;), Ou o parcourt les permutations de
{1,...,m + 1}. Par ce qui précede, on a |a;;|(R) < 1/R%~ 07D ce qui
donne |P|(R) < 1/RMm++nm+)=mm+1/2 Oy 5 donc la méme majoration
pour le déterminant D, ce qui termine la démonstration du théoreme. =

Le résultat s’étend a des fonctions méromorphes :

COROLLAIRE 2.2. Soient f1,..., fm des fonctions méromorphes dans un
disque D(0,p) de C,, et ny,...,ny des entiers naturels, f = (f1,..., fm),

n = (ny,...,nm) et ¢ = (0,...,m —1). On a alors pour tout R € ]0,p|

["inégalité
w(f; 9)I(R)
|w(f’ﬂ)|(R) S Rmi+t-tnm)—m(m-1)/2"

Démonstration. Fixons R € |0, p[, et soit p* € |R, p|[. Il existe un poly-
noéme P non nul tel que les g = Pfi soient des séries entieres de rayon
de convergence au moins p*. Posons @@ = 1/P, de sorte que fr = Qg.
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On montre sans peine que w(f,q) = Q™w(g,q). On a maintenant pour
jeA{1,...,m} I'égalité

"

(nj) _ 15) A (nj—1;) (L)
S (lj)Q Ce
lj:()
On en déduit que
wifm = Y (I1 <z-]> ICERAN
l,ondm =1 VY77 j=1
oul=(ly,...,ln), et [; varie entre 0 et n;. On a
T (" T (1) QI(R)™
< < ———"——
le (@-) sboe ’HQ TR < e

et puisque les g sont des séries entieres de rayon de convergence au moins
p* > R, on a par le théoreme [2.1] I'inégalité

w(g, ¢)|(R
iy DI(R) < o DIE

Par suite,
‘ <ﬁ <Tllj> ﬁ Qm““)w(g, l)’(R) < ’Q]';gf_'% iG]

J
Comme |w(f,n)|(R) est inférieur au maximum de ces quantités, on a

_ QIR ™uw(g, 9|(R) (£, DI(R)

|w(f’ﬁ)|(R) - RXnj—m(m—1)/2 T Ra+-+nm)—m(m—1)/2

puisque w(f, q) = Q™w(g, q), ce qui termine la démonstration. m

On peut en déduire une propriété des wronskiens généralisés de poly-
nomes :

COROLLAIRE 2.3. Soit m > 1, Py,..., Py, des polynémes a coefficients
dans un corps K de caractéristique nulle, et nq,...,n,, des entiers. On pose
P=(P,....,Py),n=(n1,....,nm) et ¢ =(0,...,m —1). Soit dy le degré
de w(P,q) et dy le degré de w(P,n) (avec la convention que le degré du
polynéme nul est —00). On a alors l'inégalité

dgSdl—(n1+---+nm)+m(m—1)/2.

Démonstration. Tout se passe dans un sous-corps L de K, extension
de type fini de Q. On peut supposer que L est un sous-corps d’un corps
C, convenable, il suffit donc de montrer ’assertion quand K = C,. On peut
aussi supposer que w(P, n) et w(P, q) sont non nuls, en notant que si w(P, q)
est nul, il en est de méme de w(P, n). B
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Soit R > 0 un réel assez grand pour que l'on ait [w(P,n)|(R) = ca R et
lw(P,q)|(R) = c1R% ol ¢; et ca sont des constantes. Par le théoreme
on a alors

w(P,q)|(R
’w(ﬂa E)‘(R) = C2Rd2 < R(nllinm?Z‘r(n(Tr)L—l)/Q
— cle1f(n1+---+nm)+m(mfl)/2

et I'inégalité demandée en résulte immédiatement. m

THEOREME 2.4. Soient fi,. .., fm des fonctions entiéres sur Cp,; on note
f =01 fm) et ¢ =(0,...,m —1). Si 'on suppose que le wronskien

w(f,q) de cesm fonctions est un polynéme non nul, alors toutes les fonc-
tions fi sont des polynomes.

Démonstration. Nous allons encore faire une récurrence sur m, le cas de
m = 1 étant trivial.

Le cas ou m = 2. On suppose donc que le wronskien de f; et fo est
un polynéme non nul . On commence par le cas ou ce polyndéme est
une constante. On regarde alors I’équation vérifiée par fi; et fo, qui est
By (z)y"(x) + Bi(z)y' (x) + Bo(z)y(xz) = 0, avec donc Ba(x) = w(f,q) = ¢
# 0. On a les estimations |B;|(R) < |B2|(R)/R et |Bo|(R) < |Bs|(R)/R?;
par suite, comme leur module maximal tend vers 0 si R tend vers l'infini,
les deux fonctions entieres By et By sont nulles, 1’équation est cy” = 0, et
f1 et fo sont des polynémes.

On poursuit en faisant une récurrence sur le degré de ) ; on suppose le
résultat acquis quand le degré de @ est < h. Supposons maintenant que le
degré de @Q est h + 1. Le wronskien de f] et de f} est (au signe pres) By,
et compte tenu de la majoration |By|(R) < |Ba|(R)/R? et du théoreme de
Liouville p-adique, c¢’est un polynéme de degré < h+1—2=h — 1. S’il est
non nul, 'hypotheése de récurrence montre que fi et f4 sont des polynémes,
donc aussi fi et fo. S’il est nul, les fonctions f{ et f4 sont dépendantes, on
peut supposer qu’il existe des constantes a, b telles que fo = af; +b, et on a
b # 0 car fi et fy sont linéairement indépendantes. Alors le wronskien de f;
et fo est au signe prés bff, c’est un polynéme, donc fi en est un aussi, et
donc aussi f1, puis fo.

Le cas général de m fonctions. On commence par regarder le cas ou le
wronskien () est une constante non nulle. On reprend 1’équation différentielle
vérifiée par les fonctions f; sous la forme By, (z)y™ (z) + - - - 4+ Bo(z)y(x).
Les coeflicients B; sont des wronskiens généralisés, et comme on I’a vu dans
la preuve du théoreme on a les estimations |B;|(R) < |By,|(R)/R™ ™
pour tout j et pour R > 0. Comme les fonctions B; s’expriment comme des
polyndmes en les fonctions fi et leurs dérivées, ce sont des fonctions entieres
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dans C, ; comme B, est une constante, en faisant tendre I vers I'infini, on
voit que | B;|(R) tend vers 0 si R tend vers I'infini pour j < m. Donc B; =0
si j < m, Péquation différentielle s’écrit cy(™ = 0, et toutes les fonctions fi
sont des polynomes.

On procede ensuite par récurrence sur le degré de (). Supposons le
résultat acquis si le degré de @ est < h, et considérons maintenant le
cas ou le degré de @ est h + 1. Le wronskien généralisé S = w(f,t), ou
t = (1,...,m) (qui est le wronskien des dérivées des f;), vérifie par le
théoreme Pestimation |S|(R) < |Q|(R)/R™. Par suite, toujours par
le théoreme de Liouville p-adique, S est un polynéome de degré < h +
1 —m < h. Si ce polynéme est non nul, alors I’hypotheése de récurrence
s’applique, et montre que les f, sont des polynomes, et c’est donc aussi le
cas des fr.

Si le polynéme S est nul, c’est que les dérivées des fr sont dépendantes.
Le rang r du systéme de fonctions fi,..., f/, est donc < m — 1. On peut
supposer que f1, ..., f/ sont linéairement indépendantes. Alors toute dérivée
f} s’exprime comme combinaison linéaire de f7,..., f;, et il en résulte que
toute fonction f; est combinaison linéaire de fi,..., f, et de la fonction
constante et égale a 1. Le sous-espace vectoriel engendré par les fonctions
f1,---, fm, qui est de dimension m, est alors inclus dans le sous-espace vec-
toriel engendré par fi,..., fr, 1, qui est de dimension < r + 1. On en déduit
que 7 > m — 1, donc finalement r = m — 1.

On peut donc supposer que f/, s’exprime comme combinaison linéaire &
coefficients dans C,, des autres dérivées :

fro=a1fi+ -+ am—1f_1,

et que fi,..., f} _; sont linéairement indépendantes. On en conclut que

fm = alfl + - +am71fmfl + b,

ou la constante b est non nulle puisque les fi sont linéairement indépendantes.
On voit alors facilement que le wronskien de fi,..., f;, est égal (au signe
pres) & b multiplié par le wronskien de f7, ..., f/,_;. Par suite, ce dernier est
un polynéme non nul, et ’hypothése de récurrence (sur m) montre que tous
les f;,1 < k < m—1, sont des polynomes, donc aussi les f, k=1,...,m—1,
c’est donc le cas aussi pour f,,, ce qui termine la démonstration. m

REMARQUE 2.5. (1) Le résultat n’est plus vrai dans le cas ou le corps
de base est C. En effet, dans le cas de deux fonctions, si I'on considere les
fonctions entieres fi(z) = Q1(x)exp(z) et fao(x) = Q2(z) exp(—x) avec Q1
et Q2 polyndémes non nuls, le wronskien de f; et fa est 2Q1(x)Q2(z) = P(x),
polynome non nul. Mais f; et fs ne sont pas des polynomes.

(2) Cela ne marche plus avec des fonctions méromorphes a la place de
fonctions entieres. En effet, soit g une fonction entiere non nulle quelconque,
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et h une primitive de g(z)2. On pose fi = h/g et fo = 1/g. On a alors
fi=(Mg—3gh)/g, et f3=—¢'/g", donc
h/
fif2=fify = el L.
Comme la fonction g est arbitraire, dans le cas méromorphe, le fait que le

wronskien soit constant n’implique pas que les fonctions soient des fractions
rationnelles.

3. Equations différentielles avec des solutions méromorphes
dans C, tout entier. Il est connu que si une fonction f, méromorphe dans
tout C,, vérifie une équation différentielle linéaire a coefficients polynomes
de Q[z], alors f est une fraction rationnelle :

THEOREME 3.1 (voir [2]). Soit s > 1, et Py, k=0,...,s, des polynomes

a coefficients dans Q, avec Ps; non nul. Soit f une solution méromorphe
dans C,, de l’équation différentielle

Py(x)y®) () + - + Py(z)y(z) = 0.
Alors f est une fraction rationnelle.

Par contre, si 'on n’impose plus la condition sur les coefficients de
I'équation différentielle d’appartenir a Q[z], alors il existe des telles fonc-
tions transcendantes :

THEOREME 3.2 (voir [3, Theorem B]). Il existe des solutions entiéres
transcendantes d’équations différentielles linéaires p-adiques a coefficients
polynomes.

Notre but est de démontrer un résultat sur des fonctions méromorphes;
nous commencons par le démontrer dans le cas ot les fonctions sont entieres,
autrement dit la proposition suivante :

PROPOSITION 3.3. Soit s > 1, et Py, P1,...,Ps des polynomes a coeffi-
cients dans Cp,, avec Ps non nul. Si l’équation différentielle

(E) Py(z)y (@) + - + Po(a)y(x) = 0

a un systeme complet de solutions qui sont des fonctions entieres dans Cp,
alors toutes les solutions de (E) sont des polynéomes.

Démonstration. Soit W le wronskien des solutions données fi,..., fs,
entieres et constituant une base de I'espace des solutions. La fonction W est
donc une fonction entiere non nulle.

Un calcul immédiat donne que la dérivée de W vérifie P, W/ +Ps_1W = 0.

Si Ps_1 = 0, on trouve W constante non nulle, et tous les fi sont des
polyndmes d’apres le théoreme On suppose donc dans la suite que Ps_q
est non nul.
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Soit T la fraction rationnelle T = —Ps_1/P; = W//W, qui est non
nulle. En prenant le module maximum, on trouve que |T|(R) < 1/R; il
en résulte que T possede des podles, car autrement 7' serait un polyndéme,
donc nul par l'inégalité précedente, et on vient d’exclure ce cas. Dans la
décomposition en éléments simples de 7', il n’y a donc pas de partie entiere.
Comme elle est égale & W’ /W avec W non nulle, ses poles sont tous simples,
avec résidus dans N. Il en résulte immédiatement que T s’écrit S’/S, ot S
est un polynome. Par suite W est un multiple de S, donc un polynome.

Le théoreme montre alors que tous les fi sont des polynomes, ce qui
termine la démonstration. m

Nous allons maintenant démontrer le résultat principal de cette partie :

THEOREME 3.4. Soit s > 1, et Py, Py,...,Ps des polynémes a coeffi-
cients dans C,, avec Ps non nul. Si l’équation différentielle

(E) Py(2)y @ (z) + -+ Po(x)y(z) = 0

a un systeme complet de solutions qui sont des fonctions méromorphes dans
C,, alors toutes les solutions de (E) sont des fractions rationnelles.

Démonstration. Soit y une solution méromorphe de 1’équation différen-
tielle (E). Si w est un pole de y qui n’est pas un zéro de Ps, un petit coup
d’oeil sur le développement de Laurent de y en w donne une contradiction.
Donc tous les poles de y sont des zéros de Ps, et par suite sont en nombre
fini.

Soient f1,..., fs les solutions méromorphes linéairement indépendantes
de (E). D’apres ce qui précede, il existe un polynéme ) non nul tel que
les fonctions gj(z) = Q(z)f;(x) soient des fonctions entieres. Comme les
fonctions g; sont linéairement indépendantes, et vérifient clairement une
équation différentielle d’ordre s a coefficients polynomes, ce sont des poly-
nomes par la proposition Il en résulte que les f; sont des fractions
rationnelles, ce qui termine la démonstration. =

4. Equations différentielles & coefficients dans Q[z]. Nous allons
commencer par un résultat en supposant que les solutions sont des séries
entieres de rayon de convergence strictement supérieur a 1 :

PROPOSITION 4.1. Soit s > 2, et P, k =0,...,s, s+ 1, polynomes a
coefficients dans Q, avec Ps; non nul. On considére I’équation différentielle
(Es) Py(z)y® (x) + - + Po(z)y(z) = 0.

On suppose sans perte de généralité que les polynomes P sont premiers
entre eux, et que Ps est unitaire.

On fait Uhypothese qu’il existe un ensemble infini F' de nombres premiers
p tels que, pour p € F, (Eg) a s solutions séries formelles yy,, a coefficients
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dans C,, dont le rayon de convergence est strictement supérieur a 1, et
linéairement indépendantes sur C,,.
Alors toutes les solutions de (Eg) sont des polynomes.

Pour la démonstration nous aurons besoin de plusieurs lemmes. Dans
toute cette partie, on se donne un entier s > 1, et une équation (E;) vérifiant
les hypotheses de la proposition Si @ est un polyndéme, on note d(Q)
son degré.

LEMME 4.2. On se place sous les hypothéses de la proposition 4.1 On
suppose Py non nul. Une équation vérifiée par les dérivées des solutions
de (Eg) est de la forme

Qs(2)2) (@) + Qu1207 (@) + - + Qo()2(z) = 0

avec Qs(x) = Py(z)Ps(x), et Qrp(x) = —[PiPry1 — P0Pié+1 — PyPy] pour
0 <k <s—1. Dans le cas ou Py est nul, cette équation est

PS(.T)Z(Sil) + -+ Pi(x)z(x) =0.

Démonstration. L’assertion est claire si Fy est nul. Dans le cas contraire,
on écrit

et on dérive, d’ou

) oY
Py P2 P

On a aussi, puisque Py est non nul,

-1
(S+1):_Zu (k) sz:Pk (k+1)
=0

. P
- _ 23 ,,(9)
y==> pv
7=1
On remplace dans la premiere égalité le terme y, qui n’apparait que dans
la premiere expression, par cette égalité et 'on trouve

s+1 Z Bky

avec By = (PyP, — PoP}, — Png_l)/POPs pour 1 < k < s; on multiplie par
Py P; pour trouver une équation différentielle & coefficients dans Q[z]. =

LEMME 4.3. On se place sous les hypotheses de la proposition 41 Soit
p € F. Notons yp = (Y1,p,---+Ysp), et = (0,...,k,...,s) pour 0 < k < s.
On a pour tout k ’égalité

w(Yp, 1s) P = 1w (Yp, 1) Ps

avec g}, = (—1)".
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Démonstration. Une autre équation différentielle vérifiée par les solu-
tions yg p est

w(yp, &)y(s)(x) + -+ epw(yp, %)y(kﬁ) () + -+ + cow(yp, no)y(x) = 0.

On fait la différence entre 1’équation différentielle (E5) que 'on multiplie
par w(yp, ns) et 'équation précédente multipliée par Ps, ce qui permet de
trouver une équation différentielle d’ordre < s — 1 vérifiée par les yjp, 1 <
k < s. Cette équation différentielle a donc tous ses coefficients nuls. On en
déduit que I'on a pour tout k 1’égalité

w(yp, ns) P = exw(yp, ni) Ps

s—k

avec g = (—1) .

LEMME 4.4. On se place sous les hypothéses de la proposition 1] Il
existe deuzx polynomes A et S dans Q[z], unitaires, tels que A(x)=S(x)Ps(x),
vérifiant les conditions suivantes :

Soit p € F. Notons yp = (Y1,p,---,Ysp) €t N = (O,...,/If\,...,s) pour
0 < k < s. On a pour tout k la relation w(yy,ny)(x) = epppS(z)Py(x)
avec e = (—1)*7% et p, constante non nulle dans C,. En particulier, le
wronskien wy = w(yp, ns) des yip est égal a ppS(x)Ps(x) = ppA(x).

Démonstration. On commence par prendre un p € F', que nous allons
particulariser plus tard.
Tout d’abord, le déterminant d’ordre s dont la ligne d’indice j est

> rso Pk(:n)y](? (), Yjps Yjpr -+ > ](-:;_2)) est nul, puisqu’il a sa premiere co-

lonne nulle. Par suite, en développant et en notant ts_1 = (s—1,0,...,5—2)
et ts =(s,0,...,5s—2),ona

Pyt () (yp, too1) + Pula)w(gp, ) = 0

ou encore wyPs_1 + Psw; = 0 avec wp = w(yp, ns). Soit T'= —Ps_1/Ps, on
a donc wj,/w, = T. B

Nous voulons montrer tout d’abord que w, = pu,A, ot u, est une con-
stante dans Cp,, non nulle, et A un polynéme unitaire a coefficients dans Q,
indépendant de p € F.

Si P;_1 =0, on a ce résultat avec A = 1. On suppose donc dans la suite
que P, # 0.

On choisit p € F assez grand de sorte que pour R € |1, p[ on ait |T|(R) =
RIPs=1)=d(Ps) “on d(P,_1) et d(P,) sont les degrés de Py et Ps. L’égalité
wy, /w, = T montre que |T|(R) < 1/R, d’ott d(Ps—1) < d(P;) — 1.

Donc T n’est pas un polynoéme, et sa décomposition en éléments simples
dans Q s’écrit
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Nw )\ .
T= e
zw: Jz; (x —w)I
ol tous les coefficients qui interviennent sont dans Q. On peut trouver un
nombre premier p € F' assez grand tel que les w soient non nuls, et les autres
coefficients non nuls soient tous de module 1 dans C,,.
Comme w]’D Jwy, a tous ses poles simples, de résidus dans N*, on en déduit
que

Ny A e
T_;x—w =5 avec A—H(:U w)".
La construction montre que A € Q[z]. Soit K un corps de nombres contenant
tous les w, et soit o dans le groupe de Galois de K sur Q. Si on note A,
I'image par o de A, on a encore I’égalité —P;_1/Ps = A’ /A,, ce qui montre
que A, est un multiple scalaire de A. Mais A et A, sont unitaires, donc
ils sont égaux, et A € Q[z]. On note de plus que comme A est l'unique
polynéme unitaire & coefficients dans Q tel que —P;_1/Ps = A’/A, il est
indépendant de p € F.

Notons maintenant que si on prend p de nouveau quelconque dans F', on
a w,/wy, = A'/A, d’olt on déduit qu’il existe y, € C, tel que wy, = ppA, et
fp est non nul, puisque w, est non nul.

On reprend maintenant les égalités obtenues dans le lemme : pour
un entier k£ on a

w(%, ng) Py = 5;&0(@, ny)Ps.

Donc pp, APy, = epw(yp, ni) Ps. Par suite, la fraction rationnelle APy /Ps est
développable en série entiere de rayon de convergence > 1. On particu-
larise de nouveau p € F, en le choisissant assez grand de facon que tous
les zéros de P; soient de module < 1. Un zéro w de P; apparait donc
dans Ps; avec une multiplicité inférieure ou égale a celle avec laquelle il
apparalt dans AP;. Comme les Py, 0 < k < s, sont premiers entre eux, il
existe k tel que Pg(w) soit non nul; la multiplicité de w dans P est donc
inférieure ou égale a la multiplicité de w dans A, et on a montré que P
divise A, et bien str cette propriété est vraie dans Q[x]. On peut donc poser
A(x) = S(x)Ps(z), ou S est un polynéme unitaire & coefficients dans Q,
indépendant comme P; et A de p € F. Si on reprend maintenant un p
quelconque appartenant a F', I'égalité p,A(x)Py(x) = epw(yp, n)(x) Ps(x)
donne alors p,S(x)Ps(2)Py(z) = exw(yp, ni,)(x)Ps(z), et donc finalement
ErpipS (2) Pre(x) = w(yp, n)(x). =

Démonstration de la proposition 4.1. Nous allons procéder par récur-
rence sur 'ordre s de ’équation différentielle.
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Supposons tout d’abord que l'ordre est égal a 1. On laisse le lecteur
constater que l'on a prouvé l'assertion dans le début de la preuve du
lemme [4.4

Nous supposons maintenant acquis le cas d’une équation d’ordre < s—1,
et nous montrons ’assertion pour ’ordre s.

Supposons tout d’abord que Py = 0. Dans ce cas, comme on ’a vu dans
le lemme on dispose d’une équation (H) d’ordre s —1 qui est vérifiée par
les dérivées des solutions de ’équation (Es). Pour p € F, soit r le rang de la
famille yz/:,k ;on a donc r < s — 1, on peut supposer que les y;k, 1<k<r,
sont linéairement indépendantes. Tout y]’mk est combinaison linéaire de ces
r fonctions, on en déduit que tout y, est combinaison linéaire des y,, 1,
1 <k < r, et delasérie constante égale a 1, et comme le sous-espace vectoriel
engendré par les vy ,, 1 < k < s, et de dimension s, on a r +1 > s, donc
r = s — 1. Par suite, pour tout p € F, I’équation différentielle (H) d’ordre
s — 1 possede un systeme complet de solutions séries entieres a coeflicients
dans C, de rayon de convergence > 1. Par I’hypothese de récurrence, toute
solution de (H) est un polynéme, donc aussi toute solution de (Es).

On peut donc supposer que Py # 0. Dans ce cas, le lemme [£.2] fournit une
équation différentielle d’ordre s (parce que le coefficient de 25) est Py P, # 0),
vérifiée par les dérivées des solutions de (E;). On peut normaliser cette
équation en supposant que ses polyndémes coeflicients sont premiers entre
eux, et que le polynéme coefficient de z(*) est unitaire. On 1’écrit

(Es1) Py1(2)z) (2) 4+ - 4 Poa(z)z(x) = 0.

Si Pp1 est non nul, on peut répéter I'opération. Nous voulons montrer
que l'on ne peut faire cela indéfiniment; pour cela, nous raisonnons par
I’absurde. On suppose donc que pour tout h > 0, une équation vérifiée par
les dérivées h-iemes des solutions de ’équation (Eg) est de la forme

(Es.p) Pop(2)29 () + - + Pop(z)z(x) = 0

avec les propriétés que P;, est unitaire (donc non nul), Py, non nul et les
Py (0 <k < s) premiers entre eux.

Il en résulte que pour h quelconque et p € F', les yl()h,z, 1 <k <5,
sont linéairement indépendants sur C,. En effet, sinon, soit hg > 1 le plus

petit entier tel que les yz()]fk)
déja rencontré que la constante 1 est solution de I’équation (E;p,—1), donc
Py no—1 = 0, contrairement a I'hypothese faite.

On peut alors appliquer le lemmepour I'équation (E, ). Il existe donc
des polyndmes unitaires a coefficients dans Q, Ay, (z), Sp(z), tels que Ay (x) =
Sh(x)Ps p(x), et que pour tout p € F, on a w(y},h),@) = ek liphSh(x) Pyp(T),

avec (i, constante non nulle dans C,,.

soient dépendants; alors on voit comme on I'a
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Nous considérons de maniere particuliere A(z) = Ag(z), et nous choisis-
sons un entier j tel que js > d(A) (on rappelle que pour un polynéme U,
on note d(U) son degré).

Nous faisons aussi le choix d'un entier premier p € F assez grand de
facon que, pour tout h < j, tous les zéros des polyndémes A; soient de
module < 1, et que le coefficient d;, du terme de plus haut degré dans P,
soit de module 1.

(h) (h+1)

On a pour h < j la relation w(yph ,no) =w(yp ,ns), ce qui donne

e0bp,hSh(T) Pon () = espip hy15h11() Ps py1 ().

En considérant les coefficients des termes de plus haut degré, il vient
que ggftp,n0n = Espip,h+1, d’oll 'on déduit que la valeur absolue de ), 5,41 est
égale a la valeur absolue de p, . Donc pour tout A < j, la valeur absolue
de pp 1, est égale a celle de iy 0 = p1p.

On a maintenant, en posant m; = (j,j +1,...,5 +s—1),

CultpSi(@) Prj(w) = w(y, ) = wlyy.m,).

Soit R > 1, assez proche de 1. On a l'inégalité

[w(yp,ns)|(R)

[w(yp, mj)|(R) < e ;

soit

(R)|Ps ol (R)
Rei

Compte tenu de la propriété des p, 5, du fait que les Sy et P sont uni-
Si)+d(Ps5) <

S
l1p, i1 1S5 (R)|Ps ;| (R) < || [Sol

taires et ont tous leur zéros de modules < 1, on en tire que RU
RUS0)+d(Ps0)=7s o1, puisque R > 1,

d(Psj) < d(Sj) + d(Ps5) < d(So) + d(Psp) — js = d(A) — js <0,

ce qui est absurde puisque P, ; est non nul, et cette contradiction prouve
I’assertion.

Il existe donc un premier entier jo tel que Py, = 0 (on a jo > 1); par
conséquent, 5, # 0 pour h < jo — 1. On applique alors le raisonnement
déja fait (le cas Py = 0 vu en début de démonstration), qui montre que
I’équation

PSJOZ(S_l) +- + Prj(z)z(x) =0

d’ordre s — 1 vérifie les hypothéses de la proposition [4.1] Par 'hypothese de
récurrence, toutes ses solutions sont des polyndémes, donc aussi toutes les so-
lutions de I'équation (E j,). Par suite, si y est une solution de I’équation (Ej),
sa dérivée jp-ieme est un polynoéme, et donc y est lui-méme un polyndme,
ce qui termine la démonstration.
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Pour la démonstration du résultat général, nous aurons besoin du lemme
suivant :

LEMME 4.5. Soit s > 1, et Py, 0 < k < s, des polynémes de Q[z] avec
P non nul. Il existe un mombre m > 1, ne dépendant que des Py, tel que
si p est un nombre premier, et y une solution de (Es) méromorphe dans un
disque de centre 0, rayon R > 0, dans C,, alors z(x) = Ps(x)™y(x) est une
série entiere de rayon de convergence > R.

Démonstration. On note tout d’abord qu’un pdle w de la solution y est
nécessairement un zéro du polynome P, car sinon, si ¢’est un pole d’ordre N
de y, ce serait un pole d’ordre s+ N du terme Py(x)y'®)(z), qui ne pourrait
étre détruit par les termes Py (z)y*®) (z), ol w est un pole d’ordre inférieur.
Notons {2 I’ensemble des zéros de Ps, et V ’ensemble des indices k tels que
P, #0. Pourw € et k €V, onpose Py(z) = (z—w)™Qk(x), avec Qk(w)
non nul, m; > 0. Soit M; le maximum des myg, kK € V, et supposons que
w € (2 soit un podle de y, d’ordre N > M;j. Alors w est un pdle de tous
les Py(2)y®)(z), k € V, et si le développement de Puiseux de y en w est
de la forme y(z) = a/(x —w)™ 4 --- avec a non nul, le premier terme du
développement de Puiseux dans Py, (z)y™® (z) pour k € V est

Q@) (D NN 1) (N 4k = 1)

Soit A le maximum des N +k —my, k € V. 1l existe une partie non vide
AdeV tel quesi k€ A, on a N+ k— my=h. On doit alors avoir

(ZQk(w)(—l)kN(N+ 1) (N +k— 1))a ~0.

keA
Par suite, 'ensemble A contient au moins deux éléments, et comme «
est non nul, > .4 Qr(w)(—1)f2(z +1)---(x + k — 1) est un polynome
non nul, dont une solution est I’entier N. Si 'on considere ’ensemble des
polynémes construits de cette maniére, on a un ensemble fini de polyndémes
non nuls, ne dépendant que des Py, et tel que si w est un pole de y d’ordre
N > M, alors N est une racine d’'un de ces polyndmes. Il résulte de ceci
que 'ordre d’un pole w de y est majoré par une constante ne dépendant que
des Py (et pas de l'entier premier p). L’existence de 'entier m en résulte
immédiatement. m

THEOREME 4.6. Soit s > 2, et P,, k=0,...,s, s+ 1, des polynémes a
coefficients dans Q, avec Ps non nul. On considere ’équation différentielle
(Es) Py(z)y) (z) + -+ + Po(z)y(z) = 0.

On fait Uhypothese qu’il existe un ensemble infini I de nombres premiers
p tels que, pour p € F, (Eg) a s solutions fonctions méromorphes dans C,,
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dont le rayon de méromorphie est strictement supérieur a 1, et linéairement
indépendantes sur C,,.
Alors toutes les solutions de (Eg) sont des fractions rationnelles.

Démonstration. Soit m l'entier défini dans le lemme et (G) I'équa-
tion différentielle vérifiée par les Ps(z)™y(x) ou y est une solution de (Ey).
Alors (G) est comme (E;) une équation différentielle que 'on peut sup-
poser a coefficients dans Q[z]. Soit p € F. Les solutions y,, 1 < k < s,
méromorphes, de rayon de méromorphie > 1, linéairement indépendantes,
de (E;) donnent par ce procédé des solutions zj,(x) = Ps(x)"yip(x) de
I’équation (G), linéairement indépendantes, qui seront par le lemme des
solutions développables en série entiere de rayon de convergence > 1. Par
la proposition toute solution de (G) est un polynéme. Par suite, toute
solution de (E;) est une fraction rationnelle. m
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