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de diviseurs de Piltz
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1. Introduction

NoTE. Dans cet article on notera s = ¢ 4 ¢7 un nombre complexe s de
parties réelle o et imaginaire 7 et p un nombre premier.

Sin = pi*---pr est la décomposition en facteurs premiers de l'entier
n > 1 on définit 2(n) := vy + -+ 4+ v, et w(n) := r le nombre de facteurs
premiers de n comptés avec et sans multiplicité respectivement.

Soit (pour g > 0 entier, z > 1 réel)

vg(z) == {n <z : 2(n) —w(n) =g}
En 1955, A. Rényi [8] a démontré que
vg(x) = pgr +o(x)  ( — 00),
ou le coefficient positif 0 < p; < 1 est la densité naturelle de la suite {n :
2(n) —w(n) = q}.

Apreés Rényi, W. Schwarz [I1], H. Delange [I], et D. Wolke [I8] ont obtenu
une évaluation plus précise de vy(z) (c’est ce qu’on appelle le probléme de
Rényi), dans le cas général ou pour une valeur particuliére de g.

En 1994, J. Wu [19] a démontré la meilleure estimation connue a ce jour

pour vy(z). Il a montré que pour g > 1 entier, on a uniformément, pour x
assez grand et 1 < J < ¢y logz,

1(loglog x)
(1.1) vg() —pqx—i—wl/gz ]qloga;ﬂ+1 + z'/2R(2),

ou Pj, 1 est un polynéme de degre g — 1, et ou le terme d’erreur R(z) est

petit (voir ([1.9) ci-dessous).
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On peut généraliser le probléme de 'estimation de vg(x). Considérons par
exemple la fonction de Piltz d’ordre k, d, =1 ---x 1 (la convolution k fois
de la fonction arithmétique 1, ainsi d2(n) est le nombre de diviseurs de n).
En 1987, A. Tvi¢ [5] a proposé d’étudier plus généralement le comportement
asymptotique de la somme

(1.2) > di(n);
n<x
2(n)—w(n)=q

c’est ce qu’on appelle le probléme de Rényi et Ivié (le probléme de Rényi est
le cas k =1 de ce nouveau probléme).

On définit la constante ayg, pour k > 1 entier, comme I'infimum de tous
les « tels que

(1.3) Ap(z) = O(z"),

avec Ag(x) le terme d’erreur dans I’évaluation asymptotique de la somme de
Piltz |6, Ch. 13|, soit

(14) ) di(n) = Rese— (Ck(z)x8> + Ag(z) = 2Py (log z) + Ag(2),

n<x

ol Pr_1 est un polynéome de degré k — 1 et ((s) est la fonction zéta de
Riemann.

REMARQUE 1.1. On sait que oy = 0, ag < % et az < 4—2. E. C.Titch-

9
marsh [14, Ch. XII| a conjecturé que pour tout k > 1,

k—1
HT _k1
() T ok

A. Ivi¢ [5] a montré que
k—1 '
(15) Z dk(n) = xZBqu log] T+ O(xl/z"rE + xak+5)7
n<x j=0
2(n)—w(n)=q

ou Bj, sont des constantes qui dépendent de ket ¢ (j =0,1,...,k—1).

Dans [5], Ivi¢ remarque que, avec les estimations connues ay < 1/2 et
ag < 1/2, on peut probablement améliorer son résultat (1.5) pour k = 2
et k = 3. Il remarque de plus que si 'hypothése de Lindel6f

(HL) ¢(1/2+1i7) <. |7|° pour tout € >0

est vraie, alors on peut probablement améliorer (1.5) pour tout £ > 2 en
utilisant une adaptation de la méthode de Selberg—Delange.
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Effectivement, Y.-K. Lau [7] a obtenu en 2002 une amélioration de ([1.5])
pour k£ = 2. Il a montré que pour ¢ > 0 un entier et pour tout J, on a

(1.6) Z da(n) = x(Dglogx + Ey)

2(n)—w(n)=q

1/2 Qaq 1 108}10%37) 1/2
+x Z (log 2)7 1 + 2/ “R(z),

ot Qj4—1 est un polynoéme de degré ¢ — 1 (Qj,—1 = 0 pour tout j) et R(z)
est petit (voir ([1.9) ci-dessous).

Dans ce travail, on considérera des fonctions multiplicatives f(n) satis-
faisant aux conditions suivantes :

(H1) 11 existe un ag € [1/3,1/2), des constantes positives C1, Cy, C3, un
entier k1 > 1, et des réels ks et A > 0 tels que pour tout nombre
premier p, on ait :

o f(p) = k1 + g1(p), avec [g1(p)| < C1/p" 20
o f(p?) = kg + 92(p), avec lg2(p)| < Cy/pt—200
* > ixo |f(piT3)|(A/p20)t < Cgp3ao—t,

Sous ces hypothéses, on obtient au Théoréme une évaluation pour

> fn).

n<x
2(n)—w(n)=q

Ce résultat est trés général. Les hypothéses (H1) sont par exemple vérifiées
par f(n) = ¢(n)/n, ou ¢ est I'indicateur d’Euler. On a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.2. Soit
(log )
1.7 N = —
(L.7) ( (log log z:)1/?

Pour q > 1 entier, il existe des constantes c,k’ > 0 telles que l'on ait uni-
formément pour x suffisamment grand et J < k'logx,

3/5

Z <P( ) -4 x+x1/22 Ljq-1(loglogz)

~ n (log x)i+2
49/48)7 (log 1 a-1 —1)!
+O(x1/2<3q( / ()loéz?]igw) )((q . ) +(J+2)!> _‘_e—cN(x)>’

ot Ag sont les coefficients de la série de Taylor de la fonction

Sa= 21+ =) = 1O

q>0



72 R. Zurita

et Ljq—1 est un polynéme de degré g — 1. Le coefficient dominant de Lg q—1

est donné par
q_11H< 1/2+1)>

Si g =0 (on somme sur les entiers sans facteur carré),

Z @Eln) — Aoz + O(zM/2e—N @),

avec
6 1
Ag = — <1 — > ~ 0.428249505
w2 1} p(p+1)

la constante “carefree” |10} Section 2.7].

Définissons maintenant la fonction (o) pour o € R fixé comme I'infimum
de tous les ¢’ > 0 tels que

(1.8) IC(o +im)| < |7|7.
Cette fonction satisfait & p(o) = 0si o > 1, (o) = 1/2 —o si o < 0,
p(o) est continue et convexe [13] et p(1/2) < 32/205 [4]. On remarque que
I'hypothése de Lindelof (HL) est équivalente a u(1/2) = 0.

Pour un k > 1 fixé, on fera intervenir les hypotheéses :

(HFLg)  w(1/2) <1/k  (hypothese faible de Lindelof d’ordre k),
(HFTy) ar < 1/2  (hypothése faible de Titchmarsh d’ordre k).

On sait que (HFLy) est satisfaite pour 1 < k < 6 [4], et que (HFT}) lest
pour 1 < k < 3.

Le résultat principal de cet article est le théoréme suivant, qui généralise
les résultats de Wu et de Lau.

THEOREME 1.3. Soit f(n) une fonction multiplicative satisfaisant aux
conditions (H1). Pour 1 < ki < 3 inconditionnellement, pour 4 < k; < 11
sous (HFTy,) et pour k1 > 12 sous (HFTy,) et (HFLy, ), il existe des con-
stantes ¢ > 0, k' > 0, ai(q), i = 0,...,k1 — 1, et des polynomes Qjq—1
de degré q — 1 tels que l'on ait uniformément pour x suffisamment grand,
J <FKlogx et q>1,

k1—1
S ) =2 Y alg)loga)
n<x =0

2(n)—w(n)=q

21/2 ng 1 (loglog x) 1/2
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avec
(1.9)  R(z) < Kpe~N@ 4 K, (2|ko| +1)7

J _
 aamay) (oslog )™ (g1t ¢ kD),
(log )7 F2 R (ki +1)/2 7 2 )')

ou K, est une constante comme en (2.4) ci-dessous. (Les polynomes @ q4—1

sont donnés par (5.23)) et le coefficient dominant de Qo q—1 par (5.24) ci-
dessous.) Si q =0,

ki—1
Z fn) =z Z ai(0)(log )" + O(qul/Qe—cN(x))'
n<lx i=0

2(n)=w(n)

REMARQUE 1.4. Pour ¢ =0 et f(n) = 1 on retrouve 'estimation due a
A. Walfisz [17] : il existe une constante ¢y > 0 telle que

6
1)0(:6') _ px + O(xl/2€—coN(a:))'

REMARQUE 1.5. Ce résultat, ainsi que les Théorémes [2.2H2.4] s’applique
en particulier aux fonctions de Piltz d’ordre k pour k& > 1 (dans ce cas
k1 = k), a f(n) = ¢(n)/n, ou ¢ est l'indicateur d’Euler (voir le Corollaire
[1.2), a f(n) = o,(n)/n", ot o, est la fonction somme des puissances r-émes
des diviseurs (r > 2/3), ainsi qu’a certaines fonctions f liées a la notion
de diviseur exponentiel. (Pour ces derniéres applications on a k1 = 1, et les
résultats sont inconditionnels).

Dans la section 3 (applications), on donne dans le Tableau 1 d’autres
fonctions multiplicatives satisfaisant aux conditions (H1) et auxquelles ces
théorémes s’appliquent.

On définit les constantes
1 1

~

70 57542 (log3)2/3(log log 3)1/3  55.72"

6
Oag 1= ?(1/2 — ap),

Ogy i= Min(og, 0q,).

(1.10)

On définit le contour de Hankel tronqué de centre a, rayon r, et queue L
(noté Cr(a,L)), L > r > 0, comme le contour constitué du segment réel
[a — L,a — r] parcouru de gauche a droite avec argument —m, du cercle
|s —a|] = r privé du point s = a — r, parcouru dans le sens trigonométrique,
et du segment [a — L,a — r] parcouru de droite & gauche avec argument 7.
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Pour k£ > 1, on définit la fonction

1

(111)  op(r) = 57.54k(log |k‘7‘1|)2/3(]og log ,kﬂ)l/;; si 7] = 3/k,
57.54k(log 3)2/3(log log 3)1/3 70 st [r] < 3/k,

avec op comme en . Soit

(1.12) D:={se€C:0>1/k—oy(r), s ¢ [1/k —200/k,1/k]}.

On sait que ((ks) # 0 si s € D, et que si 0(z) est holomorphe dans |z| < R,
alors il existe C' > 0 tel que ¢(ks)?®) < (log|k7|) pour tout s € C tel que
o>1/k—ok(r) et || > 3/k (]3] et [13], I1.3]).

Soit 0 < dx < 1/k. Définissons la région Ry, du plan complexe par

(1.13) Ry :=
{D U[1/k — 200/k,1/k] si1/k—200/k > 6,
(Dn{o>1/k—%(1/k—6k)})U[1/k—5(1/k—6),1/k] sinon.

2. Résultats intermédiaires

NOTE. Dans les sections suivantes, du fait de la présence de nombreuses
constantes, on emploiera par souci d’économie les notations ¢, ¢, ", c(e’)
pour désigner des constantes positives dont la valeur exacte importe peu.

Dans cette section, on énonce des résultats intermédiaires qui servent &
démontrer le Théoréme[1.3] Ces résultats, et le Théoréme[1.3] sont démontreés
a la section 5.

Le théoréme suivant établit une décomposition, sous forme de produit de
puissances de la fonction zéta de Riemann, de la série de Dirichlet F(s, z) :=
S22 f(n) 2w /s 2 € C, out f(n) est une fonction multiplicative
satisfaisant aux conditions (H1).

THEOREME 2.1. Soit f(n) une fonction multiplicative satisfaisant aux
conditions (H1) et soit F(s,z) := 300 | f(n)z?M=<(M) /ns lq série de Diri-
chlet définie pour tout z € C, |z| < A. On a

F(s,2) = ("(s)G (s, 2) = (M (s)¢(28) 2= MIFDEG (s, 2),

o G(s,2) ==Y 021 g(n,z)/n®, respectivement Gi(s,z) ==Y -2 g1(n, z)/n°,
sont des séries de Dirichlet absolument convergentes pour Re(s) > 1/2,
respectivement Re(s) > «q, et analytiques en z dans |z| < A. De plus
Gi(s, z) < 1 dans le demi-plan Re(s) > ag +¢€ et pour tout z dans |z| < A.
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En plus il existe une fonction multiplicative h(n, p) > 0 définie pour tout
p €0, A) telle que

lg(n, 2)| < h(n,|z]), Vn €N, Vz dans |z| < A.

Sa série de Dirichlet associée H(s,p) = Y -2 h(n,p)/n® est absolument
convergente pour Re(s) > 1/2 et différentiable en p € [0, A); elle satisfait
ausst

H(s, p) = ((2s)k2lrthBR=1/29, (5 p),

avec Hi(s, p) une série de Dirichlet absolument convergente pour Re(s) > ag
et différentiable en p € [0, A). Comme pour Gy (s, z), on a Hi(s, p) < 1 pour
tout s tel que Re(s) > ag + € et tout p € [0, A).

Dans les Théorémes [2.2H2-4] ci-dessous, les constantes impliquées par
le symbole de Landau O peuvent dépendre des paramétres ki, ko, Cy,Cs,
C3, A, ag des conditions (H1).

On peut déduire du Théoréme [2.1]le théoréme suivant.

THEOREME 2.2. Soit f(n) une fonction multiplicative satisfaisant auz
conditions (H1). Soit z € C, |z| < A. Sous les mémes hypothéses que celles
du Théoréme il existe des fonctions analytiques A;(z),1=0,1,..., k1 —1,
et une constante ¢ > 0 telles que

ki1—1
(2.1) Z f(n)z2m—w) — 4 Z Ai(2)(log x)*
n<x
bom | )@ BRG (s )T ds 4 Ot V)
! s
Cr(1/2,0%)

La série de Dirichlet Gi(s, z) est comme dans le Theoreme . i C, ( ao)
est le contour de Hankel tronqué de centre 1/2, rayon r = 1/loga: et queue
-'

oh, = min(og, $(1/2 — ag)) comme en 0). Les A;(z) sont des combi-

naisons linéaires des fonctions

902 e PGG2)
D O

n>1 s=1

analytiques en z dans |z| < A, ou G(s, z) est comme dans le Théoréme
On définit Q(s) la fonction analytique dans |s — 1/2| < 1/2 telle que
(2.2) e@l) = (s —1/2)¢(2s).

Du Théoréme [2.2] et pour des nombres z satisfaisant une restriction supplé-
mentaire, on peut déduire, en utilisant la formule intégrale de Cauchy, le
résultat suivant.
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THEOREME 2.3. Soit f(n) une fonction multiplicative satisfaisant aux

conditions (H1), soit A = min(A, W) siko#0, A=A si ko =0.

Soit z € C, |z| < Ay o Ay < A. Sous les mémes hypothéses que celles du
Théoreme[L3] on a

(23) 3 fm)e e

n<lz
ki1—1 ‘ Tag
=z Z Ai(2)(log z)! 4 z'/? S gy~ k= (D2 oy (4, 2) du+ R(x, 2),
=0 0

avec R(x,z) = O(z/2e=N@) et on

sin(m(koz — k1 (k1 + 1)/2)) ¢M(1/2 — )
Tz 1/2 —u
« QU/2-)(kaz =k (k1 +1)/2 G, (19 — 4y, 2)

Ti(u, z) =

est une fonction analytique a deuz variables pour |u| < 1/2 —aq et |z| < A;.
Les fonctions A;(z) sont comme dans le Théoréme la série de Dirichlet

Gi(s, z) comme dans le Théoreme[2.1], et oo, comme en (1.10).

Ce résultat généralise le Théoréme 2 de Lau [7].
Pour A; comme au Théoréme on définit la constante

(2.4) K, :=max(1, A7),

qui apparait dans les énoncés des Théorémes [1.3] et 2.4

Si I'on cherche le coefficient de z? des deux membres de I’équation ([2.3))
du Théoréme on peut déduire une généralisation du Théoréme 2 de
Wu [19].

THEOREME 2.4. Soit f(n) une fonction multiplicative. Sous les mémes
hypotheses que celles du Théoréme il existe ¢ > 0, des coefficients a;(q),
i =0,...,k1 — 1, et des polynomes P; 1 de degré ¢ —1, P; 1 =0, tels que
lon ait uniformément pour x suffisamment grand,

(2.5) > fn)

n<x
2(n)—w(n)=q
k‘l 1 Oag
=z Z ai(q)(log z)" Ly pl/2 S "V (u) du + O(qul/Qech(w))’

0

0l 04, est comme en (1.10)), les coefficients
a;(q) == coef,a(Ai(z)) (i=0,...,k1 —1)

sont réels et apparaissent dans le développement en série de Taylor de A;(2)
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définie au Théoreme[2.2], et ou pour un J fizé,

(2.6) Vy(u) = u V2N 0l Py i (~logu)
§j=0
J

EWACEEIE [Z W Py (~log u)
=0

J
o) (st ).
48(1/2 — ) 108 Gir=ag)

En particulier, si g > 1,

1 q
2.7 Vy(u) < K, <7> D2 og )0t
108 5172=a0)
pour u € [0, 0q,-
Enfin, si ¢ = 0, alors Vo(u) = 0 et lintégrale dans (2.5)) est nulle. La con-

stante impliquée par les symboles de Landau ne dépend ni de q ni de J.

3. Applications. Dans cette section on donne quelques exemples de
fonctions arithmétiques f(n) qui satisfont aux conditions (H1).

(1) Soit f(n) =dp,(n)---dp,(n) (n1,...,n, > 1 entiers) produit de fonc-
tions de Piltz. Sachant que d,(p’) = (”+Z_1) on a

o flp) = (= k),
o ) =i gt (= k),

e pour v >3, f(p¥) = =D L LAl 2 (),

On peut voir que cette fonction satisfait aux conditions (H1) avec og = 1/3,

A < 21/3,

(2) La fonction f(n) = (o(n)/n)", r € R, ot o(n) est la somme des
diviseurs de n, satisfait aussi aux conditions (H1) avec ag = 1/3, A < 21/3.
En effet,

o flp)=1+1/p)" =1+7/p+0(1/p?) =1+ O0(1/p*3),

o f(P*) =(1+1/p+1/p*)" =1+7r(1/p+1/p*) +O((1/p+1/p*)?) =
14+ 0(1/p*/?),

e siv >3

{(v+1)’" sir >0,

v 1 1 1\"
fp?) = I+—+5+-+— < )
p P 1 sinon,

pv
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ce qui implique que

S (A) < S o) <o

>0 >0

De la méme maniére, on peut montrer que la fonction o,(n)/n", avec r > 2/3
et op(n) = > 4, d", satisfait aux conditions (H1) (voir le Tableau 1) avec

aussi ag = 1/3, A < 21/3,

(3) Un diviseur exponentiel (e-diviseur) d = plil oopbrden = pft - pdr
satisfait par définition b; |a; (i = 1,...,r). L'entier n est appelé e-squarefree
si w(a;) = $2(a;) pour tout ¢ (ces deux notions ont été introduites par
M. V. Subbarao [12]). Si n et m ont les mémes diviseurs premiers, nous
appelons k(n) (= k(m)) := p1 - - - pr leur noyau, et leur e-pged est défini par
(n,m) ) = H1<l<rp£ b) s (n,m) ) = k(n) = K(m), alors n et m sont
e-copremiers.

A partir de ces définitions on peut définir des fonctions multiplicatives,
comme par exemple :

(i n) = nombre des e-diviseurs de n [12].

) T

(ii) ¢(®)(n) = somme des e-diviseurs de n [12].
)
)

q

(iii) ¢(®)(n) = nombre des e-diviseurs de n qui sont e-squarefree [I6].

(iv) ¢ (n) = nombre des diviseurs de n qui sont e-copremiers avec n
(I'analogue de la fonction indicatrice d’Euler) [9].

(v) P(n):= 2o1<j<n, n(j)=n(n)(J: M) (e) ('analogue de la fonction de Pillai

définie par P(n) = >1<j<n(dyn)) [15].

On montre que 7(9)(n),t()(n), o) (n)/n, ' (n), P(n)/n satisfont aussi aux
conditions (H1) avec g = 1/3, A < 2/3. Vérifions-le par exemple pour les
fonctions t(€)(n) et P(n)/n.

Pour f(n) = t((n), si n = pJ*---p2 alors t()(n) = 2v(@) ... ow(ar)
t(©) (p¥) = 2w(v) < g car si v = qll’1 ---q% (q; premiers) alors v > 2% = ow(v) .
pour conclure on procéde comme dans l'exemple (2).

Pour f(n) = P(n)/n, si n = pi* - p® alors

Ply= Y p™ ™ g,

1<Bi<a;
ce qui implique que
P(p) . P@) _pP+p_ . 1
—— =1 2 7 =1+,
p p p p
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P(pv) p(LU) + p(27v) + .. +p(vvv) p +p2 + PN + pv
pY p’ : P’

1
=1l4+—+-+——=<v
p

pU
et on procéde comme dans l'exemple (2).

(4) Au Tableau 1 on donne un exemple d’'une fonction multiplicative
satisfaisant aux conditions (H1) avec ag € [1/3,1/2) choisi arbitrairement.

Dans le méme tableau on a a(n) = nombre de groupes abéliens d’ordre n.
C’est une fonction multiplicative et on montre que a(p’) = p(v) ot p(v) est
la fonction nombre de partitions de v. Par exemple p(1) = 1, p(2) =2 et on
sait qu’il existe des constantes positives c1, ¢y telles que p(v) ~ (¢1/v)eV?.

Tableau 1. Fonctions arithmétiques f(n) satisfaisant aux conditions (H1)

f(n) Qg A k1 ko
d, (fonction de Piltz) 1/3 <23 k k(k+1)/2
dny - dn, 1/3 <213 oni Tl ni(ng+1)/2
pn)/n, (n/en))", reR 1/3 < 2'/3 1 1
P(n)/n (fonction de Pillai) 1/3 < 2'/3 2 3
B (k> 2) 1/3 <213 k k
or(n)/n" (r>2/3), (c(n)/n)" (reR) 1/3 <2¥/3 1 1
7((n), t9(n) 1/3 <213 1 2
o (n)/n, o (n) 1/3 < 2'/3 1 1
P(n)/n 1/3 < 2'/3 1 1
a(n) = nombre des groupes abéliens 1/3 < 2'/3 1 2

d’ordre n

flp) =k €N, f(p*) = ka2 € R, Bo <1 k1 ko

f®*) =p% " tsiv>3

4. Résultats auxiliaires. Au Théoréme [2.I] on remarque que la série
de Dirichlet G(s, z) donnée par ), -, g(n,z)n"* posséde un facteur du type
C(2s)k2z_k1(’“1+1)/2. Dans le lemme qui suit, on utilise la méthode de Selberg—
Delange pour estimer ) © __ g(n, z) dans un cas plus général. Ce lemme nous
sera utile pour la démonstration du Théoréme [2.2]

LEMME 4.1. Soit g(n,z) une fonction arithmétique en n définie pour
tout compleze z tel que |z| < R et soit G(s,z) := > o2, g(n,z)/n® sa série
de Dirichlet associée, absolument convergente pour Re(s) > 1/k, ou k > 1.
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Supposons que l’on peut écrire
G(s,2) = ((ks)"®Gi(s, 2),

ot 0(z) est une fonction holomorphe en z pour |z| < R et Gi(s,z) une
fonction analytique en s dans la région Ry de la définition avec un
certain d, tel que 0 < & < 1/k.

Supposons aussi que |Gy(s,2)| < M(1+ |7))1=0 pour un certain § avec
0 <0 <1 pour tout s € Ry, et tout z dans |z| < R.

Supposons encore qu’il existe une fonction arithmétique positive h(n, p)
définie pour tout p € [0, R] qui satisfait |g(n,z)| < h(n,|z|) pour tout n et
tout z dans |z| < R. Soit H(s,p) := Yo7, h(n,p)/n® sa série de Dirichlet

n=1
associée, et supposons comme pour G(s,z) que l’on peut écrire

H(s, p) = ((ks)" D Hi(s, p),

avec g(p) continue pour tout p € [0,A] et Hi(s,p) analytique en s dans
la région de la définition pour un certain 0), avec 0 < 0, < 1/k au
liew de 0y, région que nous notons Rj. De plus supposons que |Hi(s, p)| <
M'(1+|7))'=%" pour un certain &' avec 0 < &' <1, tout s € R}, et p € [0, A].
Sous ces hypotheses il existe ¢ > 0 tel que pour x suffisamment grand,

(4.1) G(z,z) = Zg(n, z)

n<x

= L S C(ks)‘)(/z)gl(s, Z)£ ds + O(M"xl/ke—CN(z))’
2mi o s

T

ot M" = max(M, M') et C, est le contour de Hankel tronqué de centre 1/k,
rayon r = 1/logx et queue

_ [200/k si 1/k —209/k > O,
ok {190(1/k —0) sinon.
La constante impliquée par le symbole de Landau dépend de k, 0y, 0}, R, 0,0 .
Preuve. Par la formule de Perron [13] §I1.2],

T 1/k+2/log z+ico 25+l
S 0(z) T
(42) |Gt 2)dt = o | k)G (5, 2) gy s
0 1/k+2/log z—ioco

On considére deux cas selon la position de J; par rapport a 1/k.
Cas 1. Si 1/k - 20’0/k > 0, on définit o := 20’0/k} et vy = 3//€

Cas 2. Si1/k —20¢/k < 0k, on définit o, := %(1/k — 0k) et v comme
I'ordonnée positive de l'intersection de la droite verticale o0 = 1/k — o}, avec

la courbe 0 = 1/k — o(7) définie en (1.11]).
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Soient maintenant :

L¢ : la demi-droite verticale [1/k 4 2/logx + iT,1/k + 2/log x + ic0),

Ls : le segment horizontal [1/k — oy (T) +4T,1/k + 2/log x + iT],

Ly : lacourbe décrite par [1/k—oy, 1/k—op+7 t|U{o = 1/k—o(T)+iT,
w<T<T},

C, : le contour de Hankel tronqué C, de centre 1/k, rayon r = 1/logx
et queue oy,

et L1, Lo, L les chemins symétriques de Lg, Ls, L4 par rapport a 'axe réel.
D’aprés la remarque qui suit (1.12)) on a

s+1 log k‘t)c

| ¢(ks)PP)Gy (s, 2) - ds < Mz | ( st < Mg T /kp=0/2
S
T

) (s+1)

et

J Cks)" @G0 (s.2) -

I (

s+1

c
Ty < M;c1+1/k<1°gT(1’f;)) < M HVAT 02,

Il est facile de voir que ((ks)?®) < 1sis € [1/k — op, 1/k — op, + ] et
|z| < A. Ceci implique que

s+1
4. 6(z) A
(4.3) Lgf(ks) Gu(s,2) 5y O
< Mplt1/k—ox(T) (S T2 dt + %) < MgttV/k=on(D),
Tk

Par symétrie on obtient la mémes bornes pour les intégrales sur les chemins
L17 L27 L3~
De (4.2)) et par le théoréme des résidus, on a donc

(4.4) SG(t, 2)dt
0
— L S C(k‘S)H(Z)gl(s Z)LH dS+O(M:E1+1/k(T7§/2 +x,0.k(T)))
2m ¢, Fs(s+1)
= L S C(ks)9(2)gl(s Z)L—H ds + O(Mxl"_l/ke_C?N(x))_
211 ’ S(S + 1)
Pour la derniére égalité on a posé T = N (@) Notons
L 1 0() xs—f—l
D(r,2) := 5 S C(ks) 91(8,2')8(8 "y ds.

Cr
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Pour s € Cy et |2| < R, on a
(8 _ 1/k)79(z) _ 679(2)(10g|571/k|+i4ps) < 67|9(z)\logr < (log JJ)B
avec B := max|,|<p |0(z)]. Ceci implique
(45) @"(x,2) = o | (Clks)(s — 1/K))O (s — 1/R) DG (s, 2y ds
™

T

< Mz*(logz)B.

Soit0<y<%x. Deona
Tty
4.6) | G(t,2)dt = Bla +y,2) — B, 2) + O(Ma+/keesN @)

1
=yd'(z,2) + yQS (1 —8)®"(x + ty, 2) dt + O(Mz' T/ kecsN(@)y
0
=y (x,2) + O(Mnyl/k_l(log l’)B + Mx1+1/ke_c3N($)).
En écrivant G(t, z) = G(t,z) — G(z, z) + G(x, z) nous avons
(4.7) Gz, z) = D' (x,2) + O(My L' T1/ke=caN(@)
+ Myz**Y(logz)? +y~'L),
avec L = {""V|G(t, z) — G(x, 2)| dL.
Pour majorer L on utilise I’hypothése de 'existence de la fonction arith-
métique positive h(n, p). En notant H(t,2) := >, -, h(n, 2) on a

T4y Tty
L< > hnle)dt= | (H(t|2]) - H(x, |2])) dt
T x<n<t x
T+y x
< | Htlz)de— | H@|2l)dr.
T T—y

On montre de fagon analogue a (4.5)) et (4.6) que
Tty
(48) | H(t,p)dt
X
= () + O(MaIFVheesN ) gy 2041 (10 )
et
(4.9) v (z, p) < M'z/*1(ogz)?,

avec "
1 x®
. 9(p) I
U(x,p): 57 CS/ C(ks) ’H1(s,p)8(5 D ds

T
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(ou CJ est le contour de Hankel de centre 1/k, rayon r = 1/logx et queue
o}, définie comme dans les cas 1 et 2 du début de la preuve de ce lemme avec
o7, au lieu de dy).

De (4.8) on obtient
4y T
T T—y

+ O(M/x1+1/kefC5N(a:) + M/nyl/k:fl(log QZ)BI).
On a donc pour un certain 6 € [0, 1],
L < 20" (z —y + 0y, |2]) + O(M'2z' 1/ ke=esN@) L Ap' 2 k=1 (1og 2)B")
< yQM/xl/k_l(log f]f)B/ + O(M/$1+1/k€_CSN(x) + M/y2$1/k_1(10g .%')B/)

et donc
L < M/g;’1+1/ke_c5N(z) +M'y2x1/k_1(log:ﬂ)3,.

En remplagant cette majoration en |D et en posant y = ze N @) on

obtient (4.1)). =

Dans la démonstration du Théoréme on va utiliser le Théoréme 1
de Lau [7] dans une version légérement modifiée et un peu plus générale, le
Théoréme A ci-dessous.

THEOREME A (Théoréme de Lau modifié). Soient f,g deux fonctions
arithmétiques et o, a,n trois nombres positifs avec 0 < a < a <n < 1. On
définit F(s) = > .02y f(n)/n®, G(s) =3 o7 g(n)/n® les séries de Dirichlet

associées et on fait les hypothéses suivantes :

(i) F(s),G(s) sont absolument convergentes pour Re(s) > 1, Re(s) > a
respectivement.

(ii) F(s) admet une continuation méromorphe dans Re(s) > o —¢e qui
posséde un nombre fini de poles dans la région n < Re(s) < 1 mais
aucun pole dans la région o < Re(s) < n. En plus on suppose que

(4.11) Flo+ir) < |r)*~°
pour a < o < 1 et || assez grand, et que
T
(4.12) V17 (e ir)|dr < T%°.
2

(iii) Notons U~ = U~ (a,0,Y) un voisinage ouvert sans sa partie réelle
du contour de Hankel tronqué Cs(a,Y) de centre a, rayon & et
queue Y. Alors G(s) posséde un prolongement analytique dans une
région qui contient U~ et en plus il existe ¢ > 0 tel que G(s) < r~¢
sils—al=retsclU .0Onad<Y,0<d<n—aetY <a—a.
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(iv) Siz — o0 on a
. _ 1 = ag—c'L(x)
(4.13) G(z):= g(n) = e | a(s) —ds +O(a" ),
nSm C&(CMY)

ot L(x) est croissante pour x suffisamment grand, L(z)/loglogx
— 00, L(z7) >, L(x) pour un certain v € (0,1), et L(z) =
O(logx).

Sous ces hypothéses, si € > 0 est suffisamment petit, et y = xe

D (from) = 3 R%g(F@x%ﬂ“ﬁ>+-l. | Jwgg@ﬁ§ds

’
—€ L(ar:)7 on a

5 27
n<z & poles Cs(a,Y)
n<Re(§)<1
i ’
ElZ O(z2% —c(e')L(x)
+;¥m>@ﬂ+ (a2em),

ou F(x) =3, ., f(n)=P(z) + E(z) avec

& poles
n<Re(§)<1

le terme principal et E(x) le terme d’erreur.
Preuve. La preuve est pratiquement identique & celle du Théoréme 1 de
Lau [7]. Voir 'annexe 7.2 de [20]. =
REMARQUE 4.2. Le Théoréme 1 de Lau [7] a pour hypothése (ii)
Flo+it) < |7|7¢
pour a < 0 < 1 et |7| assez grand. C’est J. Wu qui m’a suggéré de remplacer

cette hypothése par (4.11)) et (4.12)).

Le lemme suivant permet de majorer |¢(s)*| dans une bande verticale
{re. < o < 1,|r| > 2} avec un certain 0 < rp < 1/2. Cette majoration
sera utile pour la vérification de I’hypothése (4.11)) dans la démonstration
du Théoréme 2.2

LEMME 4.3. Pour k fizé, il existe r, € (0,1/2) et e > 0 tels que pour
ry<o<let|r|>2,

7175 si1 <k <6,
IC(s)F| < S Jrf2en si 7 <k <11,
7|17 si k > 12 sous (HFLy).

Preuve. Si k > 12 : Par hypothése on sait que p(1/2) < 1/k. Soit uy ==
%(% + u(%)) ; on a donc pour r = %(%) et par convexité de (o
(1.8) que pu(rg) < pg. Par le théoréme de Lindel6f modifié [2, p. 186] on a
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1C(o +i7)| < |7+ pour rp < o < 1, |7] > 2 et tout €’ > 0. Ceci implique
(o +im)k| < |7|'7%k lorsque 0 < g < 5 (1 — ku(3)).

Sil<k<11: Soit h := 32/205 et h' := %(h—i— é) Comme avant on
montre que

6h'+6¢’ :
Ak | 7] sil<k<6,

o +T < , ,
’C( ) | {’7_|11h +11e si7T<k<11

pour 7, < o < 1 avec 1, = %(11//22:};;)(% 0.492317),|7| > 2 et tout &’ > 0.

Alors

7[5 si1 <k <6 (0<eg, < 5,

T2k siT <k <11 (0<ey < 135500) o

(o +im)"] <<{

Soit k > 4; on définit le nombre M (k) (> 1) comme l'infimum de tous
les nombres M > 1 tels que
T
(4.14) Vlc/2 +it)Fdt < TYMF= Ve > 0.
1
Les deux lemmes qui suivent sont utiles dans la preuve du Théoréme

LEMME 4.4 ([0, Théoréme 8.3]). Sik > 4 est un nombre réel,

1+ (k—4)/8 st 4 <k <12,
M(k) < <2+3(k—12)/22 s 12 <k <178/13 ~ 13.6923,
1+4(k—6)/25 si k>178/13.
REMARQUE 4.5. Ce résultat représente une légére amélioration du Théo-

réme 8.3 de [6] ou l'on trouve le coefficient 35/216 & la place de 4/25. Ce
dernier s’obtient immédiatement en suivant la méme preuve.

LEMME 4.6 (|6, Lemme 8.3]). Soit F(s) une fonction analytique dans la
région D :a < o < B,7 > 1, et telle que F(s) < eC™ dans D. Pour q>0
fizeeta <y < B ona

T 2T B—~y
[ 1F(y +it)edt < ( | 17 +it)e de + 1) p=a
2 1

Y-«

—a

2T
x (g |F(B + it)| 7 dt + 1)ﬁ .
1

Pour la preuve du Théoréme [2.I] on aura besoin du lemme suivant.

LEMME 4.7 ([13, I1.1]). Soit f une fonction multiplicative et s € C. Sa
série de Dirichlet associée F(s) = > o2, f(n)/n® est absolument convergente
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st et seulement si

et dans ce cas on peut écrire
f(p
]:( H (1 + Z vs :
v>1

Pour la démonstration du Théoréme [[.3] on aura besoin du lemme sui-
vant.

LEMME 4.8. Soit j > 0 et k > 0 des entiers; on définit
©0 .
(4.15) F(j, k) == | #/(logt)*e™" dt.
1
Alors

F(j, k) < (j + 1)k,

Preuve. On calcule

F(j,k) = | #/(logt)bedt = k! | ¥ Og eTtdt <kl | Pttt dr
1 1 1
=k | e ar <k | e dt = KI(j + 1) -
1 0

5. Preuve des résultats intermédiaires et du Théoréme [1.3]

5.1. Preuve du Théoréme Pour Re(s) =0 > 1 > 1,]2| < A,
on a

(5:1)  |Urn+ g1 ()p + (k2 + g2(p)2p™ + Y Fp)2p
>3
S Clp78171+a0 _i_klpfel _'_szprEl +C2Ap728171+2010 +A203p73€1+301071
= O(1/p™).

Par le Lemme la série de Dirichlet F(s,z) = 3,5 f(n)z?0)=w() /ps
peut donc étre décomposée en produit d’Euler B

(5.2)
]:(Saz):H(l“‘(kl‘Fgl( )+ (ka+g2(p)zp >+ f(p')2" —18)

p i>3

pour tout s tel que o > 1, et F est analytique pour tout z dans |z| < A.
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De (5:3) on a F(s,2) = ¢F1()G(s. ) avee
(5.3)  G(s,2):= H<1 _ sk

p

x <1+(k1+91( N~ + (k2 + g2(p)zp™ > + ) f(p)" _w)

>3
O O<p-3">)
p X (1 + (kfl + gl(p))p—s + (k2 + g2(p))zp—2s + O(p—30+3a0—1))
1;[ (1 T+ (k2z B kl(klz—i_l) + 92(p)z — klgl(P))p_Qs

4 O(p—SU—i-SOcO—l)) ]

De la et sachant que g1(p) = O(p~'7) on a, pour o > &1 > 1/2,
(54) g(S, Z) — H(]_ 4 O(p72€1 +p78171+a0))’

p
donc la série de Dirichlet G(s,2) =), < g(n,2)/n® converge uniformément
vers une fonction analytique en s pour Re(s) > 1/2 et en z pour |z| < A.
(De on a en particulier g(p?, z) = koz —k1(k1 +1)/2+ go(p)z — k191(p)
et g(p, 2) = g1(p).)

On peut écrire G(s,z) sous forme de produit ou intervient la fonction
zéta de Riemann, de la fagon suivante :

(5.5) G(s,2) = ((28)F27 M1 BED2G, (5, 2),
avec
Gi(s,2) = [[(1 — p~2)e=katht2 (1 o
P
ki(k 1
+ <k22 kit 12+ ) + 92(p)z — k1g1(p))p28 + O(p3”1+3°‘0)>.

Pour 0 > 1 > ag on a

(5.6)  Gi(s,2)

= H (1 - ("’2 a (kl - 1)>P_25 + O(P_4”)) (1 +a1(p)p™°

(ko = BB )z — ki) )+ 0070

= [Ta+o@) =[]0 +0o@=*)).

p
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Donc Gi(s,2z) = >,~191(n,2)/n® est une série de Dirichlet qui converge
uniformément vers une fonction analytique en s pour Re(s) > ap et en z
pour |z| < A.

De plus pour 0 > ag +eet |2 < Aona

e c
(5.2 = [T+ 06 < TT 1+ 52 ) = €.

p p
I1 s’agit maintenant de construire une fonction multiplicative h(n, p) réelle
positive qui majore |g(n, z)| si |z] = p.

En s’inspirant de (5.3 construisons la fonction multiplicative h(n, p) > 0,

définie pour tout p € [0, A), de la fagon suivante : Pour v > 1, h(p", p) est le
coefficient de p~¥* dans le développement formel de

(™)™ (1 (ke + g1 () D"+ (el + |2(p 25+Z|f )

—2kip~°

Par construction on a h(p, p) = |g1(p)| et |g(p’, 2)| < h(p¥,|z|) pour v > 1,
et donc |g(n, z)| < h(n,|z|) pour tout n.

Soit

H(S,P) _ Z h(n7p)

nS
n>1
la série de Dirichlet associée. Pour o > e1 > 1/2 on a

o) =TT (1 k7 + BE =m0

p
x (1+ (k1 + g1 () )p~° + (k2 + g2(p)]) pp ™% + O(p~ 273071y — 2k p~)

ke (3ky — 1 o
T (1+ @l + (el + 5 =2 4 ol + lar ()] )
p

+ O(p—30+3a0—1)>
= [+ 0@ 4 p=teoy),
p

donc H(s, p) est une série de Dirichlet absolument convergente pour o > 1/2
et différentiable en p € [0, A).

D’autre part comme en (5.5)) et (5.6) pour o > &1 > g on a

H(s, p) = ((25)R2lPHR R0/ 294, (5, p)
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avec

o= T1 (1= (1l + =) 069 ) (1 ano

p
k(3K — 1 o i
+ (1kalp+ 2R s+ lan ()] )72+ 07550
= TIa+0@ 40,
p

et comme pour G (s, z) il est facile de voir que |H1(s, p)| < C: pour Re(s) >
ap+eet pel0,A).

5.2. Preuve du Théoréme Soit ¢/ > 0 petit; on définit y :=
ze~¢'N (@) Montrons d’abord que pour 1 < k; < 11, ou k; > 12 sous (HFLy,),
on a pour z € C, |z] < A,

(5.7) D Fm)?O 7 = 3 g0, 2) =Py, i (log(x/n))

n<x n=1
1 8 ,
t5- | @GS ds+ Y g(n2) Ap (a/m)+0 (! 2em N,
Cr(1/2)Y) n<y

ot Cr(1/2,Y) est le contour de Hankel tronqué de centre 1/2, rayon r =
1/logx et queue Y = min(og,04,,1/2 — @) pour un certain « avec 0 < «
< 1/2 (voir le point (ii) qui suit). Le polynéme Py, 1 de degré k1 — 1 et le
terme d’erreur A, sont définis par ), dk, (n) comme en .

Avec le Théoréeme on peut déja affirmer que

()27 = (dyy () % g (-, 2)) (n),

ot dy, est la fonction de Piltz, dont la série de Dirichlet associée est (¥ (s),
et g(n,z) est une fonction multiplicative avec sa série de Dirichlet asso-
ciée G(s,z). Pour montrer il s’agit de vérifier que les hypothéses du
Théoréme A sont satisfaites par les fonctions arithmétiques di, (n) et g(n, ).
Vérifions donc une & une les quatre hypothéses de ce théoréme.

(i) Parle Theoreme., ¢*1(s),G(s, z) sont absolument convergentes pour
Re(s) > 1 et Re(s) > a:= 1/2 respectlvement.

(ii) Pour I'hypothése : Par le Lemme on sait qu’il existe ry, €
(0,1/2) et g, > 0 tels que soit vérifiée pour 1, <o < 1et |7| > 2.

Pour ’hypotheése 2811 <k <3, o0uk; > 12 sous (HFLy, ), du
Lemmeon sait que |¢(o +iT)"| < |7|1 71 pour ry, <o < 1et ey, > 0.
Ceci implique que Sg |¢(o +iT)F | dr < T* k1 pour 1y, <o < 1.

Si4 < ki <11, du Lemme [4.4] on sait que M (k1) < 1+ (k1 —4)/8 < 2
(M(k) est défini en (4.14))). Une application directe du Lemme avec
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a =0, 8 =1/2, ¢ =k montre 'existence de 0 < r; < 1/2 et €} > 0 petit,
tels que SQT |C(o Tk | dr < 7?71 pour tout r, <o <1/2.

Dans tous les cas on définit a := max(rg,, 7} ) et € := min(eg,, ¢y, ).
D’autre part on prend 7 = 3/4 par exemple.

(iii) Par le Théoréme G(s, z) peut étre prolongée analytiquement dans
une région qui contient U~ (1/2,0,Y) avec 6 = 1/logz et Y := min(og, 04,
1/2 — a) avec o comme en (ii), 00,04, comme en (L.10). Si s € U™ et
|s —1/2] = r, alors

rAlk2l i kg £ 0,

-1

(5.8) 1G(s, 2)| < r—keRe@+hilki+1)/2 o {
r Si k2 = 0

On peut aussi remarquer que cette majoration reste vraie si I’on prend s €
U=(1/2,6,Y") avec un Y tel que 1/2 =Y’ > ap.

(iv) Avec le Théoréme [2.1| on vérifie aussi que la fonction g(n, z) satisfait
aux hypothéses du Lemme (dans ces hypothéses il faut prendre k = 2,
0 = 0 = p). On a donc

_ b = 1/2,~e1N(a)
(5.9) Gla,2) = o | 6(s,2) —ds +O(a'2e ),

T

ou C, représente le contour de Hankel tronqué de centre 1/2, rayon r =
1/log x et queue
_{0’0 si1/2 —op > ap,
" 2(1/2 —ag) sil/2—0¢ < ap.
Notons qu’on peut remplacer SCT par l'intégrale XCT (1/2,y)> Soit
1 s 1
(5.10) — S g(s,z)x—ds = — S
27 s
Cr Cr(1/2,Y)
1 z* 1/2 _—caN(x)
=— S G(s,z)—ds+ O(x"/2e” M),
i s
Cr(1/2,Y)

G(s, Z)% ds + O(ajl/Q—min(Y,gr))

On applique donc le Théoréme A et on montre (5.7]).

De on a
> g(n,2) Ay (x/n) <> |g(n, 2)|(z/n)* 17 Ve >0,

n<y n<y
On sait que ag, < 1/2 pour k; = 1,2,3 [6] et que sous (HFTy,), o, < 1/2
si k1 > 4, donc on peut prendre, sous cette hypothése, un € assez petit pour
que oy, + € =k, < 1/2, et on aura

n<y n<y
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D’autre part, en intégrant par parties,

(511) Z |g n, Z _ n<t |g(n72)|

10k

Y [ Lnztlg(n, 2)]

+ O, S ] dt.

n<ly 1=

On se rappelle qu’au Théoréme 2.1 on a construit une fonction multiplicative

h(n,p) >0, p € [0, 4), telle que 3, , [g(n, 2)| <>, 4 hn,|z]).
En remarquant que le Lemme peut aussi étre appliqué a H(s,p) =

C(2s)lk2lptkiBRi=1)/29¢, (5 p), on obtient

1 T
Z h(nvp) = % S 4(25)|k2\9+k1(3k171)/2fH1(87p)? ds + O(xl/Qef%N(:p))’

n<lz -

ou C, est comme en ({5.9)). De
C(25)|k2|p+k1(3k1—1)/2
= (¢(2s)(s — 1/2))\kzlp+k1(3k171)/2(8 _ 1/2)7|k2‘p7k1(3k171)/2

on obtient
> h(n,p) < a'P(logz)®,  pel0,A),

n<x

avec K = Alka| + k1(3k; — 1)/2.
On continue les calculs en et on a

S 172700 g )

n<y

et donc le résultat 5.7 devient, avec y = ze €' N@),

(5.12) > f(n)z?meln

n<x
ki—1 1 25
_ - k1 < 1/2 —cN(z)
=z Z Ai(2)(log x)" 27”, S " (s)G(s, z) . ds + O(z"/~e )s
Cr(1/2,Y)

valable pour 1 < k; < 3,4 < k; < 11 sous (HFTy, ), ou k1 > 12 sous
(HFLg, ) et (HF Ty, ) ; les A;(2) sont des combinaisons linéaires des fonctions
81"

—logn)" = 79(3;, ?) ,

= on s =1

g(n, z)

qui sont analytiques en z dans |z| < A.
On peut aussi remplacer I'intégrale SCT(I/Q y) de (5.12) par SCT(1/2 ol )

avec la queue de Cy(1/2,00,) égale & o), = min (oo, 2(1/2 — ap)) en ab-

sorbant I'intégrale sur les segments supplémentaires dans O(ml/ 2e=eN (z)).
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5.3. Preuve du Théoréme On remarque d’abord que 'intégrale
de (2.1) peut s’écrire
T N e ¢

Cr(l/Z,O‘/QO) Cr’(1/27glao) 11Ul C
ot 1 = —I sont les segments horizontaux et C' le cercle de Cy(1/2,07,);
et ceci pour tout 7’ avec 0 < r’ < r, car 'intégrand est analytique en s au
voisinage de 1/2 privé de la demi-droite (—oo,1/2]. On a,
S
S ¢k (S)g(Qs)kzz*kl(kﬁl)/?gl(8, Z)£ ds

(5.13) -
C

S

S Ckl(S)eQ(s)(kngkl(lirl)ﬂ)(8 _ 1/2)7k2z+k1(k1+1)/2gl(87 Z)% ds

C
<< x1/2+1’"7,/1+k1 (k1+1)/27k2m6(z) .

Silz| < A4 (< W si ko # 0), le dernier terme de (|5.13)) tend vers 0

lorsque 7" — 0.
On vient de montrer que
1

(5.14) 5 S
Cr(1/2,0’a0)
1/2
— L S <k1 (,U)BQ(v)(kzz—M(kl-i-l)/Q)(1/2 o U)—(kzz—kl(k1+1)/2)
1/2—0l,,
% (eiﬂ'(k2z—k1(k1+l)/2) _ e—iw(kgz—kl(k1+1)/2))g1(U’Z)li v
v
0(’10
0

avec T (u, z) comme dans I’énoncé.
¢ 2(1/2-a0) 89(1/2—00)

En écrivant la derniére intégrale Sgao =\ o on remar-
que que 0
2(1/2—a0)
.1‘1/2 S x_“u_(kQZ_kl(k1+1)/2)zT1(u, Z) du < 321/2—0'&0 < x1/2e—CN(a:)’
O’{lo

ou la premiére majoration est justifiée par le fait que

0'040
S x—uu—(kgz—]ﬂ(](51-1-1)/2):{:/111(u7 2) du
Tag ) yl—keRe(z) thi(k1+1)/2  |oag

g

L x T

1— kgi)%e(z) + /ﬂ(kl + 1)/2 ohy
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(avec 0a, = 2(1/2 — ap)), et que

ki(k 1 1+ k1(k 1)/2
1—k2me(z)+1(12+)2|k2|< + 1(“;’* )/ —A1> >0

si ]{72 750

5.4. Preuve du Théoréme En partant du Théoréme [2.3] I'idée
essentielle est de déterminer le coefficient de 29 dans le membre de droite
de .

Puisque les fonctions A;(z) sont analytiques en z dans |z| < Aj, le coef-
ficient de 29 dans le développement en série de Taylor de A;(z) autour de 0
est une constante

Az‘ z
w@) =5 | g
|z[=A1

Par (2.3) le terme d’erreur R(z, z) est analytique en z dans |z| < A; car tous
les autres termes de cette équation le sont. On a ainsi
1 S R(x, z)

(5.15) coefa(R(x,2)) = 27rz'| 3,
zZ|=A1

< A;ql‘l/26_CN($) < quil/2€—cN(x)‘

11 s’agit donc de déterminer le coefficient de 29 dans
Tag
.1'1/2 S xfuuf(kngkl(k1+1)/2)zT1(u’ Z) du.
0
Puisque Ti(u, z) est analytique a deux variables, en u dans |u| < 1/2 — ag
et en z dans |z| < Aj, on peut développer T} (u, z) en série double de Taylor

oo
Ti(u,z) = Z o gl 28
J,k=0
avec
1 dz ds 48 ~J _k
aj,k; = (27”1)2 S S Tl(S, Z) W ﬁ << <49(1/2 — Oéo)) Al .

|s|:%aa0 |z|=A1

Observons que
apo = T1(0,0) = 2. (—1):tD/2 ) k(1 /2)2k kit D2 (1 /9 0)
et

G1(1/2,0) = [T = p~)) "V —p™ 2R (1 4 (k1 + g1 (0))p~'/%),
p

car on avait obtenu en (5.3 et ([5.5) :
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G1 (Sa Z) = H(]- - p_2s)k22_k1(k1+1)/2(1 _ p—S)kl

P
X <1+(k1+gl( ))p +<k‘2+gg 25+Zf 2 1 —zs)
et donc
(5.16)  «ago = (fl)kl(k1+1)/221+k1(k1+1)/2k k1 (1/2)
[T =07y R = G ()

En remarquant aussi que le coefficient de 20 de l'intégrale en (2.3 est
nul, on a que pour ¢ = 0 U'intégrale en ([2.5)) est nulle et Ky = 1.
On peut donc supposer dorénavant que g > 1.

On écrit
(kzz ki(k1+1)/2) Tl ZW
avec
S (ke logu)l & -
bt = oo 5T G S
Alors
Oag Tag
coef ,q (x1/2 S zu~ Rz k(B2 () )7 du) = g!/? S x”"Vy(u) du,
0 0
avec

—

N (—k2logu)!
+ > )aij—l—lukl(k1+1)/2+J .

q—1

s}

J
(517) V() = (D

Jj=01=0 j=J+11=0
En notant
qg—1
(518) ]q 1 ( Oéj7q—l—1>Xl,
1=0
on remarque que
o
G100 o) =a S W g
j=0
J .
R (k1+1)/2 Z WPy 1 (~logu)
j—O

* Z Zaaq I— 1uk1(k1+1)/2+g( k‘2logu)
1
j=J+11=0 Il
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On a d’autre part

> kologu
(520) Z Za]q . 1u k1+1)/2+]( 2l'g )

j=J+11=0
< K. ykki+1)/2 i ( )JqE:I —Vﬂz\logu
. Th2l 95 %)
j=J+1 (1/2 —)/ 5
Montrons que
q—1 -1
—|k2|logu log u 1
(5.21) <
ZZ log( (1/2—@0))

pour ¢ > 1 entier,u € [0,04,]. En effet, si k2 # 0 on a

Z (— k2| log )" <qzi1< 1 )q—l—l
I(—|ke|logu)?—1 — — —|ka|log (2(1/2 — a))

< o~ k2| log(2(1/2—a0))

(i)
—|kallog(3(1/2 —a0)) )

ce qui implique (5.21]).
De (5.20)) on a ainsi pour u € [0, 04,),

= kologu
3 Zajq a lukl(k1+1)/2+j( 2l'g )’
j=J+11=0

< 49 >J T4+14k1 (k +1)/2< log u >q_1
KKyl =77 | u 1 .
48(1/2 — o) log((1/2 — ap))

On remarque que cette estimation reste vraie pour J = —1, ce qui implique

(2.7). On a donc montré (2.6)).

5.5. Preuve du Théoréme [1.3| L 1dee rmClpale est de développer
I'intégrale z1/? Sgao x7"Vy(u) du en ) et , on a

a

(5.22) 2% | 27V (u

o

J q—1 Oag l
(—ka 1
_ x1/2< S ajg,l,lu"fl(kl“)/?ﬂ (QZ'Og u) x “du

TN\ 1\
+ O<Kq< ) < > S log u|9 Ly 1k (kit1)/2,—u du))
80q, —logog, 0
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Estimons d’abord l'intégrale dans le terme d’erreur de (5.22). En posant
v = ulog x on obtient

0'a0

| Nlogu|?=to/ R knt)/2g—u gy,

0

1 Oaq logx " ’
- J+14k1 (k1+1)/2 L
~ (log x)/+2+ki(ki+1)/2 S v 1(k1 (loglogz — logv)? te " dv
0
(loglog )" (¢ —1)! k(b + 1),
(log x)7+2+ki (ki+1)/2 Tt J+1+ =),

La derniére majoration est justifiée par

1

S p/ HtkL (ki +1)/2 (loglogz — logv)? te™" dv

0
q—1 . 1
= Z (q ) log log x) mSvJ+1+k1(k1+1 /2( log v)4 17" dy
m=0 0
q—1 00
< (q— > loglog x)™ S e~ (JH2thi(kit1)/2)uy g=1-m g,
m=0 m 0
qg—1
g—1 (loglog )™
= (g —
mz:o ( ) T+ 24 k(s + )y2ya . @—™
—1)!
< (g 7 ) (loglog z)?~*
et par
Oay logx

S oI PR D2 (160 10g 22 — logv) T e ™ do

1
]

< (loglog z)?* S o/ Ik (k1+1)/2 0~ g,
0

ki(k1+1
= (J +1+ 1<12+)> I(log log )7L

Développons maintenant le terme principal a droite dans (5.22]). On écrit

Oag [e’) [e’e)
| == =n-n
0 0 Tag

et on évalue I; et Is.
Posons v = u log x; puisque '™ (2) = §o (logv)™v* e~ dv siRe(z) > 0
on a
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. EPARVAS
I = ajg—1—1(—k2) S W D2 (o0 ) dy
0

o (—k ] © jt+ki(k1+1)/2 d
_ Yg-l 1(—F2) S v (logv — loglog :U)le_v 2
log x logz

! ! h(l
_ Ajg—1— 1(—k2)'(—1) ( ) h(—h) [ ki(k1 +1)
- z_:o [1(log 2)7+ 1k (k1 +1)/2 (loglog z)™I" J+1+ — 5 )

Donc

J
I - Z Qj.q—1(loglogx)
yit Ltk (k1 +1)/2°
== = loggj] 1(k1+1)/

ot Qj,4—1(X) est le polynéme de degré g — 1 donné par
(5.23)  Qjg-1(X)

D (k)" amy [ ki(k1 +1) h
= — == T 1+ ——=) | X"
=5 (St o (41 bl
On remarque que par ((5.16|) le coefficient dominant de Qg 4—1 est (faire j =0
eth=l=q—1)

(5.24) (- )kl(k1+1)/221+k:1(k1+1)/2kqC(k (_1{?)</€1(k12+ )>‘

« H kl(k1+1)/2( 1/2)k1 (1 + (kl _i_gl(p))pflﬂ).

On estime maintenant ZJ 0210 ' I;. On a (avec v = ulogz pour la pre-
miére égalité)

J q¢—1 oo !
S ozjﬁq_l_luj+k1(’f1+1)/2(_k2ll‘ogmm—u du
=0 1=0 0aq :
J q—1 1 I
_ (—k2) Qjg—1-1 m( !
B Zg; ZO /! (10gx)j+1+k1(k1+1)/2(_IOgIng) m
j=0 1=0 m=
% S Uj+k1(k1+1)/2(logU)lfmefv/2€fv/2 dv
O'ao log z
qg—1 1 —j
e (k=)' (55(1/2 — ag))
(v/§< u) K (log logx 0 ZOlZ: Z:O 10g$ j+1+k1(k’1+1)/2
J m=

y < l >2j+1+k1(k1+1)/2+l m S WHR D2 (100 )M e gy,
m
1
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J q—1 1 l 48 —Jj
q—1,.—0a,/2 (’kQD (@(1/2 — Oéo))
< Ky(loglog z)*™ 270 E% ; Ul (loga)i TR (kD)2
j=0 1=0 m=
y <l>2j+1+k1(k1+1)/2+l—m (j MAGE N 1)!(l —m)!
m 2
< K,y(loglog x)qflx*”aomRkQ( )
XZ 18(1/2 = ap)) ) ( + k1 (k1 + 1)/2 +1)!
10g x)]+1+k1(k1+1)/2

(Pavant derniére majoratlon est justifiée par le Lemme 4.8)), ou

q—1 l _ (2]k2])2-1 .
2—m S — s k| #1/2,
(5:25)  Ri(q):= ) (2lka))l Y = <el/? g 2helmt 7
’ ; mZ:O m! q i [ko| = 1/2.
En continuant les calculs précédents on a (en utilisant la formule de Stirling)
J q—1
ZZIQ < KRy, (q)(loglog )9~ =0 /2
7=0 =
L airaay (R (B 1) /24 1)\ kG240 T g T
D3 jrEh g
elogx 2

Jj=
Pour z suffisamment grand et J < k'logz, avec k' > 0 assez petit, il suit
que

;_n

J a—
Z I, < KRy, (q)(log log )4tz %0/2(log )'/?

7=01=0
(*) (loglog z)~ 1 ki(ki +1),
B IR G T

Justifions (%) : La fonction f(t) = tlog(at), t > 0, a > 0, est décroissante
sur Pintervalle (0,e~!/a] et croissante sur l'intervalle [e~!/a, o). De plus

lim; o+ f(t) = 0.
On a donc, avec a = 1/(3logz) et k' > 0 suffisamment petit,

J
1 > k'l 1 >——1
J Og<3loga:> K log(k'/3)log og .

De 14 on a les majorations suivantes :

J
x_”%/z(logx)l/2 < (31(;]gx> x_ga0/4(log1‘)1/2

J 1
< 3logz ) (logz)2th(ka+1)/2
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(w)ﬂzﬂ/%kl(klﬂ)m

< (]gg :L»)J+2+k1(k1+1)/2
< (J+1+ki(k1+1)/2)!
(10g x)J‘i’Q“rkl (k1+1)/2 ’

ol l'on a utilisé la formule de Stirling. Finalement, de (5.25)) on sait que
Ry, (q) < ([2k2] + 1)1,
ce qui montre (*).
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