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1. Introduction

Note. Dans cet article on notera s = σ + iτ un nombre complexe s de
parties réelle σ et imaginaire τ et p un nombre premier.

Si n = pv11 · · · pvrr est la décomposition en facteurs premiers de l’entier
n ≥ 1 on définit Ω(n) := v1 + · · · + vr et ω(n) := r le nombre de facteurs
premiers de n comptés avec et sans multiplicité respectivement.

Soit (pour q ≥ 0 entier, x ≥ 1 réel)

vq(x) := |{n ≤ x : Ω(n)− ω(n) = q}|.
En 1955, A. Rényi [8] a démontré que

vq(x) = ρqx+ o(x) (x→∞),

où le coefficient positif 0 < ρq < 1 est la densité naturelle de la suite {n :
Ω(n)− ω(n) = q}.

Après Rényi, W. Schwarz [11], H. Delange [1], et D. Wolke [18] ont obtenu
une évaluation plus précise de vq(x) (c’est ce qu’on appelle le problème de
Rényi), dans le cas général ou pour une valeur particulière de q.

En 1994, J. Wu [19] a démontré la meilleure estimation connue à ce jour
pour vq(x). Il a montré que pour q ≥ 1 entier, on a uniformément, pour x
assez grand et 1 ≤ J ≤ c1 log x,

(1.1) vq(x) = ρqx+ x1/2
J∑
j=1

Pj,q−1(log log x)

(log x)j+1
+ x1/2R(x),

où Pj,q−1 est un polynôme de degré q − 1, et où le terme d’erreur R(x) est
petit (voir (1.9) ci-dessous).
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On peut généraliser le problème de l’estimation de vq(x). Considérons par
exemple la fonction de Piltz d’ordre k, dk = 1 ∗ · · · ∗ 1 (la convolution k fois
de la fonction arithmétique 1, ainsi d2(n) est le nombre de diviseurs de n).
En 1987, A. Ivić [5] a proposé d’étudier plus généralement le comportement
asymptotique de la somme

(1.2)
∑
n≤x

Ω(n)−ω(n)=q

dk(n) ;

c’est ce qu’on appelle le problème de Rényi et Ivić (le problème de Rényi est
le cas k = 1 de ce nouveau problème).

On définit la constante αk, pour k ≥ 1 entier, comme l’infimum de tous
les α tels que

(1.3) ∆k(x) = O(xα),

avec ∆k(x) le terme d’erreur dans l’évaluation asymptotique de la somme de
Piltz [6, Ch. 13], soit

(1.4)
∑
n≤x

dk(n) = Ress=1

(
ζk(s)xs

s

)
+∆k(x) = xPk−1(log x) +∆k(x),

où Pk−1 est un polynôme de degré k − 1 et ζ(s) est la fonction zêta de
Riemann.

Remarque 1.1. On sait que α1 = 0, α2 ≤ 35
108 et α3 ≤ 43

96 . E. C.Titch-
marsh [14, Ch. XII] a conjecturé que pour tout k ≥ 1,

(HTk) αk =
k − 1

2k
.

A. Ivić [5] a montré que

(1.5)
∑
n≤x

Ω(n)−ω(n)=q

dk(n) = x

k−1∑
j=0

Bj,q logj x+O(x1/2+ε + xαk+ε),

où Bj,q sont des constantes qui dépendent de k et q (j = 0, 1, . . . , k − 1).
Dans [5], Ivić remarque que, avec les estimations connues α2 < 1/2 et

α3 < 1/2, on peut probablement améliorer son résultat (1.5) pour k = 2
et k = 3. Il remarque de plus que si l’hypothèse de Lindelöf

(HL) ζ(1/2 + iτ)�ε |τ |ε pour tout ε > 0

est vraie, alors on peut probablement améliorer (1.5) pour tout k ≥ 2 en
utilisant une adaptation de la méthode de Selberg–Delange.
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Effectivement, Y.-K. Lau [7] a obtenu en 2002 une amélioration de (1.5)
pour k = 2. Il a montré que pour q ≥ 0 un entier et pour tout J , on a∑

n≤x
Ω(n)−ω(n)=q

d2(n) = x(Dq log x+ Eq)(1.6)

+ x1/2
J∑
j=0

Q̄j,q−1(log log x)

(log x)j+4
+ x1/2R(x),

où Q̄j,q−1 est un polynôme de degré q − 1 (Q̄j,−1 = 0 pour tout j) et R(x)
est petit (voir (1.9) ci-dessous).

Dans ce travail, on considérera des fonctions multiplicatives f(n) satis-
faisant aux conditions suivantes :

(H1) Il existe un α0 ∈ [1/3, 1/2), des constantes positives C1, C2, C3, un
entier k1 ≥ 1, et des réels k2 et A > 0 tels que pour tout nombre
premier p, on ait :
• f(p) = k1 + g1(p), avec |g1(p)| ≤ C1/p

1−α0 ;
• f(p2) = k2 + g2(p), avec |g2(p)| ≤ C2/p

1−2α0 ;
•
∑

i≥0 |f(pi+3)|(A/pα0)i ≤ C3p
3α0−1.

Sous ces hypothèses, on obtient au Théorème 1.3 une évaluation pour∑
n≤x

Ω(n)−ω(n)=q

f(n).

Ce résultat est trés général. Les hypothèses (H1) sont par exemple vérifiées
par f(n) = ϕ(n)/n, où ϕ est l’indicateur d’Euler. On a le corollaire suivant.

Corollaire 1.2. Soit

(1.7) N(x) :=
(log x)3/5

(log log x)1/5
.

Pour q ≥ 1 entier, il existe des constantes c, k′ > 0 telles que l’on ait uni-
formément pour x suffisamment grand et J ≤ k′ log x,

∑
n≤x

Ω(n)−ω(n)=q

ϕ(n)

n
= Aqx+ x1/2

J∑
j=0

Lj,q−1(log log x)

(log x)j+2

+O

(
x1/2

(
3q

(49/48)J(log log x)q−1

(log x)J+3

)(
(q − 1)!

J
+ (J + 2)!

)
+ e−cN(x)

)
,

où Aq sont les coefficients de la série de Taylor de la fonction∑
q≥0

Aqz
q =

6

π2

∏
p

(
1 +

z − 1

(p+ 1)(p− z)

)
=: F (z),
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et Lj,q−1 est un polynôme de degré q − 1. Le coefficient dominant de L0,q−1
est donné par

−4
ζ(1/2)

(q − 1)!

∏
p

(
1− 1

p(p1/2 + 1)

)
.

Si q = 0 (on somme sur les entiers sans facteur carré),∑
n≤x

Ω(n)=ω(n)

ϕ(n)

n
= A0x+O(x1/2e−cN(x)),

avec

A0 =
6

π2

∏
p

(
1− 1

p(p+ 1)

)
≈ 0.428249505

la constante “carefree” [10, Section 2.7].

Définissons maintenant la fonction µ(σ) pour σ ∈ R fixé comme l’infimum
de tous les σ′ > 0 tels que

(1.8) |ζ(σ + iτ)| � |τ |σ′ .
Cette fonction satisfait à µ(σ) = 0 si σ ≥ 1, µ(σ) = 1/2 − σ si σ ≤ 0,
µ(σ) est continue et convexe [13] et µ(1/2) ≤ 32/205 [4]. On remarque que
l’hypothèse de Lindelöf (HL) est équivalente à µ(1/2) = 0.

Pour un k ≥ 1 fixé, on fera intervenir les hypothèses :

µ(1/2) < 1/k (hypothèse faible de Lindelöf d’ordre k),(HFLk)
αk < 1/2 (hypothèse faible de Titchmarsh d’ordre k).(HFTk)

On sait que (HFLk) est satisfaite pour 1 ≤ k ≤ 6 [4], et que (HFTk) l’est
pour 1 ≤ k ≤ 3.

Le résultat principal de cet article est le théorème suivant, qui généralise
les résultats (1.1) de Wu et (1.6) de Lau.

Théorème 1.3. Soit f(n) une fonction multiplicative satisfaisant aux
conditions (H1). Pour 1 ≤ k1 ≤ 3 inconditionnellement, pour 4 ≤ k1 ≤ 11
sous (HFTk1) et pour k1 ≥ 12 sous (HFTk1) et (HFLk1), il existe des con-
stantes c > 0, k′ > 0, ai(q), i = 0, . . . , k1 − 1, et des polynômes Qj,q−1
de degré q − 1 tels que l’on ait uniformément pour x suffisamment grand,
J ≤ k′ log x et q ≥ 1,∑

n≤x
Ω(n)−ω(n)=q

f(n) = x

k1−1∑
i=0

ai(q)(log x)i

+ x1/2
J∑
j=0

Qj,q−1(log log x)

(log x)j+1+k1(k1+1)/2
+ x1/2R(x)
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avec

(1.9) R(x)� Kqe
−cN(x) +Kq(2|k2|+ 1)q

×

(
49

48(1/2−α0)

)J
(log log x)q−1

(log x)J+2+k1(k1+1)/2

(
(q − 1)!

J
+

(
J + 1 +

k1(k1 + 1)

2

)
!

)
,

où Kq est une constante comme en (2.4) ci-dessous. (Les polynômes Qj,q−1
sont donnés par (5.23) et le coefficient dominant de Q0,q−1 par (5.24) ci-
dessous.) Si q = 0,

∑
n≤x

Ω(n)=ω(n)

f(n) = x

k1−1∑
i=0

ai(0)(log x)i +O(Kqx
1/2e−cN(x)).

Remarque 1.4. Pour q = 0 et f(n) = 1 on retrouve l’estimation due à
A. Walfisz [17] : il existe une constante c0 > 0 telle que

v0(x) =
6

π2
x+O(x1/2e−c0N(x)).

Remarque 1.5. Ce résultat, ainsi que les Théorèmes 2.2–2.4, s’applique
en particulier aux fonctions de Piltz d’ordre k pour k ≥ 1 (dans ce cas
k1 = k), à f(n) = ϕ(n)/n, où ϕ est l’indicateur d’Euler (voir le Corollaire
1.2), à f(n) = σr(n)/nr, où σr est la fonction somme des puissances r-èmes
des diviseurs (r ≥ 2/3), ainsi qu’à certaines fonctions f liées à la notion
de diviseur exponentiel. (Pour ces dernières applications on a k1 = 1, et les
résultats sont inconditionnels).

Dans la section 3 (applications), on donne dans le Tableau 1 d’autres
fonctions multiplicatives satisfaisant aux conditions (H1) et auxquelles ces
théorèmes s’appliquent.

On définit les constantes

σ0 :=
1

57.54 · 2 · (log 3)2/3(log log 3)1/3
≈ 1

55.72
,

σα0 :=
6

7
(1/2− α0),

σ′α0
:= min(σ0, σα0).

(1.10)

On définit le contour de Hankel tronqué de centre a, rayon r, et queue L
(noté Cr(a, L)), L > r > 0, comme le contour constitué du segment réel
[a − L, a − r] parcouru de gauche à droite avec argument −π, du cercle
|s− a| = r privé du point s = a− r, parcouru dans le sens trigonométrique,
et du segment [a− L, a− r] parcouru de droite à gauche avec argument π.
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Pour k ≥ 1, on définit la fonction

(1.11) σk(τ) :=


1

57.54k(log |kτ |)2/3(log log |kτ |)1/3
si |τ | ≥ 3/k,

1

57.54k(log 3)2/3(log log 3)1/3
=

2σ0
k

si |τ | < 3/k,

avec σ0 comme en (1.10). Soit

(1.12) D := {s ∈ C : σ ≥ 1/k − σk(τ), s /∈ [1/k − 2σ0/k, 1/k]}.

On sait que ζ(ks) 6= 0 si s ∈ D, et que si θ(z) est holomorphe dans |z| ≤ R,
alors il existe C > 0 tel que ζ(ks)θ(z) � (log |kτ |)C pour tout s ∈ C tel que
σ ≥ 1/k − σk(τ) et |τ | ≥ 3/k ([3] et [13, II.3]).

Soit 0 < δk < 1/k. Définissons la région Rk du plan complexe par

(1.13) Rk :={
D ∪ [1/k − 2σ0/k, 1/k] si 1/k − 2σ0/k > δk,(
D ∩

{
σ ≥ 1/k − 9

10(1/k − δk)
})
∪
[
1/k − 9

10(1/k − δk), 1/k
]

sinon.

2. Résultats intermédiaires

Note. Dans les sections suivantes, du fait de la présence de nombreuses
constantes, on emploiera par souci d’économie les notations c, c′, c′′, c(ε′)
pour désigner des constantes positives dont la valeur exacte importe peu.

Dans cette section, on énonce des résultats intermédiaires qui servent à
démontrer le Théorème 1.3. Ces résultats, et le Théorème 1.3, sont démontrés
à la section 5.

Le théorème suivant établit une décomposition, sous forme de produit de
puissances de la fonction zêta de Riemann, de la série de Dirichlet F(s, z) :=∑∞

n=1 f(n)zΩ(n)−ω(n)/ns, z ∈ C, où f(n) est une fonction multiplicative
satisfaisant aux conditions (H1).

Théorème 2.1. Soit f(n) une fonction multiplicative satisfaisant aux
conditions (H1) et soit F(s, z) :=

∑∞
n=1 f(n)zΩ(n)−ω(n)/ns la série de Diri-

chlet définie pour tout z ∈ C, |z| < A. On a

F(s, z) = ζk1(s)G(s, z) = ζk1(s)ζ(2s)k2z−k1(k1+1)/2G1(s, z),

où G(s, z) :=
∑∞

n=1 g(n, z)/ns, respectivement G1(s, z) :=
∑∞

n=1 g1(n, z)/n
s,

sont des séries de Dirichlet absolument convergentes pour Re(s) > 1/2,
respectivement Re(s) > α0, et analytiques en z dans |z| < A. De plus
G1(s, z)�ε 1 dans le demi-plan Re(s) ≥ α0 + ε et pour tout z dans |z| < A.
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En plus il existe une fonction multiplicative h(n, ρ) ≥ 0 définie pour tout
ρ ∈ [0, A) telle que

|g(n, z)| ≤ h(n, |z|), ∀n ∈ N, ∀z dans |z| < A.

Sa série de Dirichlet associée H(s, ρ) :=
∑∞

n=1 h(n, ρ)/ns est absolument
convergente pour Re(s) > 1/2 et différentiable en ρ ∈ [0, A) ; elle satisfait
aussi

H(s, ρ) = ζ(2s)|k2|ρ+k1(3k1−1)/2H1(s, ρ),

avec H1(s, ρ) une série de Dirichlet absolument convergente pour Re(s) > α0

et différentiable en ρ ∈ [0, A). Comme pour G1(s, z), on a H1(s, ρ)�ε 1 pour
tout s tel que Re(s) ≥ α0 + ε et tout ρ ∈ [0, A).

Dans les Théorèmes 2.2–2.4 ci-dessous, les constantes impliquées par
le symbole de Landau O peuvent dépendre des paramètres k1, k2, C1, C2,
C3, A, α0 des conditions (H1).

On peut déduire du Théorème 2.1 le théorème suivant.

Théorème 2.2. Soit f(n) une fonction multiplicative satisfaisant aux
conditions (H1). Soit z ∈ C, |z| < A. Sous les mêmes hypothèses que celles
du Théorème 1.3, il existe des fonctions analytiques Ai(z), i = 0, 1, . . . , k1−1,
et une constante c > 0 telles que

(2.1)
∑
n≤x

f(n)zΩ(n)−ω(n) = x

k1−1∑
i=0

Ai(z)(log x)i

+
1

2πi

�

Cr(1/2,σ′α0 )

ζk1(s)ζ(2s)k2z−k1(k1+1)/2G1(s, z)
xs

s
ds+O(x1/2e−cN(x)).

La série de Dirichlet G1(s, z) est comme dans le Théorème 2.1. Ici Cr
(
1
2 , σ
′
α0

)
est le contour de Hankel tronqué de centre 1/2, rayon r = 1/log x et queue
σ′α0

= min
(
σ0,

6
7(1/2 − α0)

)
comme en (1.10). Les Ai(z) sont des combi-

naisons linéaires des fonctions∑
n≥1

g(n, z)

n
(− log n)r =

∂rG(s, z)

∂sr

∣∣∣∣
s=1

,

analytiques en z dans |z| < A, où G(s, z) est comme dans le Théorème 2.1.

On définit Q(s) la fonction analytique dans |s− 1/2| < 1/2 telle que

(2.2) eQ(s) := (s− 1/2)ζ(2s).

Du Théorème 2.2 et pour des nombres z satisfaisant une restriction supplé-
mentaire, on peut déduire, en utilisant la formule intégrale de Cauchy, le
résultat suivant.
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Théorème 2.3. Soit f(n) une fonction multiplicative satisfaisant aux
conditions (H1), soit Ā = min

(
A, 1+k1(k1+1)/2

|k2|
)
si k2 6= 0, Ā = A si k2 = 0.

Soit z ∈ C, |z| ≤ A1 où A1 < Ā. Sous les mêmes hypothèses que celles du
Théorème 1.3 on a

(2.3)
∑
n≤x

f(n)zΩ(n)−ω(n)

= x

k1−1∑
i=0

Ai(z)(log x)i +x1/2
σα0�

0

x−uu−(k2z−k1(k1+1)/2)zT1(u, z) du+R(x, z),

avec R(x, z) = O(x1/2e−cN(x)), et où

T1(u, z) :=
sin(π(k2z − k1(k1 + 1)/2))

πz

ζk1(1/2− u)

1/2− u
× eQ(1/2−u)(k2z−k1(k1+1)/2)G1(1/2− u, z)

est une fonction analytique à deux variables pour |u| < 1/2−α0 et |z| ≤ A1.
Les fonctions Ai(z) sont comme dans le Théorème 2.2, la série de Dirichlet
G1(s, z) comme dans le Théorème 2.1, et σα0 comme en (1.10).

Ce résultat généralise le Théorème 2 de Lau [7].
Pour A1 comme au Théorème 2.3, on définit la constante

(2.4) Kq := max(1, A−q1 ),

qui apparaît dans les énoncés des Théorèmes 1.3 et 2.4.
Si l’on cherche le coefficient de zq des deux membres de l’équation (2.3)

du Théorème 2.3, on peut déduire une généralisation du Théorème 2 de
Wu [19].

Théorème 2.4. Soit f(n) une fonction multiplicative. Sous les mêmes
hypothèses que celles du Théorème 1.3, il existe c > 0, des coefficients ai(q),
i = 0, . . . , k1 − 1, et des polynômes Pj,q−1 de degré q − 1, Pj,−1 ≡ 0, tels que
l’on ait uniformément pour x suffisamment grand,

(2.5)
∑
n≤x

Ω(n)−ω(n)=q

f(n)

= x

k1−1∑
i=0

ai(q)(log x)i + x1/2
σα0�

0

x−uVq(u) du+O(Kqx
1/2e−cN(x)),

où σα0 est comme en (1.10), les coefficients

ai(q) := coefzq(Ai(z)) (i = 0, . . . , k1 − 1)

sont réels et apparaissent dans le développement en série de Taylor de Ai(z)
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définie au Théorème 2.2, et où pour un J fixé,

Vq(u) = uk1(k1+1)/2
∞∑
j=0

ujPj,q−1(− log u)(2.6)

= uk1(k1+1)/2

[ J∑
j=0

ujPj,q−1(− log u)

+O

(
Kq

(
49

48(1/2− α0)

)J( 1

log 7
6(1/2−α0)

)q
|log u|q−1uJ+1

)]
.

En particulier, si q ≥ 1,

(2.7) Vq(u)� Kq

(
1

log 7
6(1/2−α0)

)q
uk1(k1+1)/2(− log u)q−1

pour u ∈ [0, σα0 ].

Enfin, si q = 0, alors V0(u) = 0 et l’intégrale dans (2.5) est nulle. La con-
stante impliquée par les symboles de Landau ne dépend ni de q ni de J .

3. Applications. Dans cette section on donne quelques exemples de
fonctions arithmétiques f(n) qui satisfont aux conditions (H1).

(1) Soit f(n) = dn1(n) · · · dnr(n) (n1, . . . , nr ≥ 1 entiers) produit de fonc-
tions de Piltz. Sachant que dn(pv) =

(
v+n−1

v

)
on a

• f(p) = n1 · · ·nr (= k1),
• f(p2) = n1(n1+1)

2 · · · nr(nr+1)
2 (= k2),

• pour v ≥ 3, f(pv) = (v+1)···(v+n1−1)
(n1−1)! · · · (v+1)···(v+nr−1)

(nr−1)! � v
∑r
i=1(ni−1).

On peut voir que cette fonction satisfait aux conditions (H1) avec α0 = 1/3,
A < 21/3.

(2) La fonction f(n) = (σ(n)/n)r, r ∈ R, où σ(n) est la somme des
diviseurs de n, satisfait aussi aux conditions (H1) avec α0 = 1/3, A < 21/3.
En effet,

• f(p) = (1 + 1/p)r = 1 + r/p+O(1/p2) = 1 +O(1/p2/3),
• f(p2) = (1 + 1/p + 1/p2)r = 1 + r(1/p + 1/p2) + O((1/p + 1/p2)2) =

1 +O(1/p1/3),
• si v ≥ 3,

f(pv) =

(
1 +

1

p
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pv

)r
≤

{
(v + 1)r si r ≥ 0,

1 sinon,



78 R. Zurita

ce qui implique que∑
i≥0
|f(pi+3)|

(
A

pα0

)i
≤
∑
i≥0
|f(pi+3)|

(
A

21/3

)i
<∞.

De la même manière, on peut montrer que la fonction σr(n)/nr, avec r ≥ 2/3
et σr(n) =

∑
d|n d

r, satisfait aux conditions (H1) (voir le Tableau 1) avec
aussi α0 = 1/3, A < 21/3.

(3) Un diviseur exponentiel (e-diviseur) d = pb11 · · · pbrr de n = pa11 · · · parr
satisfait par définition bi | ai (i = 1, . . . , r). L’entier n est appelé e-squarefree
si ω(ai) = Ω(ai) pour tout i (ces deux notions ont été introduites par
M. V. Subbarao [12]). Si n et m ont les mêmes diviseurs premiers, nous
appelons κ(n) (= κ(m)) := p1 · · · pr leur noyau, et leur e-pgcd est défini par
(n,m)(e) :=

∏
1≤i≤r p

(ai,bi)
i . Si (n,m)(e) = κ(n) = κ(m), alors n et m sont

e-copremiers.
À partir de ces définitions on peut définir des fonctions multiplicatives,

comme par exemple :

(i) τ (e)(n) = nombre des e-diviseurs de n [12].
(ii) σ(e)(n) = somme des e-diviseurs de n [12].
(iii) t(e)(n) = nombre des e-diviseurs de n qui sont e-squarefree [16].
(iv) ϕ(e)(n) = nombre des diviseurs de n qui sont e-copremiers avec n

(l’analogue de la fonction indicatrice d’Euler) [9].
(v) P̃ (n) :=

∑
1≤j≤n, κ(j)=κ(n)(j, n)(e) (l’analogue de la fonction de Pillai

définie par P (n) =
∑

1≤j≤n(j, n)) [15].

On montre que τ (e)(n), t(e)(n), σ(e)(n)/n, ϕ(e)(n), P̃ (n)/n satisfont aussi aux
conditions (H1) avec α0 = 1/3, A < 21/3. Vérifions-le par exemple pour les
fonctions t(e)(n) et P̃ (n)/n.

Pour f(n) = t(e)(n), si n = pa11 · · · parr alors t(e)(n) = 2ω(a1) · · · 2ω(ar),
t(e)(pv) = 2ω(v) ≤ v car si v = qb11 · · · qbss (qi premiers) alors v ≥ 2s = 2ω(v) ;
pour conclure on procède comme dans l’exemple (2).

Pour f(n) = P̃ (n)/n, si n = pa11 · · · parr alors

P̃ (n) =
∑

1≤βi≤ai

p
(a1,β1)
1 · · · p(ar,βr)r ,

ce qui implique que

P̃ (p)

p
= 1,

P̃ (p2)

p2
=
p2 + p

p2
= 1 +

1

p
,
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P̃ (pv)

pv
=
p(1,v) + p(2,v) + · · ·+ p(v,v)

pv
≤ p+ p2 + · · ·+ pv

pv

= 1 +
1

p
+ · · ·+ 1

pv−1
≤ v

et on procède comme dans l’exemple (2).

(4) Au Tableau 1 on donne un exemple d’une fonction multiplicative
satisfaisant aux conditions (H1) avec α0 ∈ [1/3, 1/2) choisi arbitrairement.

Dans le même tableau on a a(n) = nombre de groupes abéliens d’ordre n.
C’est une fonction multiplicative et on montre que a(pv) = p(v) où p(v) est
la fonction nombre de partitions de v. Par exemple p(1) = 1, p(2) = 2 et on
sait qu’il existe des constantes positives c1, c2 telles que p(v) ∼ (c1/v)ec2

√
v.

Tableau 1. Fonctions arithmétiques f(n) satisfaisant aux conditions (H1)

f(n) α0 A k1 k2

dk (fonction de Piltz) 1/3 < 21/3 k k(k + 1)/2

dn1 · · · dnr 1/3 < 21/3
∏r
i=1 ni

∏r
i=1 ni(ni + 1)/2

ϕ(n)/n, (n/ϕ(n))r, r ∈ R 1/3 < 21/3 1 1

P (n)/n (fonction de Pillai) 1/3 < 21/3 2 3

kω(n) (k ≥ 2) 1/3 < 21/3 k k

σr(n)/n
r (r ≥ 2/3), (σ(n)/n)r (r ∈ R) 1/3 < 21/3 1 1

τ (e)(n), t(e)(n) 1/3 < 21/3 1 2

σ(e)(n)/n, ϕ(e)(n) 1/3 < 21/3 1 1

P̃ (n)/n 1/3 < 21/3 1 1

a(n) = nombre des groupes abéliens 1/3 < 21/3 1 2

d’ordre n

f(p) = k1 ∈ N, f(p2) = k2 ∈ R, β0 < 1 k1 k2

f(pv) = pβ0v−1 si v ≥ 3

4. Résultats auxiliaires. Au Théorème 2.1 on remarque que la série
de Dirichlet G(s, z) donnée par

∑
n≥1 g(n, z)n−s possède un facteur du type

ζ(2s)k2z−k1(k1+1)/2. Dans le lemme qui suit, on utilise la méthode de Selberg–
Delange pour estimer

∑
n≤x g(n, z) dans un cas plus général. Ce lemme nous

sera utile pour la démonstration du Théorème 2.2.

Lemme 4.1. Soit g(n, z) une fonction arithmétique en n définie pour
tout complexe z tel que |z| ≤ R et soit G(s, z) :=

∑∞
n=1 g(n, z)/ns sa série

de Dirichlet associée, absolument convergente pour Re(s) > 1/k, où k ≥ 1.



80 R. Zurita

Supposons que l’on peut écrire

G(s, z) = ζ(ks)θ(z)G1(s, z),

où θ(z) est une fonction holomorphe en z pour |z| ≤ R et G1(s, z) une
fonction analytique en s dans la région Rk de la définition (1.13) avec un
certain δk tel que 0 < δk < 1/k.

Supposons aussi que |G1(s, z)| ≤ M(1 + |τ |)1−δ pour un certain δ avec
0 < δ ≤ 1 pour tout s ∈ Rk et tout z dans |z| ≤ R.

Supposons encore qu’il existe une fonction arithmétique positive h(n, ρ)
définie pour tout ρ ∈ [0, R] qui satisfait |g(n, z)| ≤ h(n, |z|) pour tout n et
tout z dans |z| ≤ R. Soit H(s, ρ) :=

∑∞
n=1 h(n, ρ)/ns sa série de Dirichlet

associée, et supposons comme pour G(s, z) que l’on peut écrire

H(s, ρ) = ζ(ks)g(ρ)H1(s, ρ),

avec g(ρ) continue pour tout ρ ∈ [0, A] et H1(s, ρ) analytique en s dans
la région de la définition (1.13) pour un certain δ′k avec 0 < δ′k < 1/k au
lieu de δk, région que nous notons R′k. De plus supposons que |H1(s, ρ)| ≤
M ′(1 + |τ |)1−δ′ pour un certain δ′ avec 0 < δ′ ≤ 1, tout s ∈ R′k et ρ ∈ [0, A].

Sous ces hypothèses il existe c > 0 tel que pour x suffisamment grand,

G(x, z) :=
∑
n≤x

g(n, z)(4.1)

=
1

2πi

�

Cr

ζ(ks)θ(z)G1(s, z)
xs

s
ds+O(M ′′x1/ke−cN(x)),

où M ′′ = max(M,M ′) et Cr est le contour de Hankel tronqué de centre 1/k,
rayon r = 1/log x et queue

σk =

{
2σ0/k si 1/k − 2σ0/k > δk,
9
10(1/k − δk) sinon.

La constante impliquée par le symbole de Landau dépend de k, δk, δ′k, R, δ, δ
′.

Preuve. Par la formule de Perron [13, §II.2],

(4.2)
x�

0

G(t, z) dt =
1

2πi

1/k+2/log x+i∞�

1/k+2/log x−i∞

ζ(ks)θ(z)G1(s, z)
xs+1

s(s+ 1)
ds,

On considère deux cas selon la position de δk par rapport à 1/k.

Cas 1. Si 1/k − 2σ0/k > δk, on définit σk := 2σ0/k et γk := 3/k.

Cas 2. Si 1/k − 2σ0/k ≤ δk, on définit σk := 9
10(1/k − δk) et γk comme

l’ordonnée positive de l’intersection de la droite verticale σ = 1/k − σk avec
la courbe σ = 1/k − σk(τ) définie en (1.11).
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Soient maintenant :

L6 : la demi-droite verticale [1/k + 2/log x+ iT, 1/k + 2/log x+ i∞),
L5 : le segment horizontal [1/k − σk(T ) + iT, 1/k + 2/log x+ iT ],
L4 : la courbe décrite par [1/k−σk, 1/k−σk+γk i]∪{σ = 1/k−σk(τ)+iτ ,

γk ≤ τ ≤ T},
Cr : le contour de Hankel tronqué Cr de centre 1/k, rayon r = 1/log x

et queue σk,

et L1, L2, L3 les chemins symétriques de L6, L5, L4 par rapport à l’axe réel.
D’après la remarque qui suit (1.12) on a
�

L6

ζ(ks)θ(z)G1(s, z)
xs+1

s(s+ 1)
ds�Mx1+1/k

∞�

T

(log kt)C

t1+δ
dt�Mx1+1/kT−δ/2

et
�

L5

ζ(ks)θ(z)G1(s, z)
xs+1

s(s+ 1)
ds�Mx1+1/k (log (kT ))C

T 1+δ
�Mx1+1/kT−δ/2.

Il est facile de voir que ζ(ks)θ(z) � 1 si s ∈ [1/k − σk, 1/k − σk + γk i] et
|z| ≤ A. Ceci implique que

(4.3)
�

L4

ζ(ks)θ(z)G1(s, z)
xs+1

s(s+ 1)
ds

�Mx1+1/k−σk(T )
(∞�
γk

1

t1+δ/2
dt+ γk

)
�Mx1+1/k−σk(T ).

Par symétrie on obtient la mêmes bornes pour les intégrales sur les chemins
L1, L2, L3.

De (4.2) et par le théorème des résidus, on a donc

(4.4)
x�

0

G(t, z) dt

=
1

2πi

�

Cr

ζ(ks)θ(z)G1(s, z)
xs+1

s(s+ 1)
ds+O(Mx1+1/k(T−δ/2 + x−σk(T )))

=
1

2πi

�

Cr

ζ(ks)θ(z)G1(s, z)
xs+1

s(s+ 1)
ds+O(Mx1+1/ke−c2N(x)).

Pour la dernière égalité on a posé T = ec1N(x). Notons

Φ(x, z) :=
1

2πi

�

Cr

ζ(ks)θ(z)G1(s, z)
xs+1

s(s+ 1)
ds.
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Pour s ∈ Cr et |z| ≤ R, on a

(s− 1/k)−θ(z) = e−θ(z)(log |s−1/k|+iϕs) � e−|θ(z)| log r � (log x)B

avec B := max|z|≤R |θ(z)|. Ceci implique

Φ′′(x, z) =
1

2πi

�

Cr

(ζ(ks)(s− 1/k))θ(z)(s− 1/k)−θ(z)G1(s, z)xs−1 ds(4.5)

�Mx1/k−1(log x)B.

Soit 0 < y < 1
2x. De (4.4) on a

(4.6)
x+y�

x

G(t, z) dt = Φ(x+ y, z)− Φ(x, z) +O(Mx1+1/ke−c3N(x))

= yΦ′(x, z) + y2
1�

0

(1− t)Φ′′(x+ ty, z) dt+O(Mx1+1/ke−c3N(x))

= yΦ′(x, z) +O(My2x1/k−1(log x)B +Mx1+1/ke−c3N(x)).

En écrivant G(t, z) = G(t, z)−G(x, z) +G(x, z) nous avons

G(x, z) = Φ′(x, z) +O(My−1x1+1/ke−c3N(x)(4.7)

+Myx1/k−1(log x)B + y−1L),

avec L =
	x+y
x |G(t, z)−G(x, z)| dt.

Pour majorer L on utilise l’hypothèse de l’existence de la fonction arith-
métique positive h(n, ρ). En notant H(t, z) :=

∑
n≤t h(n, z) on a

L ≤
x+y�

x

∑
x<n≤t

h(n, |z|) dt =

x+y�

x

(H(t, |z|)−H(x, |z|)) dt

≤
x+y�

x

H(t, |z|) dt−
x�

x−y
H(t, |z|) dt.

On montre de façon analogue à (4.5) et (4.6) que

(4.8)
x+y�

x

H(t, ρ) dt

= yΨ ′(x, ρ) +O(M ′x1+1/ke−c4N(x) +M ′y2x1/k−1(log x)B
′
)

et
(4.9) Ψ ′′(x, ρ)�M ′x1/k−1(log x)B

′
,

avec

Ψ(x, ρ) :=
1

2πi

�

C′r

ζ(ks)g(ρ)H1(s, ρ)
xs+1

s(s+ 1)
ds
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(où C ′r est le contour de Hankel de centre 1/k, rayon r = 1/log x et queue
σ′k définie comme dans les cas 1 et 2 du début de la preuve de ce lemme avec
δ′k au lieu de δk).

De (4.8) on obtient

(4.10)
x+y�

x

H(t, |z|) dt−
x�

x−y
H(t, |z|) dt = yΨ ′(x, |z|)− yΨ ′(x− y, |z|)

+O(M ′x1+1/ke−c5N(x) +M ′y2x1/k−1(log x)B
′
).

On a donc pour un certain θ ∈ [0, 1],

L ≤ y2Ψ ′′(x− y + θy, |z|) +O(M ′x1+1/ke−c5N(x) +M ′y2x1/k−1(log x)B
′
)

� y2M ′x1/k−1(log x)B
′
+O(M ′x1+1/ke−c5N(x) +M ′y2x1/k−1(log x)B

′
)

et donc
L�M ′x1+1/ke−c5N(x) +M ′y2x1/k−1(log x)B

′
.

En remplaçant cette majoration en (4.7) et en posant y = xe−c6N(x) on
obtient (4.1).

Dans la démonstration du Théorème 2.2 on va utiliser le Théorème 1
de Lau [7] dans une version légèrement modifiée et un peu plus générale, le
Théorème A ci-dessous.

Théorème A (Théorème de Lau modifié). Soient f, g deux fonctions
arithmétiques et α, a, η trois nombres positifs avec 0 < α < a < η < 1. On
définit F(s) =

∑∞
n=1 f(n)/ns, G(s) =

∑∞
n=1 g(n)/ns les séries de Dirichlet

associées et on fait les hypothèses suivantes :

(i) F(s),G(s) sont absolument convergentes pour Re(s) > 1, Re(s) > a
respectivement.

(ii) F(s) admet une continuation méromorphe dans Re(s) > α− ε qui
possède un nombre fini de pôles dans la région η < Re(s) ≤ 1 mais
aucun pôle dans la région α ≤ Re(s) ≤ η. En plus on suppose que

(4.11) F(σ + iτ)� |τ |2−ε

pour α ≤ σ ≤ 1 et |τ | assez grand, et que

(4.12)

T�

2

|F(α± iτ)| dτ � T 2−ε.

(iii) Notons U− = U−(a, δ, Y ) un voisinage ouvert sans sa partie réelle
du contour de Hankel tronqué Cδ(a, Y ) de centre a, rayon δ et
queue Y . Alors G(s) possède un prolongement analytique dans une
région qui contient U− et en plus il existe c > 0 tel que G(s)� r−c

si |s− a| = r et s ∈ U−. On a δ < Y , 0 < δ < η − a et Y < a− α.
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(iv) Si x→∞ on a

(4.13) G(x) :=
∑
n≤x

g(n) =
1

2πi

�

Cδ(a,Y )

G(s)
xs

s
ds+O(xae−c

′L(x)),

où L(x) est croissante pour x suffisamment grand, L(x)/log log x
→ ∞, L(xγ) �γ L(x) pour un certain γ ∈ (0, 1), et L(x) =
O(log x).

Sous ces hypothèses, si ε′ > 0 est suffisamment petit, et y = xe−ε
′L(x), on a∑

n≤x
(f ∗ g)(n) =

∑
ξ pôles

η<Re(ξ)≤1

Resξ

(
F(s)G(s)

xs

s

)
+

1

2πi

�

Cδ(a,Y )

F(s)G(s)
xs

s
ds

+
∑
n≤y

g(n)E

(
x

n

)
+O(xae−c(ε

′)L(x)),

où F (x) =
∑

n≤x f(n) = P (x) + E(x) avec

P (x) =
∑

ξ pôles
η<Re(ξ)≤1

Resξ

(
F(s)

xs

s

)

le terme principal et E(x) le terme d’erreur.

Preuve. La preuve est pratiquement identique à celle du Théorème 1 de
Lau [7]. Voir l’annexe 7.2 de [20].

Remarque 4.2. Le Théorème 1 de Lau [7] a pour hypothèse (ii)
F(σ + iτ)� |τ |1−ε

pour α ≤ σ ≤ 1 et |τ | assez grand. C’est J. Wu qui m’a suggéré de remplacer
cette hypothèse par (4.11) et (4.12).

Le lemme suivant permet de majorer |ζ(s)k| dans une bande verticale
{rk ≤ σ ≤ 1, |τ | ≥ 2} avec un certain 0 < rk < 1/2. Cette majoration
sera utile pour la vérification de l’hypothèse (4.11) dans la démonstration
du Théorème 2.2.

Lemme 4.3. Pour k fixé, il existe rk ∈ (0, 1/2) et εk > 0 tels que pour
rk ≤ σ ≤ 1 et |τ | ≥ 2,

|ζ(s)k| �


|τ |1−εk si 1 ≤ k ≤ 6,

|τ |2−εk si 7 ≤ k ≤ 11,

|τ |1−εk si k ≥ 12 sous (HFLk).

Preuve. Si k ≥ 12 : Par hypothèse on sait que µ(1/2) < 1/k. Soit µk :=
1
2

(
1
k + µ

(
1
2

))
; on a donc pour rk = 1

2

( 1/2−µk
1/2−µ(1/2)

)
et par convexité de µ(σ)

(1.8) que µ(rk) ≤ µk. Par le théorème de Lindelöf modifié [2, p. 186] on a
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|ζ(σ+ iτ)| � |τ |µk+ε′ pour rk ≤ σ ≤ 1, |τ | ≥ 2 et tout ε′ > 0. Ceci implique
|ζ(σ + iτ)k| � |τ |1−εk lorsque 0 < εk <

1
2

(
1− kµ

(
1
2

))
.

Si 1 ≤ k ≤ 11 : Soit h := 32/205 et h′ := 1
2

(
h + 1

6

)
. Comme avant on

montre que

|ζ(σ + iτ)k| �
{
|τ |6h′+6ε′ si 1 ≤ k ≤ 6,

|τ |11h′+11ε′ si 7 ≤ k ≤ 11

pour rk ≤ σ ≤ 1 avec rk = 1
2

(1/2−h′
1/2−h

)
(≈ 0.492317), |τ | ≥ 2 et tout ε′ > 0.

Alors

|ζ(σ + iτ)k| �

{
|τ |1−εk si 1 ≤ k ≤ 6

(
0 < εk <

1−6h
2

)
,

|τ |2−εk si 7 ≤ k ≤ 11
(
0 < εk <

13−66h
12

)
.

Soit k ≥ 4 ; on définit le nombre M(k) (≥ 1) comme l’infimum de tous
les nombres M ≥ 1 tels que

(4.14)
T�

1

|ζ(1/2 + it)|k dt� TM+ε ∀ε > 0.

Les deux lemmes qui suivent sont utiles dans la preuve du Théorème 2.2.

Lemme 4.4 ([6, Théorème 8.3]). Si k ≥ 4 est un nombre réel,

M(k) ≤


1 + (k − 4)/8 si 4 ≤ k ≤ 12,

2 + 3(k − 12)/22 si 12 ≤ k ≤ 178/13 ≈ 13.6923,

1 + 4(k − 6)/25 si k ≥ 178/13.

Remarque 4.5. Ce résultat représente une légère amélioration du Théo-
rème 8.3 de [6] où l’on trouve le coefficient 35/216 à la place de 4/25. Ce
dernier s’obtient immédiatement en suivant la même preuve.

Lemme 4.6 ([6, Lemme 8.3]). Soit F(s) une fonction analytique dans la
région D : α ≤ σ ≤ β, τ ≥ 1, et telle que F(s) � eCτ

2 dans D. Pour q > 0
fixé et α < γ < β on a

T�

2

|F(γ + it)|q dt�
(2T�

1

|F(α+ it)|q dt+ 1
) β−γ
β−α

×
(2T�

1

|F(β + it)|q dt+ 1
) γ−α
β−α

.

Pour la preuve du Théorème 2.1 on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.7 ([13, II.1]). Soit f une fonction multiplicative et s ∈ C. Sa
série de Dirichlet associée F(s) =

∑∞
n=1 f(n)/ns est absolument convergente
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si et seulement si ∑
p

∑
v≥1

∣∣∣∣f(pv)

pvs

∣∣∣∣ <∞,
et dans ce cas on peut écrire

F(s) =
∏
p

(
1 +

∑
v≥1

f(pv)

pvs

)
.

Pour la démonstration du Théorème 1.3 on aura besoin du lemme sui-
vant.

Lemme 4.8. Soit j ≥ 0 et k ≥ 0 des entiers ; on définit

(4.15) F (j, k) :=

∞�

1

tj(log t)ke−t dt.

Alors
F (j, k) ≤ (j + 1)!k!.

Preuve. On calcule

F (j, k) =

∞�

1

tj(log t)ke−t dt = k!

∞�

1

tj
(log t)k

k!
e−t dt ≤ k!

∞�

1

tjelog te−t dt

= k!

∞�

1

tj+1e−t dt ≤ k!

∞�

0

tj+1e−t dt = k!(j + 1)!.

5. Preuve des résultats intermédiaires et du Théorème 1.3

5.1. Preuve du Théorème 2.1. Pour Re(s) = σ ≥ ε1 > 1, |z| < A,
on a

(5.1)
∣∣∣(k1 + g1(p))p

−s + (k2 + g2(p))zp
−2s +

∑
i≥3

f(pi)zi−1p−is
∣∣∣

≤ C1p
−ε1−1+α0 +k1p

−ε1 +k2Ap
−2ε1 +C2Ap

−2ε1−1+2α0 +A2C3p
−3ε1+3α0−1

= O(1/pε1).

Par le Lemme 4.7 la série de Dirichlet F(s, z) =
∑

n≥1 f(n)zΩ(n)−ω(n)/ns

peut donc être décomposée en produit d’Euler

(5.2)

F(s, z) =
∏
p

(
1+(k1+g1(p))p

−s+(k2+g2(p))zp
−2s+

∑
i≥3

f(pi)zi−1p−is
)

pour tout s tel que σ > 1, et F est analytique pour tout z dans |z| < A.
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De (5.2) on a F(s, z) = ζk1(s)G(s, z) avec

(5.3) G(s, z) :=
∏
p

(1− p−s)k1

×
(

1 + (k1 + g1(p))p
−s + (k2 + g2(p))zp

−2s +
∑
i≥3

f(pi)zi−1p−is
)

=
∏
p

(
1− k1p−s +

k1(k1 − 1)

2
p−2s +O(p−3σ)

)
×
(
1 + (k1 + g1(p))p

−s + (k2 + g2(p))zp
−2s +O(p−3σ+3α0−1)

)
=
∏
p

(
1 + g1(p)p

−s +

(
k2z −

k1(k1 + 1)

2
+ g2(p)z − k1g1(p)

)
p−2s

+O(p−3σ+3α0−1)

)
.

De là et sachant que g1(p) = O(p−1+α0) on a, pour σ ≥ ε1 > 1/2,

(5.4) G(s, z) =
∏
p

(1 +O(p−2ε1 + p−ε1−1+α0)),

donc la série de Dirichlet G(s, z) =
∑

n≥1 g(n, z)/ns converge uniformément
vers une fonction analytique en s pour Re(s) > 1/2 et en z pour |z| < A.
(De (5.3) on a en particulier g(p2, z) = k2z−k1(k1 + 1)/2 + g2(p)z−k1g1(p)
et g(p, z) = g1(p).)

On peut écrire G(s, z) sous forme de produit où intervient la fonction
zêta de Riemann, de la façon suivante :

(5.5) G(s, z) = ζ(2s)k2z−k1(k1+1)/2G1(s, z),
avec

G1(s, z) =
∏
p

(1− p−2s)k2z−k1(k1+1)/2

(
1 + g1(p)p

−s

+

(
k2z −

k1(k1 + 1)

2
+ g2(p)z − k1g1(p)

)
p−2s +O(p−3σ−1+3α0)

)
.

Pour σ ≥ ε1 > α0 on a

(5.6) G1(s, z)

=
∏
p

(
1−

(
k2z −

k1(k1 + 1)

2

)
p−2s +O(p−4σ)

)(
1 + g1(p)p

−s

+

(
k2z −

k1(k1 + 1)

2
+ g2(p)z − k1g1(p)

)
p−2s +O(p−3σ+3α0−1)

)
=
∏
p

(1 +O(p−σ−1+α0)) =
∏
p

(1 +O(p−ε1−1+α0)).
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Donc G1(s, z) =
∑

n≥1 g1(n, z)/n
s est une série de Dirichlet qui converge

uniformément vers une fonction analytique en s pour Re(s) > α0 et en z
pour |z| < A.

De plus pour σ ≥ α0 + ε et |z| < A on a

|G1(s, z)| =
∏
p

|1 +O(p−σ−1+α0)| ≤
∏
p

(
1 +

C ′

p1+ε

)
= Cε.

Il s’agit maintenant de construire une fonction multiplicative h(n, ρ) réelle
positive qui majore |g(n, z)| si |z| = ρ.

En s’inspirant de (5.3) construisons la fonction multiplicative h(n, ρ) ≥ 0,
définie pour tout ρ ∈ [0, A), de la façon suivante : Pour v ≥ 1, h(pv, ρ) est le
coefficient de p−vs dans le développement formel de

(1+p−s)k1
(

1+(k1 + |g1(p)|)p−s+(|k2|+ |g2(p)|)ρp−2s+
∞∑
i=3

|f(pi)|ρi−1p−is
)

− 2k1p
−s.

Par construction on a h(p, ρ) = |g1(p)| et |g(pv, z)| ≤ h(pv, |z|) pour v ≥ 1,
et donc |g(n, z)| ≤ h(n, |z|) pour tout n.

Soit

H(s, ρ) =
∑
n≥1

h(n, ρ)

ns

la série de Dirichlet associée. Pour σ ≥ ε1 > 1/2 on a

H(s, ρ) =
∏
p

(
1 + k1p

−s +
k1(k1 − 1)

2
p−2s +O(p−3σ)

)
×
(
1 + (k1 + |g1(p)|)p−s + (k2 + |g2(p)|)ρp−2s +O(p−3σ+3α0−1)− 2k1p

−s)
=
∏
p

(
1 + |g1(p)|p−s +

(
|k2|ρ+

k1(3k1 − 1)

2
+ |g2(p)|ρ+ k1|g1(p)|

)
p−2s

+O(p−3σ+3α0−1)

)
=
∏
p

(1 +O(p−2ε1 + p−ε1−1+α0)),

donc H(s, ρ) est une série de Dirichlet absolument convergente pour σ > 1/2
et différentiable en ρ ∈ [0, A).

D’autre part comme en (5.5) et (5.6) pour σ ≥ ε1 > α0 on a

H(s, ρ) = ζ(2s)|k2|ρ+k1(3k1−1)/2H1(s, ρ)
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avec

H1(s, ρ) =
∏
p

(
1−

(
|k2|ρ+

k1(3k1− 1)

2

)
p−2s +O(p−4σ)

)(
1 + |g1(p)|p−s

+

(
|k2|ρ+

k1(3k1− 1)

2
+ |g2(p)|ρ+ k1|g1(p)|

)
p−2s +O(p−3σ+3α0−1)

)
=
∏
p

(1 +O(p−σ−1+α0)),

et comme pour G1(s, z) il est facile de voir que |H1(s, ρ)| ≤ Cε pour Re(s) ≥
α0 + ε et ρ ∈ [0, A).

5.2. Preuve du Théorème 2.2. Soit ε′ > 0 petit ; on définit y :=
xe−ε

′N(x). Montrons d’abord que pour 1 ≤ k1 ≤ 11, ou k1 ≥ 12 sous (HFLk1),
on a pour z ∈ C, |z| < A,

(5.7)
∑
n≤x

f(n)zΩ(n)−ω(n) =

∞∑
n=1

g(n, z)
x

n
Pk1−1(log(x/n))

+
1

2πi

�

Cr(1/2,Y )

ζk1(s)G(s, z)
xs

s
ds+

∑
n≤y

g(n, z)∆k1(x/n)+O(x1/2e−c(ε
′)N(x)),

où Cr(1/2, Y ) est le contour de Hankel tronqué de centre 1/2, rayon r =
1/log x et queue Y = min(σ0, σα0 , 1/2 − α) pour un certain α avec 0 < α
< 1/2 (voir le point (ii) qui suit). Le polynôme Pk1−1 de degré k1 − 1 et le
terme d’erreur ∆k1 sont définis par

∑
n≤x dk1(n) comme en (1.4).

Avec le Théorème 2.1 on peut déjà affirmer que

f(n)zΩ(n)−ω(n) = (dk1(·) ∗ g(·, z))(n),

où dk1 est la fonction de Piltz, dont la série de Dirichlet associée est ζk1(s),
et g(n, z) est une fonction multiplicative avec sa série de Dirichlet asso-
ciée G(s, z). Pour montrer (5.7) il s’agit de vérifier que les hypothèses du
Théorème A sont satisfaites par les fonctions arithmétiques dk1(n) et g(n, z).
Vérifions donc une à une les quatre hypothèses de ce théorème.

(i) Par le Théorème 2.1, ζk1(s),G(s, z) sont absolument convergentes pour
Re(s) > 1 et Re(s) > a := 1/2 respectivement.

(ii) Pour l’hypothèse (4.11) : Par le Lemme 4.3 on sait qu’il existe rk1 ∈
(0, 1/2) et εk1 > 0 tels que (4.11) soit vérifiée pour rk1 ≤ σ ≤ 1 et |τ | ≥ 2.

Pour l’hypothèse (4.12) : Si 1 ≤ k1 ≤ 3, ou k1 ≥ 12 sous (HFLk1), du
Lemme 4.3 on sait que |ζ(σ+ iτ)k1 | � |τ |1−εk1 pour rk1 ≤ σ ≤ 1 et εk1 > 0.
Ceci implique que

	T
2 |ζ(σ ± iτ)k1 | dτ � T 2−εk1 pour rk1 ≤ σ ≤ 1.

Si 4 ≤ k1 ≤ 11, du Lemme 4.4 on sait que M(k1) ≤ 1 + (k1 − 4)/8 < 2
(M(k) est défini en (4.14)). Une application directe du Lemme 4.6 avec



90 R. Zurita

α = 0, β = 1/2, q = k1 montre l’existence de 0 < r′k1 < 1/2 et ε′k1 > 0 petit,

tels que
	T
2 |ζ(σ ± iτ)k1 | dτ � T

2−ε′k1 pour tout r′k1 ≤ σ ≤ 1/2.
Dans tous les cas on définit α := max(rk1 , r

′
k1

) et ε := min(εk1 , ε
′
k1

).
D’autre part on prend η = 3/4 par exemple.

(iii) Par le Théorème 2.1, G(s, z) peut être prolongée analytiquement dans
une région qui contient U−(1/2, δ, Y ) avec δ = 1/log x et Y := min(σ0, σα0 ,
1/2 − α) avec α comme en (ii), σ0, σα0 comme en (1.10). Si s ∈ U− et
|s− 1/2| = r, alors

(5.8) |G(s, z)| � r−k2Re(z)+k1(k1+1)/2 �
{
r−A|k2| si k2 6= 0,

r−1 si k2 = 0.

On peut aussi remarquer que cette majoration reste vraie si l’on prend s ∈
U−(1/2, δ, Y ′) avec un Y ′ tel que 1/2− Y ′ > α0.

(iv) Avec le Théorème 2.1 on vérifie aussi que la fonction g(n, z) satisfait
aux hypothèses du Lemme 4.1 (dans ces hypothèses il faut prendre k = 2,
δk = δk′ = α0). On a donc

(5.9) G(x, z) =
1

2πi

�

Cr

G(s, z)
xs

s
ds+O(x1/2e−c1N(x)),

où Cr représente le contour de Hankel tronqué de centre 1/2, rayon r =
1/log x et queue

σr =

{
σ0 si 1/2− σ0 > α0,
9
10(1/2− α0) si 1/2− σ0 ≤ α0.

Notons qu’on peut remplacer
	
Cr

par l’intégrale
	
Cr(1/2,Y ), soit

1

2πi

�

Cr

G(s, z)
xs

s
ds =

1

2πi

�

Cr(1/2,Y )

G(s, z)
xs

s
ds+O(x1/2−min(Y,σr))(5.10)

=
1

2πi

�

Cr(1/2,Y )

G(s, z)
xs

s
ds+O(x1/2e−c2N(x)).

On applique donc le Théorème A et on montre (5.7).
De (5.7) on a∑

n≤y
g(n, z)∆k1(x/n)�

∑
n≤y
|g(n, z)|(x/n)αk1+ε ∀ε > 0.

On sait que αk1 < 1/2 pour k1 = 1, 2, 3 [6] et que sous (HFTk1), αk1 < 1/2
si k1 ≥ 4, donc on peut prendre, sous cette hypothèse, un ε assez petit pour
que αk1 + ε = δk1 < 1/2, et on aura∑

n≤y
g(n, z)∆k1(x/n)� xδk1

∑
n≤y

|g(n, z)|
nδk1

.
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D’autre part, en intégrant par parties,

(5.11)
∑
n≤y

|g(n, z)|
nδk1

=

∑
n≤t |g(n, z)|
tδk1

∣∣∣∣y
1−

+ δk1

y�

1

∑
n≤t |g(n, z)|
tδk1+1

dt.

On se rappelle qu’au Théorème 2.1 on a construit une fonction multiplicative
h(n, ρ) ≥ 0, ρ ∈ [0, A), telle que

∑
n≤t |g(n, z)| ≤

∑
n≤t h(n, |z|).

En remarquant que le Lemme 4.1 peut aussi être appliqué à H(s, ρ) =
ζ(2s)|k2|ρ+k1(3k1−1)/2H1(s, ρ), on obtient∑
n≤x

h(n, ρ) =
1

2πi

�

Cr

ζ(2s)|k2|ρ+k1(3k1−1)/2H1(s, ρ)
xs

s
ds+O(x1/2e−c3N(x)),

où Cr est comme en (5.9). De

ζ(2s)|k2|ρ+k1(3k1−1)/2

= (ζ(2s)(s− 1/2))|k2|ρ+k1(3k1−1)/2(s− 1/2)−|k2|ρ−k1(3k1−1)/2

on obtient ∑
n≤x

h(n, ρ)� x1/2(log x)K , ρ ∈ [0, A),

avec K = A|k2|+ k1(3k1 − 1)/2.
On continue les calculs en (5.11) et on a∑

n≤y

|g(n, z)|
nδk1

� y1/2−δk1 (log y)K ,

et donc le résultat (5.7) devient, avec y = xe−ε
′N(x),

(5.12)
∑
n≤x

f(n)zΩ(n)−ω(n)

= x

k1−1∑
i=0

Ai(z)(log x)i +
1

2πi

�

Cr(1/2,Y )

ζk1(s)G(s, z)
xs

s
ds+O(x1/2e−cN(x)),

valable pour 1 ≤ k1 ≤ 3, 4 ≤ k1 ≤ 11 sous (HFTk1), ou k1 ≥ 12 sous
(HFLk1) et (HFTk1) ; les Ai(z) sont des combinaisons linéaires des fonctions∑

n≥1

g(n, z)

n
(− log n)r =

∂rG(s, z)

∂sr

∣∣∣∣
s=1

,

qui sont analytiques en z dans |z| < A.
On peut aussi remplacer l’intégrale

	
Cr(1/2,Y ) de (5.12) par

	
Cr(1/2,σ′α0 )

avec la queue de Cr(1/2, σ′α0
) égale à σ′α0

= min
(
σ0,

6
7(1/2 − α0)

)
en ab-

sorbant l’intégrale sur les segments supplémentaires dans O(x1/2e−cN(x)).
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5.3. Preuve du Théorème 2.3. On remarque d’abord que l’intégrale
de (2.1) peut s’écrire �

Cr(1/2,σ′α0 )

=
�

Cr′ (1/2,σ
′
α0

)

=
�

I1∪I2

+
�

C

,

où I1 = −I2 sont les segments horizontaux et C le cercle de Cr′(1/2, σ′α0
) ;

et ceci pour tout r′ avec 0 < r′ ≤ r, car l’intégrand est analytique en s au
voisinage de 1/2 privé de la demi-droite (−∞, 1/2]. On a,

(5.13)
∣∣∣∣ �
C

ζk1(s)ζ(2s)k2z−k1(k1+1)/2G1(s, z)
xs

s
ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ �
C

ζk1(s)eQ(s)(k2z−k1(k1+1)/2)(s− 1/2)−k2z+k1(k1+1)/2G1(s, z)
xs

s
ds

∣∣∣∣
� x1/2+r

′
r′1+k1(k1+1)/2−k2Re(z).

Si |z| ≤ A1 (< 1+k1(k1+1)/2
|k2| si k2 6= 0), le dernier terme de (5.13) tend vers 0

lorsque r′ → 0.
On vient de montrer que

(5.14)
1

2πi

�

Cr(1/2,σ′α0 )

=
1

2πi

1/2�

1/2−σ′α0

ζk1(v)eQ(v)(k2z−k1(k1+1)/2)(1/2− v)−(k2z−k1(k1+1)/2)

× (eiπ(k2z−k1(k1+1)/2) − e−iπ(k2z−k1(k1+1)/2))G1(v, z)
xv

v
dv

= x1/2
σ′α0�

0

x−uu−(k2z−k1(k1+1)/2)zT1(u, z) du

avec T1(u, z) comme dans l’énoncé.
En écrivant la dernière intégrale

	σ′α0
0 =

	 6
7
(1/2−α0)

0 −
	 6
7
(1/2−α0)

σ′α0
on remar-

que que

x1/2

6
7
(1/2−α0)�

σ′α0

x−uu−(k2z−k1(k1+1)/2)zT1(u, z) du� x1/2−σ
′
α0 � x1/2e−cN(x),

où la première majoration est justifiée par le fait que
σα0�

σ′α0

x−uu−(k2z−k1(k1+1)/2)zT1(u, z) du

� x−σ
′
α0

u1−k2Re(z)+k1(k1+1)/2

1− k2Re(z) + k1(k1 + 1)/2

∣∣∣∣σα0
σ′α0
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(avec σα0 = 6
7(1/2− α0)), et que

1− k2Re(z) +
k1(k1 + 1)

2
≥ |k2|

(
1 + k1(k1 + 1)/2

|k2|
−A1

)
> 0

si k2 6= 0.

5.4. Preuve du Théorème 2.4. En partant du Théorème 2.3, l’idée
essentielle est de déterminer le coefficient de zq dans le membre de droite
de (2.3).

Puisque les fonctions Ai(z) sont analytiques en z dans |z| ≤ A1, le coef-
ficient de zq dans le développement en série de Taylor de Ai(z) autour de 0
est une constante

ai(q) =
1

2πi

�

|z|=A1

Ai(z)

zq+1
dz.

Par (2.3) le terme d’erreur R(x, z) est analytique en z dans |z| ≤ A1 car tous
les autres termes de cette équation le sont. On a ainsi

coefzq(R(x, z)) =
1

2πi

�

|z|=A1

R(x, z)

zq+1
dz(5.15)

� A−q1 x1/2e−cN(x) ≤ Kqx
1/2e−cN(x).

Il s’agit donc de déterminer le coefficient de zq dans

x1/2
σα0�

0

x−uu−(k2z−k1(k1+1)/2)zT1(u, z) du.

Puisque T1(u, z) est analytique à deux variables, en u dans |u| < 1/2 − α0

et en z dans |z| ≤ A1, on peut développer T1(u, z) en série double de Taylor

T1(u, z) =

∞∑
j,k=0

αj,ku
jzk,

avec

αj,k =
1

(2πi)2

�

|s|= 8
7
σα0

�

|z|=A1

T1(s, z)
dz

zk+1

ds

sj+1
�
(

48

49
(1/2− α0)

)−j
A−k1 .

Observons que

α0,0 = T1(0, 0) = 2 · (−1)k1(k1+1)/2 · k2 · ζk1(1/2)2k1(k1+1)/2G1(1/2, 0)

et

G1(1/2, 0) =
∏
p

(1− p−1)−k1(k1+1)/2(1− p−1/2)k1(1 + (k1 + g1(p))p
−1/2),

car on avait obtenu en (5.3) et (5.5) :
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G1(s, z) =
∏
p

(1− p−2s)k2z−k1(k1+1)/2(1− p−s)k1

×
(

1 + (k1 + g1(p))p
−s + (k2 + g2(p))zp

−2s +
∞∑
i=3

f(pi)zi−1p−is
)
,

et donc

(5.16) α0,0 = (−1)k1(k1+1)/221+k1(k1+1)/2k2ζ
k1(1/2)

×
∏
p

(1− p−1)−k1(k1+1)/2(1− p−1/2)k1(1 + (k1 + g1(p))p
−1/2).

En remarquant aussi que le coefficient de z0 de l’intégrale en (2.3) est
nul, on a que pour q = 0 l’intégrale en (2.5) est nulle et K0 = 1.

On peut donc supposer dorénavant que q ≥ 1.
On écrit

zu−(k2z−k1(k1+1)/2)T1(u, z) =:
∞∑
t=1

Vt(u)zt,

avec

Vt(u) = uk1(k1+1)/2
t−1∑
l=0

(−k2 log u)l

l!

∞∑
j=0

αj,t−l−1u
j .

Alors

coefzq
(
x1/2

σα0�

0

zu−(k2z−k1(k1+1)/2)T1(u, z)x
−u du

)
= x1/2

σα0�

0

x−uVq(u) du,

avec

(5.17) Vq(u) =
( J∑
j=0

q−1∑
l=0

+

∞∑
j=J+1

q−1∑
l=0

)
αj,q−l−1u

k1(k1+1)/2+j (−k2 log u)l

l!
.

En notant

(5.18) Pj,q−1(X) :=

q−1∑
l=0

(
(k2)

l

l!
αj,q−l−1

)
X l,

on remarque que

Vq(u) = uk1(k1+1)/2
∞∑
j=0

ujPj,q−1(− log u)(5.19)

= uk1(k1+1)/2
J∑
j=0

ujPj,q−1(− log u)

+
∞∑

j=J+1

q−1∑
l=0

αj,q−l−1u
k1(k1+1)/2+j (−k2 log u)l

l!
.
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On a d’autre part

(5.20)
∞∑

j=J+1

q−1∑
l=0

αj,q−l−1u
k1(k1+1)/2+j (−k2 log u)l

l!

� Kqu
k1(k1+1)/2

∞∑
j=J+1

(
u

48
49(1/2− α0)

)j q−1∑
l=0

(−|k2| log u)l

l!
.

Montrons que

(5.21)
q−1∑
l=0

(−|k2| log u)l

l!
�
(

log u

log
(
6
7(1/2− α0)

))q−1
pour q ≥ 1 entier, u ∈ [0, σα0 ]. En effet, si k2 6= 0 on a
q−1∑
l=0

(−|k2| log u)l

l!(−|k2| log u)q−1
≤

q−1∑
l=0

1

l!

(
1

−|k2| log
(
6
7(1/2− α0)

))q−1−l
≤ e−|k2| log(

6
7
(1/2−α0))

(
1

−|k2| log
(
6
7(1/2− α0)

))q−1,
ce qui implique (5.21).

De (5.20) on a ainsi pour u ∈ [0, σα0 ],

∞∑
j=J+1

q−1∑
l=0

αj,q−l−1u
k1(k1+1)/2+j (−k2 log u)l

l!

� Kq

(
49

48(1/2− α0)

)J
uJ+1+k1(k1+1)/2

(
log u

log
(
6
7(1/2− α0)

))q−1.
On remarque que cette estimation reste vraie pour J = −1, ce qui implique
(2.7). On a donc montré (2.6).

5.5. Preuve du Théorème 1.3. L’idée principale est de développer
l’intégrale x1/2

	σα0
0 x−uVq(u) du en (2.5). De (5.18) et (2.6), on a

(5.22) x1/2
σα0�

0

x−uVq(u) du

= x1/2
( J∑
j=0

q−1∑
l=0

σα0�

0

αj,q−l−1u
k1(k1+1)/2+j (−k2 log u)l

l!
x−u du

+O

(
Kq

(
7

8σα0

)J( 1

− log σα0

)q σα0�
0

|log u|q−1uJ+1+k1(k1+1)/2x−u du

))
.
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Estimons d’abord l’intégrale dans le terme d’erreur de (5.22). En posant
v = u log x on obtient
σα0�

0

|log u|q−1uJ+1+k1(k1+1)/2x−u du

=
1

(log x)J+2+k1(k1+1)/2

σα0 log x�

0

vJ+1+k1(k1+1)/2(log log x− log v)q−1e−v dv

� (log log x)q−1

(log x)J+2+k1(k1+1)/2

(
(q − 1)!

J
+

(
J + 1 +

k1(k1 + 1)

2

)
!

)
.

La dernière majoration est justifiée par
1�

0

vJ+1+k1(k1+1)/2(log log x− log v)q−1e−v dv

=

q−1∑
m=0

(
q − 1

m

)
(log log x)m

1�

0

vJ+1+k1(k1+1)/2(− log v)q−1−me−v dv

≤
q−1∑
m=0

(
q − 1

m

)
(log log x)m

∞�

0

e−(J+2+k1(k1+1)/2)uuq−1−m du

=

q−1∑
m=0

(
q − 1

m

)
(log log x)m

(J + 2 + k1(k1 + 1)/2)q−m
Γ (q −m)

� (q − 1)!

J
(log log x)q−1

et par
σα0 log x�

1

vJ+1+k1(k1+1)/2(log log x− log v)q−1e−v dv

≤ (log log x)q−1
∞�

0

vJ+1+k1(k1+1)/2e−v dv

=

(
J + 1 +

k1(k1 + 1)

2

)
!(log log x)q−1.

Développons maintenant le terme principal à droite dans (5.22). On écrit
σα0�

0

=

∞�

0

−
∞�

σα0

= I1 − I2

et on évalue I1 et I2.
Posons v = u log x; puisque Γ (n)(z) =

	∞
0 (log v)nvz−1e−v dv siRe(z) > 0,

on a
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I1 :=
αj,q−l−1(−k2)l

l!

∞�

0

uj+k1(k1+1)/2(log u)lx−u du

=
αj,q−l−1(−k2)l

l!

∞�

0

(
v

log x

)j+k1(k1+1)/2

(log v − log log x)le−v
dv

log x

=

l∑
h=0

αj,q−1−l(−k2)l(−1)h
(
l
h

)
l!(log x)j+1+k1(k1+1)/2

(log log x)hΓ (l−h)
(
j + 1 +

k1(k1 + 1)

2

)
.

Donc
J∑
j=0

q−1∑
l=0

I1 =

J∑
j=0

Qj,q−1(log log x)

(log x)j+1+k1(k1+1)/2
,

où Qj,q−1(X) est le polynôme de degré q − 1 donné par

(5.23) Qj,q−1(X)

=

q−1∑
h=0

( q−1∑
l=h

(−1)h
αj,q−1−l(−k2)l

h!(l − h)!
Γ (l−h)

(
j + 1 +

k1(k1 + 1)

2

))
Xh.

On remarque que par (5.16) le coefficient dominant de Q0,q−1 est (faire j = 0
et h = l = q − 1)

(5.24) (−1)k1(k1+1)/221+k1(k1+1)/2kq2
ζk1(1/2)

(q − 1)!

(
k1(k1 + 1)

2

)
!

×
∏
p

(1− p−1)−k1(k1+1)/2(1− p−1/2)k1
(
1 + (k1 + g1(p))p

−1/2).
On estime maintenant

∑J
j=0

∑q−1
l=0 I2. On a (avec v = u log x pour la pre-

mière égalité)
J∑
j=0

q−1∑
l=0

∞�

σα0

αj,q−1−lu
j+k1(k1+1)/2 (−k2 log u)l

l!
x−u du

=

J∑
j=0

q−1∑
l=0

l∑
m=0

(−k2)l

l!

αj,q−1−l

(log x)j+1+k1(k1+1)/2
(− log log x)m

(
l

m

)

×
∞�

σα0 log x

vj+k1(k1+1)/2(log v)l−me−v/2e−v/2 dv

�
(v/2=u)

Kq(log log x)q−1x−σα0/2
J∑
j=0

q−1∑
l=0

l∑
m=0

(|k2|)l

l!

(
48
49(1/2− α0)

)−j
(log x)j+1+k1(k1+1)/2

×
(
l

m

)
2j+1+k1(k1+1)/2+l−m

∞�

1

uj+k1(k1+1)/2(log u)l−me−u du
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� Kq(log log x)q−1x−σα0/2
J∑
j=0

q−1∑
l=0

l∑
m=0

(|k2|)l

l!

(
48
49(1/2− α0)

)−j
(log x)j+1+k1(k1+1)/2

×
(
l

m

)
2j+1+k1(k1+1)/2+l−m

(
j +

k1(k1 + 1)

2
+ 1

)
!(l −m)!

� Kq(log log x)q−1x−σα0/2Rk2(q)

×
J∑
j=0

(
2
(
48
49(1/2− α0)

)−1)j
(j + k1(k1 + 1)/2 + 1)!

(log x)j+1+k1(k1+1)/2

(l’avant dernière majoration est justifiée par le Lemme 4.8), où

(5.25) Rk2(q) :=

q−1∑
l=0

(2|k2|)l
l∑

m=0

2−m

m!
≤ e1/2

{
(2|k2|)q−1
2|k2|−1 si |k2| 6= 1/2,

q si |k2| = 1/2.

En continuant les calculs précédents on a (en utilisant la formule de Stirling)
J∑
j=0

q−1∑
l=0

I2 � KqRk2(q)(log log x)q−1x−σα0/2

×
J∑
j=0

( 49
24(1/2−α0)

(j+k1(k1 +1)/2+1)

e log x

)j+k1(k1+1)/2+1
√
j +

k1(k1 +1)

2
+ 1.

Pour x suffisamment grand et J ≤ k′ log x, avec k′ > 0 assez petit, il suit
que

J∑
j=0

q−1∑
l=0

I2 � KqRk2(q)(log log x)q−1x−σα0/2(log x)1/2

(?)
� Kq(2|k2|+ 1)q

(log log x)q−1

(log x)J+2+k1(k1+1)/2

(
J + 1 +

k1(k1 + 1)

2

)
!.

Justifions (?) : La fonction f(t) = t log(at), t > 0, a > 0, est décroissante
sur l’intervalle (0, e−1/a] et croissante sur l’intervalle [e−1/a,∞). De plus
limt→0+ f(t) = 0.

On a donc, avec a = 1/(3 log x) et k′ > 0 suffisamment petit,

J log

(
J

3 log x

)
≥ k′ log(k′/3) log x ≥ −σα0

4
log x.

De là on a les majorations suivantes :

x−σα0/2(log x)1/2 ≤
(

J

3 log x

)J
x−σα0/4(log x)1/2

�
(

J

3 log x

)J 1

(log x)2+k1(k1+1)/2
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≤
(J+1+k1(k1+1)/2

e

)J+3/2+k1(k1+1)/2

(log x)J+2+k1(k1+1)/2

� (J + 1 + k1(k1 + 1)/2)!

(log x)J+2+k1(k1+1)/2
,

où l’on a utilisé la formule de Stirling. Finalement, de (5.25) on sait que

Rk2(q)� (|2k2|+ 1)q,

ce qui montre (?).
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