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Remarques sur le premier cas du
théoréme de Fermat sur les corps de nombres

par

ALAIN KrAUs (Paris)

Introduction. Soient K un corps de nombres et p un nombre premier
impair. On dit que le premier cas du théoréme de Fermat est vrai sur K
pour l'exposant p, s’il n’existe pas d’éléments x,y, z dans 'anneau d’entiers
Ok de K tels que

P +y?+2P =0 et (2y2)Ok +pOk = Ok.

En 1994, A. Wiles [Wi| a démontré qu’il en est ainsi pour le corps Q, in-
dépendamment du fait que xyz soit premier avec p. En 2004, ce résultat a
été étendu au corps Q(v/2) par F. Jarvis et P. Meekin [Ja-Me]. Récemment,
N. Freitas et S. Siksek [Er-Si| ont accompli des progrés importants concernant
I’équation de Fermat sur les corps totalement réels.

On s’intéresse dans cet article au premier cas du théoréme de Fermat. Il
est bien connu que la présence d’obstructions locales permet de le démontrer
sur Q pour certains exposants p. Historiquement, le premier résultat spec-
taculaire a ce sujet a été obtenu par S. Germain en 1823, qui a démontré
que si 2p + 1 est un nombre premier, le premier cas du théoréme de Fer-
mat est vrai sur Q pour 'exposant p. Cet énoncé a été généralisé par de
nombreux mathématiciens, notamment par Wendt en 1884 qui a obtenu une
généralisation en termes du résultant des polynomes de la forme X™ — 1 et
(X +1)" =1 (voir [Co-2, p. 430] et |Ri-2, p. 137]). On se propose ici de
démontrer un analogue du critére de Wendt dans le cas ot K est un corps
quadratique imaginaire.

Par ailleurs, si pour tout entier a compris entre 1 et %, on a

1+a” # (14 a)? mod p?,
le premier cas du théoréme de Fermat est vrai sur Q pour I'exposant p (voir
[Co-2, p. 430]). Cette condition ne peut étre satisfaite que si 3 ne divise
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pas p — 1. F. H. Hao et C. J. Parry [Ha-Pal] ont étendu ce critére aux corps
quadratiques dont I’anneau d’entiers posséde un idéal premier au-dessus de p
de degré résiduel 1. On obtient ici une généralisation de cet énoncé & d’autres
familles de corps de nombres. Pour tout nombre premier p > 5 vérifiant cette
condition modulo p?, cela permet par exemple d’établir le premier cas du
théoréme de Fermat pour p, sur les corps cubiques purs, et sur des corps
purs de degré sur Q arbitrairement grand.

I. Enoncé des résultats. Pour tout corps de nombres K, notons O
son anneau d’entiers et hx son nombre de classes. La lettre p désigne un
nombre premier impair.

I.1. Le critére de Wendt sur les corps quadratiques imaginaires.
Soit K un corps quadratique imaginaire. Pour tout entier n > 1, notons W,
le résultant des polynomes X™ — 1 et (X +1)" — 1.

THEOREME 1. Supposons les conditions suivantes satisfaites :

(1) hg # 0 mod p.
(2) Il existe n > 1 tel que ¢ = np+ 1 soit un nombre premier décomposé
dans K et que
(n"™ — 1)W,, # 0 mod gq.

Alors, le premier cas du théoréme de Fermat est vrai sur K pour ’exposant p.

REMARQUE 1. Le nombre premier p étant donné, il n’existe qu’un nom-
bre fini d’entiers n pour lesquels np + 1 soit un nombre premier ne divisant
pas W,. Plus précisément, Dickson a démontré en 1909 que tout nombre
premier de la forme np + 1, plus grand que (p — 1)%(p — 2)% + 6p — 2, divise
Wy, [Ri=2, p. 301]. De plus, W,, = 0 si et seulement si 6 divise n. La question
de savoir si pour tout p, il existe n tel que np + 1 soit un nombre premier ne
divisant pas W, est toujours ouverte. Elle a été posée par Flye Sainte-Marie
en 1880 et par Landau en 1913 (loc. cit.). Pour autant, on constate expéri-
mentalement que la seconde condition du théoréme est trés souvent réalisée
en pratique, excepté comme il se doit pour le corps Q(y/—3) ot elle ne 'est
jamais si p > 5, 4 cause de la présence des racines cubiques de 'unité. Si K
n’est pas Q(v/—3), il est plausible qu’elle le soit toujours dés que p est plus
grand qu’une constante ne dépendant que de K.

REMARQUE 2. Supposons K distinct de Q(v/—3). Une conjecture de
Dickson, datant de 1904, concernant les valeurs simultanément premiéres
prises par des polynomes de degré 1 [Ri-1, p. 372, (D)], implique I'existence
d’une infinité de nombres premiers p satisfaisant la seconde condition du
théoréme. En effet, posons K = Q(v/—d) oul d est un entier naturel sans
facteurs carrés.
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(1) Supposons d non multiple de 3. Soit S ’ensemble des nombres pre-
miers p tels que ¢ = 4dp + 1 soit aussi premier. La conjecture ci-dessus
entraine que S est infini. Un tel nombre premier ¢ est décomposé dans K.
On a Wy4 # 0. 11 en résulte que les nombres premiers de .S, sauf un nombre
fini d’entre eux, devraient satisfaire la seconde condition du théoréme avec
I’entier n = 4d.

(2) Supposons d multiple de 3 et posons d = 3d’. Si d’ est pair ou bien si
d’ = 3 mod 4, on aboutit a la méme conclusion avec pour S ’ensemble des
nombres premiers p tels que 2d'p + 1 soit premier et avec n = 2d'.

Si on a d = 1 mod 4, en utilisant ’hypothése d’ # 1, on montre qu’il
existe un entier impair b > 1, premier avec d, non congru a 1 modulo 6,
tel que tous les nombres premiers congrus & b modulo d soient décomposés
dans K. On peut alors conclure comme ci-dessus, avec pour S ’ensemble des
nombres premiers de la forme dk + 1 tels que (b—1)(dk + 1) 4 1 soit premier
et avecn =b— 1.

Je remercie ici le rapporteur de cet article de m’avoir interrogé sur une
heuristique éventuelle concernant 1’existence d’une telle infinité de nombres
premiers.

On déduit de I’égalité Wy = —3 un analogue du résultat de S. Germain
sur K.

COROLLAIRE 1. Supposons hx non divisible par p et que 2p + 1 soit un
nombre premier décomposé dans K. Alors, le premier cas du théoréme de
Fermat est vrai sur K pour ’exposant p.

COROLLAIRE 2.

(1) Sil’on ap < 10°, le premier cas du théoréme de Fermat est vrai sur
le corps Q(i) pour l’exposant p.

(2) Sidp+1 ou8p+1 ou16p+1 est premier, le premier cas du théoréme
de Fermat est vrai sur Q(i) pour l’exposant p.

Démonstration. On a hg;) = 1 et on peut vérifier la seconde condition
du théoréme pour p < 108 a I'aide du logiciel de calculs Pari, environ en cing
minutes [Pari|. Tout nombre premier congru & 1 modulo 4 est décomposé
dans Q(i). Les factorisations de (n" — 1)W,, pour n = 4,8,16 permettent
alors d’établir la seconde assertion (loc. cit.).

A titre indicatif, sur le corps Q(4), la liste des couples (p,n) pour p < 100,
avec les plus petits entiers n pour lesquels le critére fonctionne, est la sui-
vante :

(3,4), (5,8), (7,4), (11,8), (13,4), (17,8), (19, 40), (23, 20), (29, 8), (31, 76),
(37,4), (41, 20), (43,4), (47,20), (53, 20), (59, 20), (61, 16), (67, 4), (71,8),
(73,4), (79, 4), (83,32), (89, 44), (97, 4).
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1.2. Obstructions locales modulo p?

THEOREME 2. Soient K un corps de nombres et p un nombre premier
impair. Supposons les conditions suivantes satisfaites :

(1) I existe un idéal premier de Ok au-dessus de p, de degré résiduel sur
p égal a 1, et d’indice de ramification sur p inférieur ou égal a p— 1.
(2) On a
(1.1) 1+a” # (1+a)? mod p? pour tout a =1,...,(p—3)/2.

Alors, le premier cas du théoréme de Fermat est vrai sur K pour ’exposant p.

REMARQUE 3. La condition (1.1) de I’énoncé ne peut étre réalisée que si
p =3 ousip=2mod 3. En effet, si p # 3, le polynéome (X +1)P — XP —1 est
divisible par p(X2 + X + 1) et les racines cubiques de 1'unité appartiennent
aF, si p=1mod 3. L’ensemble des nombres premiers p < 150 qui vérifient
(1.1) est

{3,5,11,17,23,29,41,47,53,71,89,101, 107,113,131, 137, 149}.

Expérimentalement, on constate qu’environ 84 pour cent des nombres pre-
miers congrus & 2 modulo 3 satisfont (1.1). Par exemple, il y a 39265 nombres
premiers impairs, congrus & 2 modulo 3, plus petits que 10%, et 33316 d’entre
eux passent positivement le test; il y a 30870 nombres premiers irréguliers
plus petits que 10°, et 13192 d’entre eux satisfont (1.1).

COROLLAIRE 3. Soit p un nombre premier > 5 vérifiant (1.1). Soit d un
entier rationnel distinct de £1. Supposons que l'on soit dans ['un des cas
sutvants :

(1) K = Q(V/d) oi d est sans facteurs cubiques,

(2) K = Q(¥/d) ot p ne divise pas dn, d est sans facteurs carrés et
n=1modp—1,

(3) K est une extension de Q, totalement ramifiée en p, dont le degré sur
Q est inférieur ou égal 4 p — 1.

Alors, le premier cas du théoréme de Fermat est vrai sur K pour I’exposant p.

REMARQUE 4. Dans 'assertion (2), 'hypothése selon laquelle d est dis-
tinct de 41 et sans facteurs carrés, sert a garantir que le polynéme X" — d
est irréductible sur Q. Par ailleurs, si ’on spécifie d et p, on peut obtenir un
énoncé plus précis. A titre indicatif, si n est un entier impair non multiple
de 5, le premier cas du théoréme de Fermat est vrai sur le corps Q({L/g) pour
I’exposant p = 5.

II. Démonstration du théoréme 1. Soit (z,y, z) un triplet d’éléments
de Ok tel que

aP +yP + 2" =0 et (2yz)Ok +pOx = Ok.
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Posons
D =z0k + yOk.
On a les égalités

(2.1) D =20k + 20 = yOg + 20k.

IT.1. Lemmes préliminaires Les égalités (2.1) et le lemme qui suit
n’utilisent pas le fait que K est un corps quadratique imaginaire.

LEMME 1. L’déal
(z+y)Ox
D

est la puissance p-ieme d’un idéal de O .

Démonstration. On a 1’égalité
p—1
(x4+y)s=—2 ou s= pr—l—k(_y)k‘
k=0

Parce que x et y sont dans D, I'idéal DP~! divise sOg. On obtient 1’égalité

d’idéaux de Ok
(x + y)OK sOg B 20k p
D D=1} \' D )~

Il suffit ainsi d’établir que I'on a
(r+y)Oxk N sOr
D Dr—1
(z+v)

Soit q un idéal premier non nul de Ok divisant TOK. Il s’agit de montrer

sOk
Dp—1

Ok.

que ¢ ne divise pas . Pour cela, on vérifie par récurrence que pour tout

k>1,ona

(=y)* = 2* mod qD*.
Pour tout k compris entre 0 et p — 1, on a donc
wp_l_k(—y)k =27~ mod qDP !,

d’oul la congruence
s = pzP~! mod qDP L.

Supposons que q divise B(zf‘l. L’idéal qDP~! divise alors (pzP~1)Og. Par
ailleurs, I'égalité (zyz)Ox + pOx = O entraine que qDP~! est premier
avec pOf, donc qDP~! divise 2P71Og. On en déduit que q divise QCOTK, puis
que x est dans qD. L’élément x + y étant aussi dans gD, il en est de méme
de y. Cela contredit le fait que D est le plus grand commun diviseur de zOg

et yOg, d’oit le lemme.
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Le fait que K soit un corps quadratique imaginaire intervient désormais
de fagon essentielle. On supposera de plus, ce qui n’est pas restrictif,

K # Q(V=3).
En effet, on a hQ( JB) = 1, la seconde condition du théoréme 1 est satisfaite
pour p = 3 (avec n = 2) et ne l'est pas si p > 5. Par ailleurs, il est connu que
le premier cas du théoréme de Fermat est vrai sur Q(1/—3) pour I'exposant
p = 3. Le théoréme 1 est donc vrai pour le corps Q(1/—3).

Par hypothése, p ne divise pas hx. Il existe donc ¢ € N tel que p divise
thi + 1. L’idéal D& est principal. En particulier, il existe d € Ok tel que
I’on ait
(2.2) D&t = dOg.

LEMME 2. Il existe des éléments non nuls a,b,c dans Ok tels que l'on
ait

d($—|—y) =aP, d(ZE+Z) = b, d(y—|—2) =c.

Démonstration. D’aprés le lemme 1, il existe un idéal I de Og tel que

I'on ait I'égalité (z + y)Ox = DIP. On a donc

(DhEHD/P TP — d(z + y) Ok
Parce que p ne divise pas hg, 'idéal DUEHD/PT ost principal. Le corps K
étant quadratique imaginaire, distinct de Q(1/—3), les unités de Ok sont
des puissances p-iémes dans O (y compris si p = 3), d’out l'existence d’un
élément a € Ok tel que d(x + y) = aP. Les égalités (2.1) et (2.2) entrainent
alors le résultat.

Soit n > 1 un entier tel que ¢ = np + 1 soit un nombre premier vérifiant
la condition (2) de I’énoncé du théoréme.

LEMME 3. Chaque idéal premier de Ok au-dessus de q divise (vyz)Ok.

Démonstration. Supposons qu’il existe un idéal premier q de Ok au-
dessus de ¢ ne divisant pas (xyz)Opg. Il existe alors u € O tel que l'on

alt o\ a1/
U= <> mod q.
z

Le corps Ok /q est de cardinal ¢, d’ou la congruence
u" =1 mod q.
L’égalité P + yP + 2P = 0 implique

y (g=1)/n
u—|—15—<z> mod q.

On obtient (n est pair)
(u+1)" =1 mod q,

ce qui entraine que g divise W,,, d’oit une contradiction et le résultat.
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II.2. Fin de la démonstration du théoréme 1 Quitte & diviser
I’égalité xP + yP + 2P = 0 par une puissance convenable de ¢, on peut sup-
poser que (z,y, z) n’est pas nul modulo ¢OF. Il existe donc un idéal premier
q de Ok au-dessus de ¢ tel que (z,y, 2) soit non nul modulo g. Notons v la
valuation sur K qui lui est associée. D’aprés le lemme 3, on peut supposer
que

vq(z) Z 17
auquel cas on a
vq(x) = vq(y) = 0.

En particulier, q ne divise pas D et d’aprés 1'égalité (2.2), on a

vq(d) = 0.

Par suite, vq(d(y + 2)) = 0 et d’aprés le lemme 2 on obtient
vq(c) = 0.

Pour la méme raison,
vq(b) = 0.

L’égalité 2dz = bP + P — aP (lemme 2) et 'hypothése selon laquelle ¢ ne
divise pas W,, impliquent alors (comme dans la démonstration du lemme 3)

vg(a) > 1.
Il en résulte que
vz +y) = 1.
On a ainsi I'égalité
p—1
d(—2P)=daPs avec s= prflfk(—y)k,
k=0

et la congruence
s = prP~! mod q.

On en déduit que vq(s) = 0, donc z/a est une unité modulo q. On a ensuite

dx = VP mod q, d’ott
S —bz\?
p wp—l = (m> mod q

Le corps Ok /q est de cardinal ¢ et on a np = ¢ —1, d’ott p = 1 mod q, puis

p" =1 mod gq.
Puisque n est pair, on obtient
1=(-1)"=(np—q)" =n"p" =n" mod ¢,

ce qui conduit & une contradiction, d’ou le théoréme.
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ITII. Démonstration du théoréme 2. Elle est analogue & celle du
théoréeme 1 de [Ha-Pal]. Soit p un idéal premier de Ok au-dessus de p de
degré résiduel 1. Notons v, la valuation sur K qui lui est associée. Posons
e = vy(p), I'indice de ramification de p sur p. Supposons qu’il existe x,y, 2
dans O tels que 'on ait

2P +yP + 2P =0 et wvy(xyz) =0.

Les corps O /p et F), étant isomorphes, il existe xg, yo, 20 € Z non divisibles
par p tels que

r=xomodp, Y=y modp, 2z=zymodp.
Il en résulte que l'on a
vp(2P —af) > inf(e +1,p) = e+ 1,
d’ot la congruence
b+ yb 4+ 25 = 0 mod petl.

On en déduit que

4+ b+ 20 =0 mod p?.
En particulier,

xo + Yo + 20 = 0 mod p,

d’ou
(o + yo)? + 25 = 0 mod P2,
puis
(o + yo)? = 25 + yf mod P2
On obtient
(3.1) 1+a” = (14 a) mod p* avec a=x; yo mod p?.

On aa Z 0mod p et a Z —1 mod p car p ne divise pas zg. Parce que
(3.1) ne dépend que de la congruence de a modulo p, on peut supposer que
1<a<p—2.Sia=(p—1)/2, alors a = 1 est aussi solution de (3.1). Si
(p—1)/2 < a < p—2, alors p—1—a satisfait (3.1) et 1 <p—1—a < (p — 3)/2.
Cela contredit la condition (1.1), d’ou le résultat.

IV. Démonstration du corollaire 3. (1) On a p = 2 mod 3 car p
satisfait la condition (1.1). Dans anneau d’entiers de Q(v/d), il existe donc
un idéal premier au-dessus de p de degré résiduel 1 [Co-1, cor. 6.4.15 et
th. 6.4.16], d’ou la premiére assertion.

(2) Posons K = Q({/d). Le polynéme X" — d est irréductible sur Q, de
discriminant

(_1)n(n—1)/2nndn—1'
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La congruence n = 1 mod p — 1 implique d” = d mod p. Le fait que p ne
divise pas dn entraine alors 'existence d’un idéal premier de Ok au-dessus
de p non ramifié de degré résiduel 1 [Co-1l, th. 4.8.13|, d’ou le résultat.

(3) La derniére assertion est une conséquence directe du théoréme 2.
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