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1. Introduction. Dans tout cet article, ¢ désigne un nombre entier
supérieur ou égal a 2. Rappelons que tout entier strictement positif n admet
un unique développement g-adique de la forme

(1) n:anqj, 0<n;<q¢g—1,n,>1.
j=0

Pour n = 0, on convient de poser v = 0 et ng = 0. Conformément a 'usage,
on désigne pour tout 0 < k < ¢—1 par |- | la fonction comptant le nombre
d’apparitions du chiffre & dans le développement en base ¢, soit

Inle = #{0 <j <v|n; =k}

Dans la suite, nous notons P I’ensemble des nombres premiers et, pour
tout nombre réel z, e(z) = exp(2inx), ||z|| la distance de = a l’entier relatif
le plus proche, m(z) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x,
et pour tout (a,m) € Z x N*, 7w(x;a,m) le nombre de nombres premiers
inférieurs ou égaux a x congrus a a modulo m. Enfin nous désignons par A
la fonction de von Mangoldt définie pour tout nombre entier positif n par

Aln) = {IOgP si n = p’ avec p premier et £ > 1,
0 sinon,

et par ¢ la fonction indicatrice d’Euler.
Afin de détecter les congruences nous utiliserons la relation d’orthogo-
nalité classique : pour m € N* et (a,b) € Z2, on a

(2) m_1e<j(a_b)>:{1 si @ = bmod m,

1
m “— m 0 sinon.
7=0
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Si f est une fonction a valeurs complexes et g une fonction a valeurs réelles
strictement positives, la notation f < g signifie que le rapport |f|/g est
borné.

Toutes les constantes, implicites ou explicites, intervenant dans cet article
peuvent dépendre de la base de numération q.

1.1. Fonctions ¢g-additives et fonctions digitales. La notion de
fonction g-additive a été introduite indépendamment par Bellman et Sha-
piro [2] et Gelfond [12]. 11 s’agit des fonctions f : N — R qui vérifient, pour
tout (a,b,j) € N3 tel que 0 < b < ¢/,

flag’ +b) = f(aq’) + f(b).
Une fonction g-additive vérifie donc nécessairement f(0) = 0. Lorsque 1'on
a de plus f(ag’) = f(a) pour tout (a,j) € N2 on dit que la fonction f
est fortement q-additive. Si f est fortement g-additive alors on a, pour tout
nombre entier positif n vérifiant ,

3) PO md) = 3 )= 3 fE)inlk,

0<j<v 0<j<v 1<k<q

de sorte que f est completement déterminée par ses valeurs f(k) pour 1 <
k < g. Réciproquement, toute fonction de la forme f(n) = > 44, arlnlk
est fortement g-additive. Par contre on remarquera que la fonction |- |p n’est
pas fortement g-additive.

NoOTATION 1. On note F l’ensemble des fonctions f : N — R définies
pour tout nombre entier positif n par

(4) fn)= > axlnls,

0<k<gq
avec (ap,ai,...,aq-1) € RY.

Drmota et Mauduit ont étudié dans [9] certaines propriétés statistiques
de ces fonctions, appelées fonctions digitales, et I'objet de ce travail est de
montrer comment les résultats obtenus dans [I7] permettent d’étudier les
propriétés statistiques de la restriction de ces fonctions a l’ensemble des
nombres premiers.

1.2. Recherche de nombres premiers dans une suite automa-
tique. Les théorémes [3 et [f] présentés dans le paragraphe [ concernent
la recherche de nombres premiers dans une suite reconnaissable par un ¢-
automate fini (voir [10, chapitre 5] pour cette notion). En effet il est facile
de vérifier que lorsque g est une fonction digitale & valeurs entiéres alors,
pour tous nombres entiers a € Z et m > 2, la suite formée des nombres en-
tiers n tels que g(n) = a mod m est reconnaissable par un g-automate fini.
Lorsque g est la fonction somme des chiffres, ce probleme a été entierement
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résolu par Mauduit et Rivat dans [19], répondant ainsi & une question due a
Gelfond [12]. Ils ont donné dans [20] une méthode assez générale permettant
de traiter le cas des automates de Rudin—Shapiro généralisés, et Drmota a
montré dans [8] que cette méthode permet de traiter le cas d’une famille
assez large d’automates finis (automates inversibles).

La recherche de nombres premiers dans une suite reconnaissable par un
g-automate fini quelconque est un probléeme en général extrémement difficile.
Par exemple les suites (2" + 1),en et (2" — 1)pen sont chacune reconnais-
sable par un 2-automate fini et les problemes associés correspondent res-
pectivement & la recherche de nombres premiers de Fermat et de Mersenne.
Lorsque u est une suite reconnaissable par un g-automate fini irréductible
(c’est-a-dire dont le graphe est fortement connexe) il résulte d’une remarque
de Fouvry et Mauduit [I1] que la suite u contient une infinité de nombres
presque premiers. Mais le probleme de la recherche de nombres presque pre-
miers dans une suite automatique quelconque est lui aussi largement ouvert
(voir [4], [5] et [3] pour le cas particulier des nombres ellipséphiques).

2. Résultats. Dans [17], nous avons étudié les sommes d’exponentielles
le long des nombres premiers associées aux fonctions digitales. Nous refor-
mulons les théoremes 1 et 2 de [17] sous la forme suivante (1).

THEOREME A. Il exmiste cg > 0 tel que l'on a, uniformément pour tout
q-uplet (ap,...,aq—1) €RI, f= ZO<k‘<q agl |k, et pour tous x > 2, B € R,

(5) Z A(n) e(f(n) + Bn) < (log )iz ~ol@=1(@1—ao)?
n<lz
et
(6) > Am)e(f(n) + Bn) < (logx)*z' 07,
n<z
ol
7u(f) =min 37 flos =y = (i = I
0<j<i<q

Signalons que la constante cy, qui dépend de g, peut étre explicitée en
reprenant les démonstrations des théoremes 1 et 2 de [17].

Dans cet article, nous étudions la répartition sur P des fonctions digitales
a valeurs entieres, c’est-a-dire des fonctions g : N — Z de la forme

gn) = > arlnls,

0<k<gq

() () Le théoreme 1 de [I7] n’est énoncé que pour des fonctions digitales appartenant
a une certaine sous-classe o de F. Un examen de la preuve de ce théoréme permet de
constater que cette restriction n’est pas nécessaire.
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avec (ag,...,aq—1) € Z9. 1l est difficile de fournir des énoncés tout a la
fois directement utilisables et valables en toute généralité pour de telles
fonctions. Aussi allons-nous concentrer notre étude sur la classe Ft des
fonctions digitales a valeurs entieres vérifiant les conditions
(7) ap =0 et pged(ai,...,aq—1)=1.
(Nous convenons maintenant et dans la suite que le pged d’un seul nombre
entier a est égal a |a|.) Ce faisant nous ne restreignons pas la généralité
car il est toujours possible de déduire le comportement d’une fonction digi-
tale & valeurs entieres de celui d’une fonction de F*. Nous illustrerons ce
propos dans le paragraphe et discuterons certains exemples dans le cas
de I’étude de la répartition des valeurs de (g(p))pep dans les progressions
arithmétiques.

Soit g = Y icpeqakl - Ik € FF, (a,8) € R?. Dans ce cas particulier, le
théoreme [A] fournit une majoration non triviale de

> Aln)e(ag(n) + pn)
n<x
si et seulement si
(©) ag(ag) +l(q — Daia|? > 0.
Le lemme 1 de [I7] montre que la condition (C) est équivalente a la condition

les nombres 0, aaz, ..., aaq—1 ne constituent pas une progression
arithmétique modulo 1 dont la raison est un multiple entier de

1/(g—1).
Ces deux conditions équivalentes sont peu maniables et notre premier objec-
tif dans ce travail est d’obtenir une condition équivalente qui ’est davantage.
A cet effet nous introduisons la quantité suivante.

DEFINITION 1. Si ¢ € F*, on appelle entier caractéristique de g le
nombre

(8) dg = pged(az — 2ayq,...,a9-1 — (¢ — 1)ar,q — 1).
En particulier pour tout k € {1,...,n},
9) ar = kaj; mod dg,

ce qui par g-additivité de g entraine que pour tout n € N,
g(n) = g(1)n mod d,.
Remarquons que, d’apres la condition , on a
(10) pged(g(1),dy) = pged(ar, dg) = 1.
LEMME 1. Pour g =374 ak| - [x € F© et a € R, on a l'équivalence
(11) (C) & dya & 7.
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Pour g € F, nous introduisons la quantité

(12) ry = (g = Da)+ Y (ax — kar)?)

2<k<q

-1

Remarquons que x4 est strictement positive puisque g est non nulle. Nous
définissons également la constante

19) &= 156 P mi“<c20’ ) <411 ! Q(qs_l))> -0

Dans le paragraphe {4l nous démontrons le théoréeme suivant, dont I'intérét est
de fournir une majoration dont I’exposant de x est completement explicite
en fonction de «, ce qui nous permettra d’obtenir plusieurs applications
arithmétiques.

THEOREME 1. Pour g € FT, (a, 3) € R?, 2> 2, on a

(14) Z e(ag(p) + ,Bp) < (10g $)3x1—cmgl|dgau2,
p<z

ot la constante implicite ne dépend que de q.

REMARQUE 1. Le lemme 1 garantit que le théoreme [1| résume a lui seul
I'information qualitative contenue dans les deux estimations du théoréme [A]

2.1. Propriétés statistiques de suites arithmétiques. De nom-
breux travaux concernent 1’étude des propriétés statistiques des suites de
nombres entiers u = (u, )pen définie par un algorithme « simple » (cf. [23]).
En particulier ’étude précise des sommes d’exponentielles associées a ces
suites permet d’étudier la répartition modulo 1 de la suite (u,«),ecn lorsque
a € R\ Q ainsi que la répartition dans les progressions arithmétiques de
la suite u (voir par exemple [I8] pour le cas des suites reconnaissables par
un g-automate fini). Dans ce travail nous nous intéressons a 1'étude beau-
coup plus délicate des propriétés statistiques des suites extraites le long des
nombres premiers d’une telle suite u. Lorsque u,, = n la répartition dans les
progressions arithmétiques de la suite (p)yep a été étudiée par Hadamard
et de la Vallée Poussin dans [13] et [7], et la répartition modulo 1 de la
suite (ap)pcp pour a € R\ Q par Vinogradov dans [24] (voir également [I]
théoreme 9.12] et [I5] théoréme 21.3]) :

THEOREME B (Hadamard et de la Vallée Poussin). Si (a,m) € Z x N*
vérifie (a,m) = 1, alors

1 x
¢(m) loga’

THEOREME C (Vinogradov). Si o € R\ Q alors la suite (ap)pep est
équirépartie modulo 1.

m(x;a,m) ~
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Dans le paragraphe [5| nous étudions 1’équipartition modulo 1 de la suite
(ag(p))pep et nous généralisons le théoreme 2 de [19].

L’objet du paragraphe est d’étudier, pour b€ Z, m € N*, g € F', le
comportement asymptotique de la quantité card{p < z|g(p) = b mod m}
lorsque © — o0, et donc de généraliser le théoreme 3 de [19]. Dans les
paragraphes et nous généralisons les théoreémes [B] et [C] au cas de
la suite u constituée des nombres entiers n tels que g(n) = b mod m, ou
g € FT. Dans le paragraphe nous expliquons comment 1’étude de la
répartition d’une fonction digitale a valeurs entiéres quelconque dans les
progressions arithmétiques se rameéne au cas des fonctions de FT.

2.2. Probléeme de Goldbach ternaire. Vinogradov a démontré le
théoreme suivant, qui implique que tout entier impair assez grand est la
somme de trois nombres premiers (voir [24] ou [6l, chapitre 26]).

THEOREME D (Vinogradov). Pour tout réel A > 0 et tout entier N > 2,
on a

2
RN = Y Al A Ans) = 3&IN+ 0 (o2 )
mitmiytns =N
1 1
o) ‘H(“ (p—1>2)pl;lv(1‘ =l

Lorsque N est un entier impair, on a G(N) > 1, de sorte que R(N) > N?
pour tout entier N impair suffisamment grand.

L’objet du paragraphe [7| est de généraliser le théoréme |D| en imposant
des conditions digitales aux entiers ni, no et ns.

3. Preuve du lemme Posons d = d, et supposons tout d’abord que
da est un nombre entier. En multipliant la relation (@ par «, nous obtenons
directement que 0, aaq,...,aaq,—1 constituent une suite arithmétique mo-
dulo 1 de raison aja. Comme da € Z et d| g — 1, nous avons (¢ — 1)aja € Z.

Supposons réciproquement qu’il existe £ € Z tel que pour tout k €

{17---,(]_1},

14
aag = kil mod 1.

Cela entraine que a € Q. Posons a = r/s avec pged(r,s) = 1. On a donc
pour tout k € {1,...,q — 1},
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En multipliant par s, on obtient s|(q — 1)rag, et il résulte du lemme
de Gauss que pour tout k € {1,...,n},

(16) s|ak(q—1).

La condition pged(aq,...,ar) = 1 entraine, d’apres le théoreme de Bézout,
Iexistence d'un uplet (u1,...,u,—1) € Z4* tel que

(17) aul + -+ Ag—1Ug—1 = 1,

Nous déduisons directement de et que s divise ¢ — 1. La relation
prise pour k& = 1 montre que (¢ — 1)/s divise ¢. Il existe donc ¢t € Z
tel que ¢ = t(q —1)/s. En insérant cette identité dans et en multipliant
par s, nous obtenons

ray = kt mod s.

Et comme pged(r, s) = 1, il suit
ay = kt' mod s,

avec t' € Z. Nous en déduisons que pour tout k € {1,...,q— 1},
a = ka; mod s.

En conséquence s divise ay — kaj pour tout k € {1,...,q — 1}. Comme de
plus s divise ¢ — 1, s divise d. Finalement do = dr/s appartient a Z.

REMARQUE 2. Le lemme [5| établi dans le paragraphe {4| fournit directe-
ment une autre démonstration de l'implication dgor ¢ Z = (C) du lemme .

4. Preuve du théoréme La proposition suivante est une consé-
quence rapide du théoréme [A]

PROPOSITION 1. Pour g = 3" op, k| - [k avec (ar,...,a41) € 2971,
(a,B) €R%, 2>2, ona
(18) >~ elag(p) + Bp) < (log)*z'=e2m(9)
p<w
avec
(19) To(@, 9) = a4(ag) + [l(¢ = Dara|?,

et

1/1 —1\ ¢
(6] :mln(CQO,2(4+Q(q8)> )

La constante implicite dans ne dépend que de q.
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Démonstration. On applique le théoréme [A] pour f = ag, ce qui donne
pour (a, 3) € R?,

Z Aln )+ Bn) < (10gx)4 L—coll(g— 1)a1aH2
nlx

Z An ) + 6n) < (log x)4 1—coog(ag)

n<x

Nous déduisons de ces deux majorations que

ZA n) + fn) < (logz)*z!~ co(oq(ag)+](g—1)a1al?)/2

n<zx

< (log z)tz!~e2@a(eg)H(@-Damal?)
Notons que
c2(0q(ag) + (g = Daral?) <1/2,
puisque [|(¢ — 1)aja||* < 1/4 et o4(ag) < q(g — 1)/8. Maintenant une inté-

gration par parties standard fournit la majoration

Ze( g(p) + Bp) < <7H1&XZA n)+ Bn)| + vz

T t<x

p<z
<< (log x)gxlch(Uq(ag)+H(qfl)ala”z) + \/5
_ _ 2
<< (logaj)sxl 02(0—11(069)—"_“((1 1)&10&” )’
ce qui correspond au résultat souhaité. =

La suite de cette section consiste & montrer que pour g € F T,
1
(20) Tq(e, 9) =
! (¢—D((¢—1)*+1)
Compte tenu de , cela fournira directement le théoréme
Nous aurons besoin d’un raffinement du lemme de Bézout.

LEMME 2. Pourn € N, n>2 et (by,...,b,) € Z", il existe (ki,...,ky)
€ 7™ tel que

figlldgar]|?.

kiby + -+ + knby = pgcd(bl, RN bn),
L
ngd(b17 ) b )2 '

Démonstration. Ce résultat est certainement classique mais en ’absence
de référence nous en donnons une preuve directe. On peut supposer que
pged(by,...,by) =1let 1 < by <--- < by,. Le théoreme de Bézout fournit
Iexistence de (k1,...,k,) € Z™ tel que k1by+- - -+ kpb, = 1. Dans la suite de
cette démonstration nous notons (-|-) le produit scalaire canonique de R",
|| - ||l2 la norme euclidienne associée et (e;)1<j<n les vecteurs de la base cano-
nique de R". Pour 1 < j <n — 1 posons u; = bj;1e; — bje; 1. Notons P le

ki + -+ k2 <
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projeté orthogonal de 'origine O de R™ sur I’hyperplan affine H passant par
My = (k1,...,ky) et de direction V' = {(z1,...,z,) € R" | biz1 +-- -+ bpzp
= 0} = Vect (uj')lSan_l. Il existe (51, - 7£n—1) e 7Zn 1 et (61, - ,€n—1) €
[~1/2,1/2]""! tels que

Mol_g =l +e)ur+ -+ (lp—1 4+ En—1)up_1.
Le point M défini par MogM = ¢iuy + --- + £,_1u,_1 a des coordonnées

(ml,.. ,my) € " verlﬁant miby + -+ + mpb, = 1. On a HM?’H2 =
> 52”“3”2 +23700 L ejeii(uy | uJ+1> donc

n—1 _ n
MP 13 1
IMP]; < Z b +bj1) + 1 Z ;b0 <Y b — Z(b% +b2)
] 1 j=1 j=1

(car 2b;b, 42 < b2+ b2,,). Comme ”0M\|g — |02 + H—ﬁHQ, on obtient

Y 1b§>2etb +b,%z2..

Rappelons que la fonction z — ||z||, qui & tout nombre réel = associe la
distance de x & I'entier relatif le plus proche, vérifie pour tout (u,v) € R2,

(21) [l + ol < lull + llvll,
et que 'on peut en déduire par récurrence que pour tous u € R et k € Z,
(22) ([Ful] < [k [|ul].

Nous aurons également besoin des inégalités suivantes.

la derniere inégalité résultant du fait que >

LEMME 3.
(i) Pour n € N*, (ky,...,ky,) € Z", et (u1,...,u,) € R™, on a

n 2 n
(23) 2ok < (8) (Z s ).
Jj=1 J=1 =
(ii) Pour n € N, n > 2, (by,...,b )EZ”\{( ,oo0)}, et €R, on a
(24) ) lowal® > (ZbQ) pged(b, -, bn)?[[pged(br, ..., bn)ol|*.
k=1
Démonstration. (i) Les inégalités (21)) et (22]) permettent d’écrire
|3 k| < sl
j=1 j=1

et I'inégalité de Cauchy—Schwarz donne .
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(ii) D’apres le lemme [2] il existe (k1,...,k,) € Z" tel que
kiby + - + kb, = ngd(blv EER) bn)
et

n 1 n
25 B2 < 2
(25) ; 7~ pged(by, ..., by)? jz::l '

L’inégalité avec uj = ab; et I'inégalité conduisent bien a . "

Nous donnons & présent une minoration de la quantité oy (f).

EERERY

LEMME 4. Pour (ap,...,aq-1) €RY, f=3 0 okl |k, on a

1
)2 o D ; ek = a0 — k(a1 = ao)|I*

Démonstration. Si ¢ = 2, la minoration est triviale. On peut donc sup-
poser g > 3. Soit tg un nombre réel pour lequel

o(f) = loi—a;—(i—jtol*

0<ji<i<q

On a par conséquent

o(f) = D llaw — o — kto||* + [lox — ao — tol|?

2<k<q
1
P — — g — ktol|? —ag — to]|?).
= — > (llar — ao — kto|* + [lox — a0 — tol|*)
2<k<q
En employant, pour chaque valeur de k € {2,...,qg—1}, I'inégalité avec
n=2,u =a,—ay—kty, uso = a1 —ag—tg, k1 =1, ks = —k, on aboutit a
1 loy, — o — k(a1 — ag)||?
og(f) > — 7
! q- 1 2<Z:k<q K +1

ce qui permet directement de conclure. =
Nous sommes maintenant en mesure d’établir I'inégalité ([20]).

LEMME 5. Pour g€ FT,a €R on a

1
(¢—=D((¢—1)*+1)
ot dg et kg sont définis respectivement en et .

Démonstration. Posons c3 = ((¢ — 1)((¢ — 1)+ 1))7L. Si ¢ = 2, alors
c3 = 1/2, et la condition @ entraine a; = 1, d; = 1 et K, = 1. L’inégalité
est donc bien satisfaite.

Supposons & présent ¢ > 3 et posons D = pged(az — 2aq,...,a4-1 —
(g — 1)a1). Compte tenu de I'hypothese (7)), les entiers a; et D ne peuvent

(26)  oglag) + (g — Daral?® > riglldgar]|?,
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étre simultanément nuls. De plus leur pged divise tous les entiers ap pour
ke {1,...,q— 1}, qui sont premiers entre eux. On a donc pged(a, D) = 1.
D’apres le lemme

aqlag) = cs Y |(ay — kar)al.
2<k<q

On a donc, puisque c3 < 1,

I(a = Daral? + o(ag) = es(lita = Daral* + Y llax — kar)al?).
2<k<q

L’inégalité appliquée avec by = a1(q—1) et by = ax—kay pour 2 < k < g,
ainsi que ’associativité du pged, donnent bien I'inégalité souhaitée puisque
pged(D, ai(q — 1)) = pged(D, ¢ — 1) = dy. =

Le théoréme 1 se déduit de la proposition [T] et du lemme

5. Equirépartition modulo 1 de la suite (ag(p))pep- Rappelons
qu’une suite (uy)nen de nombres réels est équirépartie modulo 1 si pour tout
intervalle I inclus dans [0, 1], on a

) 1
(27) am = Z Leu,yer = ],
n<x
ou |I| désigne la longueur de l'intervalle I. Selon le critere de Weyl (cf. par
exemple [16, théoreme 2.1]), ceci est équivalent & dire que pour tout entier
h non nul,
Z e(huy) =o(z) (x — 00).

n<x

Le résultat suivant généralise le théoréme 2 de [19] concernant 1’équiréparti-
tion modulo 1 de la suite (asq(p))pep. Dans cette situation, il n’est pas
nécessaire de se restreindre & g € FT.

THEOREME 2. Soit g = > gy, a| |k avec ay € Z pour tout 0 < k < g,
et « € R. Si la suite ag,...,aq—1 est constante alors la suite (ag(p))pep
n'est pas équirépartie modulo 1. Dans le cas contraire la suite (ag(p))pep
est équirépartie modulo 1 si et seulement si « € R\ Q.

Démonstration. Supposons tout d’abord que ap = a1 = - = ag_1.

Etant donné a € R, supposons par absurde que la suite (ag(p))pep est
équirépartie modulo 1 : d’apres le critere de Weyl, on a

LS e(agp) =o(1)  (z— o0),

m(x) =
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et donc, pour j € N*
> elagp) =o(n(g)))  (j — o).
¢ 1<p<yd

Par ailleurs,

> clas) = X efan| =)

@I~ <p<q @I~ <p<q
= e(aagj)(n(¢’) = (¢’ ")) + O(1).

Comme e(aagj) # 0, on obtient ainsi
m(¢!) — (¢

=o(1) (j = 00),

(q7)
une contradiction puisque le théoreme des nombres premiers fournit
7(¢?) — m(¢’ 7t 1
Jim @) —ml@) _, 1
j—00 m(¢’) q
Traitons a présent le cas ou la suite ao, ..., aq—1 n’est pas constante. Si

a est rationnel, alors la suite (ag(p))pcp ne comporte qu'un nombre fini
de termes modulo 1 et n’est donc pas équirépartie modulo 1. Etant donnés
a € R\ Q et h € Z*, supposons par 'absurde que haao, . .., haay—1 est une
progression arithmétique modulo 1 de raison ¢/(q — 1) avec ¢ € Z. Si j est
tel que a; # ap, comme

ho(a; — ag) = % mod 1,

on aboutit & ha € Q, ce qui est absurde. Donc (haay, ..., haas—1) n'est
pas une progression arithmétique modulo 1 dont la raison est un multiple
entier de 1/(¢ — 1). Par conséquent la quantité 7,(ah, g) définie en est
strictement positive. En employant la proposition |1, on obtient directement

> e(ahg(p)) = o(x(x)) (h€Z*, x— o).

La conclusion résulte alors du critere de Weyl. =

6. Propriétés statistiques de la suite des nombres premiers p
tels que g(p) = b mod m. Soit g € F' et m > 2 un nombre entier. Nous
allons voir que la répartition de (g(p))pep dans les progressions arithmé-
tiques modulo m dépend de I’entier

(28) Tm,g = pged(dg, m).
Comme 7y, 4 | dg4, on a pour tout n € Z,
(29) g(n) = g(1)n mod 7y, 4.
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Par ailleurs observons que 7y, , = 1 dés que pged(m,q — 1) = 1. De plus,
d’apres la relation , nous avons

(30) pged(g(1), 7m,g) = 1.

Dans ce qui suit, nous posons
(3l) J1={0<j<m—1|j=0mod m/rp4}, J2={0,1,...,m—1}\J;.
Rappelons les définitions de x4 et ¢1 respectivement en et .

LEMME 6. Pourm>2, g€ F ', r=rpg BER, £>2, ona

max
JjeJ2

) e(ilg(p) - Bp) ‘ < (loga)ig!-ermor/m?,

p<z

La constante implicite ne dépend que de q.

Démonstration. Soit j € Jo. Notons d = d,. D’apres le théoreme |1} on a

Ze<,ig<p> + 617) < (log)’ar!~ernal/mI,

p<z

Posons m’ =m/pged(m,d)=m/r et d'=d/pged(m,d). Comme pged(m’, d")
= 1, la condition m' 1 j entraine que

ldj/mll = ||d'5/m/|| = 1/m,

ce qui donne bien la majoration souhaitée. =

6.1. Répartition dans les progressions arithmétiques de (g(p))pep
pour g € F'. Le résultat suivant généralise le théoreme 3 de [19]. Nous
emploierons la notation suivante : lorsque k est un nombre entier supérieur
ou égal a 2 et @ un nombre entier inversible modulo &, on note ix(a) 'unique
entier b € {1,...,k — 1} tel que ab =1 mod k.

THEOREME 3. Pour m > 2, g € F©, r =rpg, s = i,(g(1)), b € Z,
r>2, 0ona

(32)  card{p < x| g(p) = bmod m}
{0 ou 1 si pged(b,r) > 1,

Lw(x; bs,r) + O((log z)3x1=c1r™/m*)  ginon,
m

et la constante implicite ne dépend que de q.
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Démonstration. D’apres les relations (29) et (30]), on a les inclusions
d’ensembles
(33) {p<a|glp) =bmodm} C{p<az|g(p)=0bmodr}
C{p<z|g(l)p=bmodr}
C{p<zx|p=bsmodr}
C {p <z |p=0mod pged(b,r)},
ce qui implique que 'ensemble {p < z | g(p) = b mod m} contient au plus
un élément des que pged(b,r) > 1.
Supposons a présent que pged(b,r) = 1. Alors

card{p < z | g(p) = bmod m} = S; + S
S (L -n) e =L S e( L -n)
J€J1 p<z je€J2 p<z

D’apres le lemme [6] on a
S2 < (log IE)g.fL'l_ClKgrQ/mZ‘

Tout entier j € J; est de la forme j = um/r avec 0 < u < r, d’ou

XY ot -n).

p<z o<u<r

D’apres les relations et , on obtient

zz( ) B SR TS

p<x 0<u<r p<lz
g(1)p=bmodr

et la preuve est achevée. m

6.2. Théoreme de Vinogradov avec condition digitale. Soit
g € F™. Au vu du théoréme [3} la suite des nombres premiers satisfaisant
a une relation du type g(p) = b mod m ne comporte un nombre infini de
termes que si pged(b, ) =1, avec r = 1y, 4.

THEOREME 4. Soientm > 2,9 € F', r =rp 4, b € Z tels que pged(b, r)
=1, et a € R. La suite u = (p)pep, g(p) =bmodm €5t €quirépartie modulo 1
st et seulement si o est un nombre irrationnel.

Démonstration. Si a est un nombre rationnel, la suite u ne prend qu’un
nombre fini de valeurs modulo 1 et n’est donc pas équirépartie modulo 1.
Supposons réciproquement que « est irrationnel. D’apres le critere de Weyl,
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il suffit de prouver que pour tout h € Z*,

(34) card{p < x | g(lp) = b mod m} Z e(hap) = o(1)  (z = o).

p<z
g(p)=bmodm

La condition pged(b,r) =1 entraine, en vertu du théoreme (3| et du théo-
reme [B]
(35) card{p < z | g(p) = b mod m} >, ;, w(x).

Par ailleurs,

D> e(hap)‘ZI;nf e@(g(p)—b)map)‘

p<z
g(p)=bmodm

1
SEZ

Jj€N

Ze(y{lg(p) + hap> ‘ + % >

p<z JEJ2

e (T‘;g(p) + hap) ‘

p<w
D’apres le lemme [6]

- Z Z < )+ hozp)‘ < (10g$)3$1701/@gr2/m2‘

J€J2 p<x

Par ailleurs, si j € J; alors j = um/r avec 0 < u < r et d’apres on a

> e(ig(p) + hap) = Zecg(p) + hap) => e<:fg(1)p + hap>

p<z p<z p<z

=2 (7 )

p<lzx
Comme « est un nombre irrationnel, le nombre ug(1)/d+ha lest également.
Donc d’apres le critere de Weyl et le théoreme [C] on a

(36) Ze(p<“9(1) + ha>) = o(n(z)) (z — o),

p<z

et par suite,

(37) - Z

Z( )+hap>‘ o(m(x)) (z— ).

J€J1 p<z
Finalement,
1 J
3 o 5 | Se(Low+rap)| =orio) (o),
0<j<m ' p<z

et compte tenu de , nous obtenons bien la relation . n
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6.3. Théoréeme d’Hadamard—de la Vallée Poussin avec condition
digitale. Nous aurons l'usage du théoréme des restes chinois sous la forme

LEMME 7. Pour tous (a1, az) € Z2, (n1,n2) € (Z*)?, le systéme d’équa-
tions
{ T = a1 mod nq,

T = ag mod ng
admet une solution si et seulement si a; = ay mod pged(ny,ng). Dans ce
cas, la solution est unique modulo ppcm(ny,ns).

Démonstration. Voir par exemple [22], ou [21], théoreme 2.9]. m
THEOREME 5. Pour m > 2, g € F', r = rpg, s = i,(9(1), k > 2,
(4,b) €Z%, x>2, ona
(39)  card{p <z |p=~Lmodk, g(p) =bmod m}
0  si{ % bsmod pged(k,r),
- %ﬂ(x;v,ppcm(k,r)) + O((logw)3x1*01“9r2/m2) sinon,

ot v est une solution du systéme
v = /¢ mod k,
v = bs mod r,

et la constante implicite ne dépend que de q. En particulier, lorsque r = 1,
on a

card{p <z | p={¢mod k, g(p) = b mod m}
_ m(z; 4, k) +0O((log w)3x1—cmg7"2/m2)_
m
Démonstration. Notons tout d’abord que d’apres et (30,

{p<z|p={¢modk, g(p) =bmod m}
C{p<z|p={lmodk, g(p) =bmod r}
C{p<z|p={Lmodk, g(1)p=bmodr}
C{p<z|p=Lmodk, p=bsmodr},

ce qui, d’apres le lemme (7} regle le cas ¢ # bs mod pged(k, ). Supposons a
présent que ¢ = bs mod pged(k,r). Nous avons

card{p <z | p={¢mod k, g(p) = b mod m}

:% Z Z e<7]r;(g(p)—b)> = 51+ 0(S52)

0<j<m  p<z
p=fmod k
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avec
1 J 1 J
5=1% ¥ o(Zow-0). -] T (L)
jeJ1  p<w Jj€J2 p<z
p=¢mod k p=¢mod k

Lorsque j € Jo, d’aprés le lemme [ on a

j 1
> e<g(p))‘ <<
p<z m kot
p=fmod k

J n
> e<g(p) + p> ‘
r<e \TM k

< (log x)?)xl—clngrQ/mQ’
et par suite,
Sy < (logx)3x1701n9r2/m2.

Par ailleurs,

S IO D I CEED) EF D DS DI

p<z  0<u<r p<z p<z
p=¢mod k p=fmod k p=¢mod k
g(1)p=bmodr p=bsmodr

ce qui, compte tenu du lemme [7| et de la définition de v, fournit bien le
résultat escompté. m

6.4. Répartition d’une fonction digitale dans les progressions
arithmétiques. Dans ce paragraphe nous montrons comment étudier la
répartition de (g(p))pep dans les progressions arithmétiques lorsque g est
une fonction digitale & valeurs entieres quelconque. Nous allons voir qu’il
est toujours possible de se ramener au cas ot g € F1 et donc d’employer le
théoreme [Bl

En effet si g est non nulle et fortement g-additive donc de la forme

9= al
1<k<q
on peut introduire d, le plus grand diviseur commun des entiers ay, ..., aq—1,
puis la fonction g définie par g = dg. Les coefficients g(1) = a,...,g(¢ — 1)
= @q—1 sont premiers dans leur ensemble, et donc g € F*. Par ailleurs, la
relation de congruence g(p) = b mod m est équivalente & une relation du
type g(p) = bmod 7 avec i, b € Z.
Plus généralement, si g est une fonction de la forme
g = Z ak| . ‘k‘a
0<k<q
on peut introduire la fonction gy fortement g-additive définie par

go=>_ (ar—ao)| |,

1<k<q
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et on a alors

g(n) = ao(|nfo + -+ - +[nlg-1) + go(n) = ao([loggn] +1) + go(n).

En se ramenant au cas précédent, on peut évaluer le nombre de nombres
premiers p d’un intervalle de la forme [¢7 1, ¢/[ satisfaisant & g(p) = b mod m.
En effet, avec ces notations,

(40)  card{¢"' <p < ¢ | g(p) = bmod m}

=card{¢" ' <p < ¢ | go(p) = b— agj mod m}.
Suivant les valeurs de j, la quantité peut valoir 0, 1 ou alors approxi-
mativement C(7(¢’) — m(¢’ 1)) ot C est une constante strictement positive
qui ne dépend ni de 7, ni de b, de sorte qu’il existe des cas pour lesquels la
limite

i
00 1(x)

card{p < z | g(p) = b mod m}

existe, et d’autres pour lesquels elle n’existe pas. A titre d’illustration, nous
présentons trois exemples.

(1) Lorsque ¢ > 2, m € N*, et g(n) = |n|o, pour j € N, b€ Z, ¢! <

x < ¢ ona

{¢7' <p<x|g(p) =bmodm}
q—1
= {qj_l §p<x‘ Z]p\kzj—bmodm}.
k=1
Comme Dentier caractéristique d de la fonction go : n+— |n|i + - + |nfg—1
vaut toujours 1 quelle que soit la base ¢, on a r = 1y, 4o = 1 et le théoreme
fournit I’estimation

card{¢’~' <p < x| g(p) = b mod m}

— J—1
:ﬂ-(x) Tz(q )+O((log$)3x1—clf$go/m2)7

et cela entraine que pour tous ¢ > 2, m >2et b € 7Z,

1 1

lim {p<z||plo=bmodm}=—.
m

200 W(x)

' 1(2) Lorsque ¢ = 3, m = 4, g(n) = 2|no + 3|n|1 + 2|n|2, pour j € N* et
¢ <x<q¢g ona

{7 <p<alglp)=1modd}={¢~" <p<a|lph =1-2jmod4}.

L’entier caractéristique de la fonction gg : n +— |n|; en base 3 vaut d = 2,
et donc 74,4, = 2. Alors en appliquant le théoreme [3, pour tout j € N* nous
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obtenons

card{¢” ' <p < 2| g(p) =1 mod 4}

_ W(ZE) _;(qj_l) + O((logx)i’»l,l—clngo/él)

et ainsi

i
700 70(2)

1
card{p < @ | 2lplo + 3lp +2Iplz = 1 mod 4} = -

~ (3) Toujours avec ¢ = 3, m = 4, pour g(n) = [nfo + 2|n|1 + [n|2, j € N¥,
¢! <2 < ¢’ on a maintenant

{¢"<p<alglp)=1mod4}={¢ " <p<a|lpli =1-jmod4}.

On retrouve la fonction gg : n — |n|; de ’exemple précédent, et le théoréme
fournit

card{¢” ' <p < 2| g(p) =1 mod 4}
{ Ooul si j est impair,

= m(@) — (¢
2

de sorte que la quantité

+ O((log )3z ~¢1%0/4) " sinon,

1
@) card{p < z | [plo + 2|p|1 + [pl2 = 1 mod 4}

n’a pas de limite lorsque z — oco.

7. Probleme de Goldbach ternaire avec conditions digitales.
Dans ce qui suit, nous considérons pour i € {1,2,3} une base de numé-
ration entiere ¢; > 2 ainsi qu’une fonction g; fortement g-additive non nulle,
donc de la forme

41)  gi(n)= > awlnly (ax € Zpourie{1,2,3}, 1<k <q),
1<k<q;

ol |n[t désigne le nombre d’occurrences du chiffre k dans le développe-
ment en base ¢; de n. On suppose également que pour chaque i € {1,2, 3},
pged(ait, - - ., ai(q,—1y) = 1. Pour chaque i € {1,2,3}, nous considérons un
entier m; > 2.

Rappelons la définition de I'entier 1, 4 en . Afin d’énoncer un résultat
clair, nous faisons également I'hypothese dans ce qui suit que les entiers
Ti = Tm,q (4 =1,2,3) sont tous égaux a 1. C’est notamment le cas des que
pged(mi, g; — 1) = 1 pour tout @ € {1,2,3}.

Rappelons la notation R(N) employée dans le théoreme @ Usant x pour
désigner un triplet (z1,x2,3), nous introduisons, pour tout b € Z3,
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(42)  R(N,q,m,b) = > A(ny)A(ng)A(ns).
ni,n2,n3
ni+ne+nz=N
gi(ni)Ebi modmi,i6{1,2,3}
THEOREME 6. Sous ces hypothéses, il existe jiqmg > 0 tel que pour
N> 2,
R(N)

+O((log N)°N? Hamz),
mimsaoms

R(N,q,m,b) =
ot la constante implicite ne dépend que de q. En particulier, il existe un
entier Ny dépendant de q, m et g tel que tout entier impair N > Ny s’écrit
sous la forme

(43) N =p1 +p2+ps avec gi(p;) = by mod m; pouri € {1,2,3},
ot p1, p2 et p3 sont des nombres premiers.

REMARQUE 3. Il est possible de s’affranchir de I'hypothese faite sur
les entiers caractéristiques 71,792,735 et, sous les conditions pged(b;,r;) =
1 pour i € {1,2,3}, d’obtenir une formule asymptotique générale pour
R(N,q,m,b) dont le terme principal serait & un coefficient multiplicatif
pres la quantité

(44) > Am)A(ng)A(ng),

ni+na+nz=N

nj=s; modr;

j6{172a3}

ot 'on a posé pour j € {1,2,3}, s; = bjir;(gj(1)), ce qui est licite puisque
pged(gj(1),75) = 1 (cf. relation (30)). Une formule asymptotique pour la
quantité est contenue dans le résultat principal de [14] : pour A > 0,
N > 2, pgcd(c]z,rj) =1 pour j € {1,2,3},0on a

o3(N)N? ( N )
A(n1)A(n2) Ans) = +O(— ),
+Z+: —N e Ana) 2¢(r1)e(r2)e(rs) (log N)A
"n=c; modr,;
]j6{1,2,3}

ol ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler, et ou la constante implicite
est autorisée a dépendre de A, ri, ro et r3. La quantité o3(N) est une
série singuliere issue de la méthode du cercle : la définition de o3(N) étant
fastidieuse, nous renvoyons a [I4] pour les détails et nous nous bornons a
signaler que o3(N) = 0 si et seulement si, soit
o N # ¢+ co+ ¢3 mod (pged(ry, ra,73)), soit
e il existe un nombre premier p et un triplet d’entiers deux a deux
distincts (j,k,¢) € {1,2,3} tels que p|pged(rj,7), p { 70 et
pln—(cj +ck).
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Démonstration du théoréme 6. Nous employons ici la notation
T;(z; a0, B) = ZA e(agi(n) +pfn) (a,B €R).
n<x

Rappelons que ’on peut écrire

1
(45) RN = (3 Al e(n)) e(~Nt) dt

0 n<N

De méme, en employant 'orthogonalité des caracteres additifs, on a
1

3
R(N,q,m,b) = Se(—Nt) H( Z A(n) e(nt)) dt
0 i=1 n<N
gi(n)=b; mod m;

1 kiby  kaba  k3bs
= — — — — I
. Z e( .y . s k1,k2,k3 s

0<ki<mi
0<ka<ma
0<kz<ms

ou l'on a posé
1

3
iy koo ks _S —Nt) HT( >dt
i=1

En isolant le terme correspondant a k1 = ko = k3 = 0, nous obtenons
R(N S
™,

(46) R(N’ q’ m7 b) = b
mimaims mi1maoms
avec
(47) S = Z Ty ko s
0<k1<mq
0<ko<ma
0<kz<ms

(klkauk?:)?é(ouO:O)
Considérons un triplet (ki, ko, ks) tel que (ki, ko, k3) # (0,0,0). Sans res-
treindre la généralité, on peut supposer que k1 # 0. En utilisant I'inégalité
lab| < max(|al?, |b|?), on obtient alors

T (N kl,t)
mi

Comme r; vaut 1, ensemble .J; (voir définition en ) relatif & r1 et my
est réduit & {0}. Par conséquent, ki /m; appartient a ’ensemble Jy relatif a
r1 et mq, et d’apres le théoreme [I} via une intégration par parties standard,
on voit que

1

k' 2
T’Z<N7 Z7t>
30 m;

(48) ‘Ikl,kg,k:;’ < max dt.

max max S

=2,

k
T <N; . t) < (log N)*N1=c1ra/mi
mi
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En employant I'égalité de Parseval on obtient ainsi

ou 1

iy oy | <€ (log N)YANT=e1%01/m3 3™ A ()2 < N2=e1a1 /8 (log NP,
n<N

a derniere majoration résulte de la majoration A(n) < logn et de I'in-

égalité classique de Tchebychev, > -y A(n) < N. En posant

(49)

fqm,g = €1 min > 0,

i€{1,2,3} m?

7

nous obtenons

(50)

S K myimoms N2 Hamsg (log N)5.

En insérant (50)) dans (46[), nous obtenons bien la conclusion souhaitée. m

Remerciements. Ce travail a bénéficié d’'une aide de I’Agence Natio-
nale de la Recherche portant la référence « ANR-10-BLAN 0103 », MUNUM,
et de Ciencia sem Fronteiras, projet PVE 407308/2013-0. Bruno Martin
a également bénéficié d’un financement de I’Austrian Science Foundation

FW
nal
The

F dans le cadre du projet S9605, faisant partie de I’Austrian Natio-
Research Network “Analytic Combinatorics and Probabilistic Number
ory”.

Références

P. T. Bateman and H. G. Diamond, Analytic Number Theory. An Introductory
Course, World Sci., Hackensack, NJ, 2004.

R. Bellman and H. N. Shapiro, On a problem in additive number theory, Ann. of
Math. (2) 49 (1948), 333-340.

S. Col, Diviseurs des nombres ellipséphiques, Period. Math. Hungar. 58 (2009), 1-23.
C. Dartyge et C. Mauduit, Nombres presque premiers dont l’écriture en base r ne
comporte pas certains chiffres, J. Number Theory 81 (2000), 270-291.

C. Dartyge et C. Mauduit, Ensembles de densité nulle contenant des entiers possé-
dant au plus deuz facteurs premiers, J. Number Theory 91 (2001), 230-255.

H. Davenport, Multiplicative Number Theory, 3éme éd., Grad. Texts in Math. 74,
Springer, New York, 2000.

C. J. de la Vallée Poussin, Recherches analytiques sur la théorie des nombres pre-
miers, Brux. S. Sc. 21 (1896), 183-256, 281-362, 363-397.

M. Drmota, Subsequences of automatic sequences and uniform distribution, dans :
Uniform Distribution and Quasi-Monte Carlo Methods, Radon Ser. Comput. Appl.
Math. 15, de Gruyter, Berlin, 2014, 87-104.

M. Drmota and C. Mauduit, Weyl sums over integers with affine digit restrictions,
J. Number Theory 130 (2010), 2404-2427.

S. Eilenberg, Automata, Languages, and Machines. Vol. A, Pure Appl. Math. 58,
Academic Press, New York, 1974.

E. Fouvry et C. Mauduit, Sommes des chiffres et nombres presque premiers, Math.
Ann. 305 (1996), 571-599.


http://dx.doi.org/10.2307/1969281
http://dx.doi.org/10.1007/s10998-009-9001-9
http://dx.doi.org/10.1006/jnth.1999.2458
http://dx.doi.org/10.1006/jnth.2001.2681
http://dx.doi.org/10.1016/j.jnt.2010.04.006
http://dx.doi.org/10.1007/BF01444238

Fonctions digitales le long des nombres premiers 197

[12] A. O. Gelfond, Sur les nombres qui ont des propriétés additives et multiplicatives
données, Acta Arith. 13 (1968), 259-265.

[13] J. Hadamard, Sur la distribution des zéros de la fonction ((s) et ses conséquences
arithmétiques, Bull. Soc. Math. France 24 (1896), 199-220.

[14] K. Halupczok, On the ternary Goldbach problem with primes in independent arith-
metic progressions, Acta Math. Hungar. 120 (2008), 315-349.

[15] H. Iwaniec and E. Kowalski, Analytic Number Theory, Amer. Math. Soc. Colloq.
Publ. 53, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2004.

[16] L. Kuipers and H. Niederreiter, Uniform Distribution of Sequences, Pure Appl.
Math., Wiley-Interscience, New York, 1974.

[17] B. Martin, C. Mauduit et J. Rivat, Théoréme des nombres premiers pour les fonc-
tions digitales, Acta Arith. 165 (2014), 11-45.

[18] C. Mauduit, Automates finis et ensembles normauz, Ann. Inst. Fourier (Grenoble)
36 (1986), no. 2, 1-25.

[19] C. Mauduit et J. Rivat, Sur un probléme de Gelfond : la somme des chiffres des
nombres premiers, Ann. of Math. (2) 171 (2010), 1591-1646.

[20] C. Mauduit and J. Rivat, Prime numbers along Rudin—Shapiro sequences, J. Eur.
Math. Soc., to appear.

[21] M. B. Nathanson, Elementary Methods in Number Theory, Grad. Texts in Math.
195, Springer, New York, 2000.

[22] O. Ore, The general Chinese remainder theorem, Amer. Math. Monthly 59 (1952),
365-370.

[23] G. Rauzy, Propriétés statistiques de suites arithmétiques, Le Mathématicien 15,
Collection SUP, Presses Universitaires de France, Paris, 1976.

[24] 1. M. Vinogradov, The Method of Trigonometrical Sums in the Theory of Numbers,
Interscience, London, 1954.

Bruno Martin Christian Mauduit
LMPA, Centre Universitaire de la Mi-Voix Université d’Aix-Marseille
Maison de la Recherche Blaise Pascal et Institut Universitaire de France
50 rue F. Buisson, B.P. 699 Institut de Mathématiques de Marseille
62228 Calais Cedex, France CNRS UMR 7373
E-mail: martin@lmpa.univ-littoral.fr 163 avenue de Luminy, Case 907

13288 Marseille Cedex 9, France

Joél Rivat E-mail: mauduit@iml.univ-mrs.fr

Université d’Aix-Marseille

Institut de Mathématiques de Marseille
CNRS UMR 7373

163 avenue de Luminy, Case 907

13288 Marseille Cedex 9, France
E-mail: rivat@iml.univ-mrs.fr

Recu le 19.9.2014
et révisé le 11.5.2015 (7937)


http://dx.doi.org/10.1007/s10474-008-7068-z
http://dx.doi.org/10.4064/aa165-1-2
http://dx.doi.org/10.4007/annals.2010.171.1591
http://dx.doi.org/10.2307/2306804




	1 Introduction
	1.1 Fonctions q-additives et fonctions digitales
	1.2 Recherche de nombres premiers dans une suite automatique

	2 Résultats
	2.1 Propriétés statistiques de suites arithmétiques
	2.2 Problème de Goldbach ternaire

	3 Preuve du lemme 1
	4 Preuve du théorème 1
	5 Équirépartition modulo 1 de la suite (g(p))p¶
	6 Propriétés statistiques de la suite des nombres premiers p tels que g(p) b-5mumod5mu-m
	6.1 Répartition dans les progressions arithmétiques de (g(p))p¶ pour gF+
	6.2 Théorème de Vinogradov avec condition digitale
	6.3 Théorème d'Hadamard–de la Vallée Poussin avec condition digitale
	6.4 Répartition d'une fonction digitale dans les progressions arithmétiques

	7 Problème de Goldbach ternaire avec conditions digitales
	Références

