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Quelques résultats d’isomorphisme entre groupes
de cohomologie

par SALOMON SAMBOU et MANSOUR SANE (Ziguinchor)

Résumé. Nous montrons des isomorphismes entre groupes de cohomologie des
formes différentielles de classe C°° et celles de classe C' pour un ouvert §2 d’une variété
analytique complexe. On montre que ces résultats sont également vrais pour les courants
prolongeables. On en déduit un résultat d’isomorphisme entre le groupe H(Z)VT(S ) de coho-
mologie de Dolbeault des formes différentielles de classe C' sur une hypersurface réelle S
et celui des courants sur S noté HG " (5).

1. Introduction et préliminaires. Soit (2 un ouvert d’une variété
analytique complexe X de dimension n.
On note C} .(2) espace des (p,r)-formes de classe C* sur {2 et

Z(l],r( )_{fECOT( ) ’6f20}7
B(l]r( )_{fECOT‘( ) ]3geCé7T,1(Q),5g:f}.
(

Naturellement B ) C ZO - (£2). Nous avons donc le groupe quotient

HO,T’(Q) = Zé7r(9)/B(l),r(Q)7
appelé (0,r)-ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des formes de classe
C sur £2.
On peut par dualité étendre 9 aux courants. Notons

l,cour l,cour l,cour
Hy, " (02) = Zg, " (2)/ By, (2)

le (0,7)-ieme groupe de O-cohomologie pour les courants d’ordre | sur 2.

Il est connu que l'application naturelle H{, (£2) — Hé’ﬁ,our(()) est un
isomorphisme appelé isomorphisme de Dolbeault.
Considérons la sous-variété M définie, pour un ouvert local U C X, par

MNU={z€U|pi(z)=---=pa(z) =0}, 1<d<2n,
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avec p; des fonctions réelles de classe C sur U, 1 < j < d, et dpy A+ Adpqg
# 0 sur U. On appelle M sous-variété CR de codimension réelle d. L’opéra-
teur O induit sur M un opérateur 0, qui vérifie aussi 82 0. On peut
I'étendre aussi aux courants, ce qui donne le (0,r)-iéme groupe H(l)yr(M )
de 9, cohomologie des formes différentielles de classe C* sur M et le groupe
Hé’;our(M ) pour les courants d’ordre I sur M. On note TC M ’espace tangent
complexe a M au point z.

DEFINITION 1.1. Nous dirons que M est g-concave au point zg € M,
1<q¢<(n-—d)/2,sila forme de Levi

0* pac(ZO)

LMpm(Zo)g = azaazﬂ é‘a&'ﬁ

«,

restreinte a T(CM admet au moins ¢ valeurs propres strictement négatives,
ol py = T1pP1 + o+ xgpg avec x = (21,...,24) ERI\Oet £ € T;%M. Nous
dirons que M est g-concave si elle I’est en tout point.

Nous savons d’apres [B-S-T] que si M est g-concave avec 1 < ¢ <
(n —d)/2, alors Papplication naturelle H{ (M) — Hé’iour(M) est un iso-
morphisme pour 0 <r < g—1et pourn—d—q+2 7§r <n—d, et est
surjective pour r =n—d —q + 1.

Considérons maintenant une hypersurface réelle S de X. C’est une sous-
variété CR de codimension réelle 1.

Nous savons d’apres [S2, théoreme IV.A.1] que si S a une hessienne ayant
q valeurs propres de méme signe, ¢ > (n + 1)/2, alors 'application naturelle
HE5.(S) — Hp " (S) est injective si n — g+ 1 < 7 < g et est surjective si
n—qg<r<gqg-—1L

Nous voulons obtenir ’analogue de ce résultat pour ’application na-
turelle H(IM(S ) — Hy " (S). Notons que S n’est pas g-concave au sens de
la, définition [L1l

2. Quelques résultats d’isomorphisme d’applications naturelles.
Notons ﬁé’r(ﬂ) (respectivement H(l]m(_@)), [ =0,1,...,00, le (0,r)-ieme
groupe de cohomologie de Dolbeault des courants prolongeables d’ordre [
(respectivement celui des formes différentielles de classe C! sur 2). Nous
avons d’abord les propositions suivantes :

ProPOSITION 2.1. L’application naturelle
H,(2) — Hgs(2)
est un isomorphisme pour 0 < r < n.
Démonstration. Injectivité. Soit [T] € ﬁér(ﬂ) tel que [T] = 0 dans
FI&"T(Q). Il existe un courant S prolongeable tel que 7' = 9S. D’apres [M],



Quelques résultats d’isomorphisme 99

T = 98 ou T et S sont des prolongements de T et .S a support sur (2.
D’apres [C], pour € > 0,
S=R.S+0A.S + AT,
T =98 = dR.S + 0A.T,
AT a une régularité sur {2 meilleure que celle de T sur un e-voisinage de {2,
donc A.Tj; est d’ordre [. De plus, R.S|p est de classe C°°. Donc T' est
d’ordre I, d’ou 'injectivité de ’application naturelle.
Surjectivité. Soit [T] € Hg5.(£2) et T' une extension de 7" a support sur
2deT,
T =R.T + AT + A.dT  avec dT = 0 sur £2,
T =Tjo = (RT + A0T) + 0A ).

AT est & support sur un e-voisinage de {2; donc Aegj" o est un courant
prolongeable. La régularité de A55T| o est meilleure que celle de 9T sur tout
ouvert de X; donc Aaéﬂ o est un courant d’ordre .

Rgf est de classe C°. )
Donc [T] = [(R:T + A:0T)|] qui appartient a H(l),T(Q), d’otut la surjec-
tivité de 'application naturelle. =

PROPOSITION 2.2. L’application naturelle
HG5.($2) — H{,(2)
est un isomorphisme pour 0 < r < n.

Démonstration. Soit [f] € HG2.(£2) telle que [f] = 0 dans Hém(!_?). 1l
existe g € C(l),r_l(f?) telle que dg = f dans £2. Soit § une extension de classe
C'dega X.Ona

g=R.g+ aAag + Aaag-
Ceci entraine que
99 = 9(Reg + Asag)\.@'
Puisque la régularité (1-0) de A.0g est meilleure que celle de f sur un
e-voisinage de {2, A.0g est de classe C'™ sur (2. Alors
h = (Rag + Aa&é)l!)

est de classe C™ sur {2 et on a Oh = f sur §2. Donc I’application naturelle
est injective.

Soit f € Hé}r(fz). Alors
f = RE]Z+ 5A€f+ Aséf
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ou f est une extension de classe C! de f & X avec 5f =0sur {2. On a
f=(Ref+ A0f) 0 + 0Acfio

sur (2. Observons que R.f + A.0f est de classe C® sur £2. Donc [f] =

[(R-f + A:0f) 0], ce qui donne le résultat voulu. m

Comme conséquence des propositions et nous avons la version C'
des annulations des groupes de d-cohomologie des courants prolongeables
de [S1], [S2] et [B], ainsi que les annulations des groupes de cohomologie des
formes différentielles de classe C! sur £2 obtenus également dans ces travaux.
Il s’agit du théoreme suivant :

THEOREME 2.3. Soit X une variété analytique complexe de dimension
n, et 2 CC X un domaine a bord lisse de classe C*. Alors :

(a) Si 2 est complétement strictement (q + 1)-conveze, 0 < ¢ < n — 2,
on a
H{)’T(Q) =0 pourl<r<g+1.

(b) Si X est une variété de Stein et si elle est une extension q-conveze
de 2,1<qg<n-1,o0ona

H&T(X\Q):O pourn—q+1<r<n-—1.
(c) Si §2 est complétement strictement q-conveze, 0 < qg<n-—1, on a
I;T&T(Q):O pour 1 <n—q<r<n.

(d) Si X est une variété de Stein et si elle est une extension q-conveze
de 2,1 <q<n-—1,o0na

‘FI(I],T(X\Q):O pour 1 <r<gqgetr<n-—2.

(e) Si X est une variété de Kdihler et si {2 est a bord lipschitzien et est
log d-pseudoconvexe, alors pour tout fibré holomorphe hermitien E
sur X, on a

H(l),r(Xa‘(Z?E)ZO pourlgrgn_l_

(f) Si X est une variété de Kdihler et si £2 est a bord lipschitzien et est
log &-pseudoconvexe, on a

FI&T(Q) =0 pourl<r<n-1.

PROPOSITION 2.4. Soit X une variété analytique compleze et S une hy-
persurface lisse de X de classe C°°. Alors application

l
Hgo.(S) — Hy,.(S)
est un isomorphisme pour 0 < r <n — 1.

Démonstration. Quitte a restreindre X, on peut supposer que S partage
X en deux composantes connexes X et X . Notons C’&T(A) I’espace des
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(0,7)-formes de classe C! sur A dont le 0 ou le 9, est aussi de classe C"
sur A, ot A peut désigner X, X, X~ ou S. Des suites courtes

0 — G, (X) = Co(XT) @ Ch(X7) — C),(S) — 0
et

0— Cgo(X) — C&’}(X*') & C’&(;(X_) — C5(S) — 0
on a les suites longues

0—— H(Z),O(X) — H(ZLO(XJF) S H(l),o(Xf) —

foi QO\L
00— HgH(X) —— ngg()‘ﬁ) @ ng;)(X—) —
- H(l),o(s) - H(l),l(X) —

|

s HEY(S) —= HES(X) — -

ou les applications naturelles fy, go, f1,... sont des isomorphismes. Donc
I’application naturelle h, : Hé,r(S) — HG5.(S) est un isomorphisme pour
0<r<n—1.n

THEOREME 2.5. Soit £2 un ouvert a bord C*° d’une variété analytique
complexe X de dimension n. Soit bf2 le bord de 2. Alors :

(a) Si bf2 est strictement g-concave, ¢ > (n+1)/2, alors Uapplication
naturelle Hé,r((_l) — ﬁé,r((}), 1=0,1,...,00, est un isomorphisme
510 <r<q—1 et est injective si r = q.

(b) Si b2 est strictement q-convexe, q > (n+1)/2, alors Uapplication
naturelle H(l)’r(f?) — ﬁé’r(ﬁ), l=0,1,...,00, est un isomorphisme
sir>n—q+1 et est surjective st r =n — q.

Démonstration. Ce résultat découle immédiatement des propositions
et et de [S2, corollaire I11.10]. =

Comme application des résultats précédents, on a :

THEOREME 2.6. Soit X une variété analytique complexe de dimension
n et S une hypersurface réelle de X. Si S a une hessienne ayant q valeurs
propres de méme signe, ¢ > (n + 1)/2, alors lapplication naturelle

H)(S) — HZZ(S), 1=0,1,...,00,

est injective sin —q+ 1 <r < q et surjective sin—q<r<qg—1.
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Démonstration. Quitte a restreindre X, on peut supposer que S partage
X en deux composantes connexes X T et X . Puisque H&r (X)) ~ Hgs (X1)
et HY, (X7) ~ Hé’qu(X'_) pour 0 < r < n, on remplace, grace a la proposi-
tion les données de classe C™ par des données de classe C*, dans la suite
longue de la preuve de [S2), théoréme IV.A.1]. On obtient alors le diagrame
commutatif suivant :

Cr+li U«r+1l

[,cour 7 g _
— o,icfl(X)—>H(l),r+1(X+)@H(l),rJrl(X ) —

ou les fleches verticales sont les applications naturelles.

On peut supposer sans perte de généralité que X se situe du coté
convexe de S. D’apres le théoreme 2.5 a, et a,41 sont injectives sin—g+1 <
r < q et surjectives sin —q < r < g — 1. Puisque ¢, et c.4+1 sont des
isomorphismes, on a le résultat grace au lemme des 5. =

Nous avons aussi la proposition suivante comme autre application :

PROPOSITION 2.7. Soit X une variété de Stein de dimension n > 1 et
2 C X un domaine relativement compact a bord bf2 lisse de classe C'° tel
que X soit une extension q-convexe de {2. Alors

H(l)m(b!?):O pourl=20,1,...,00etn—q<r<q-—1.

Remerciements. Ce travail a été réalisé grace au projet FIRST du
Ministere Chargé de la Recherche Scientifique du Sénégal.

Références

[B-S-T] M. Baldé, S. Sambou et B. Touré, Sur les groupes de 9y-cohomologie des courants
d’ordre I, C. R. (Math. Rep.) Acad. Sci. Soc. R. Can. 28 (2006), 85-90.

[B] J. Brinkschulte, The &-problem with support conditions on some weakly pseudo-
conver domains, Ark. Mat. 42 (2004), 259-282.

[C] E. M. Chirka, Regularization and 0-homotopy on a complex manifold, Soviet
Math. Dokl. 20 (1979), 73-76.

[M] A. Martineau, Distributions et valeurs au bord des fonctions holomorphes,
Strasbourg RCP 25 (1966).

[S1] S. Sambou, Résolution du O pour les courants prolongeables, Math. Nachr. 235

(2002), 179-190.


http://dx.doi.org/10.1007/BF02385479
http://dx.doi.org/10.1002/1522-2616(200202)235:1&lt;179::AID-MANA179&gt;3.0.CO;2-8

Quelques résultats d’isomorphisme 103

[S2] S. Sambou, E‘quation de Cauchy—Riemann pour les courants prolongeables, thése
de doctorat de I’Université Joseph Fourier, 2001.

Salomon Sambou, Mansour Sané

Laboratoire de Mathématiques et Applications

Université de Ziguinchor

Ziguinchor BP 523, Senegal

E-mail: ssambou@refer.fr
sanemansour@yahoo.fr

Received 23.6.2011
and in final form 20.9.2011 (2478)






	Introduction et préliminaires
	Quelques résultats d'isomorphisme d'applications naturelles

