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Présentation jordanienne de P’algebre de Weyl A,

par J. ALEV (Reims) et F. DuMAs (Clermont-Ferrand)

Abstract. Let k be a commutative field. For any a,b € k, we denote by J, (k) the
deformation of the 2-dimensional Weyl algebra over k associated with the Jordanian Hecke
symmetry with parameters a and b. We prove that: (i) any J, ;(k) can be embedded in
the usual Weyl algebra Az (k), and (ii) J, (k) is isomorphic to A2 (k) if and only if a = b.

Introduction. La donnée d’une symétrie de Hecke R sur un k-espace
vectoriel V' de dimension n permet de construire une algebre de différentielles
(complexe de de Rham) sur une déformation de 1’algebre des fonctions
régulieres de V' (cf. [10], [8], [9], [7], [2], - .. ). On associe de fagon canonique
a cette algebre de différentielles une algebre d’opérateurs (algebre de Weyl),
qui peut étre définie par générateurs et relations a partir des coefficients de
R (cf. [2], section 12.3, ou [5], définition 1.4). On s’intéresse ici a I'exemple
de la déformation “jordanienne” du plan, c’est-a-dire au cas ou n = 2 et ou

1 a —a -—ab

0 0 1 b
k= 01 O -b |’

0 0 O 1

avec a,b € k. Le complexe de de Rham correspondant est défini en [9]
(proposition 2), ou [7] (exemple 2.6.4). L algebre de Weyl associée, que I'on
notera ici J, 5(k), est explicitée en [1] (paragraphe 3) et en [6] (paragraphe
2). L’étude de J, (k) sur le plan de la théorie des anneaux est amorcée en
[5] et poursuivie en [4].

Dans le cas particulier o @ = b = 0, la symétrie de Hecke R est la
volte usuelle et Jy o(k) n’est autre que l'algebre de Weyl classique Az (k) des
opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux sur le plan commutatif.
Plus généralement, dans le cas uniparamétré a = b, plusieurs résultats de [5]
ont mis en évidence des similitudes structurelles entre les algebres J, o (k)
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et Ay(k). Le but principal de cette note est de démontrer qu’elles sont en
fait isomorphes.

La méthode, directe et calculatoire, consiste a expliciter, dans une lo-
calisation appropriée H, (k) de J, (), quatre éléments engendrant une
sous-algebre A isomorphe & Ay (k), telle que J, (k) € A C Hg p(k), et telle
que Jop(k) = A= Hgy (k) dans le cas ot a = b.

1. DEFINITION (cf. [1], [6], [5], [4]). Soit k un corps commutatif. Pour
tous a,b € k, on note J, (k) l'algebre de Weyl sur le plan de Jordan de
parametres a et b, c’est-a-dire par définition 1’algebre engendrée sur k par
quatre générateurs x1, o, d1, 02 soumis aux relations

(1, 2) T1To — ToX1 = CLLL‘%, Ohx1 — 2101 = 1+ ax10o9,
(3,4) 6182 — 8281 = —b@%, 82.%'2 — 1'282 =1- bx182,
(5, 6) Oax1 — 2109 = 0, 01T2 — 201 = —ax101 — abx10y + bro0s.

Dans le cas particulier ot a = b = 0, on retrouve les relations [01, z1] =
(02, 22] = 1 et [01,x2] = [O2,x1] = [01, 02] = [x1,22] = 0 définissant 1'algebre
de Weyl classique Az(k) (cf. [3]). Pour a et b quelconques, les relations
(1)-(6) permettent d’exprimer J, (k) comme 'extension de Ore itérée :

Jap(k) = klx1,02][01; D][x2; 0, d]
ou D est la k-dérivation de k[x1, 02] définie par
D(x1) =1+ ax10 et D(dy) = —bO3,
et oll o est le k-automorphisme et d la o-dérivation de k[x1, 02][01; D] définis

par
o(x1) = 1, d(z1) = —az?,
0’(82) = 62, d(az) = bxlag — 1,
0'(81) 281 —bag, d(81) :b+aa:181 +b(a—b)x182.
2. LEMME. Soient dans la sous-algébre commutative k[z1,02] de Jq (k)
les éléments
t=x102 et z=1+(a—0b)z102 =1+ (a—Db)t.
Alors:
(i) D(t) = 202 et d(t) = —zxq;
(ii) z est normalisant dans Jq (k) ;
(iii) en particulier, si a # b, Ualgébre J, (k) n’est pas simple.
Preuve. 11 est clair que [z,z1] = [z,02] = 0. On calcule :
D(t) = D(xl)é)g + $1D(82)
= (1+at)dy + x1(—b03) = (1 + at — bt)dy = 205,
d(t) = d(z1)02 + x1d(02)
= —azi0y + 21 (bt — 1) = zy(—at + bt — 1) = —zx;.
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Il en résulte que
Ohz =201+ D(z) = 201 + (a — b)D(t)
=201 + (a — b)20y = 2(01 + (a — b)02),
xoz = zxo + d(2) = zxe + (a — b)d(t)
= zx9 — (a — b)zz1 = 2(2x9 — (@ — b)z1),
ce qui prouve (ii) et donc (iii) (cf. aussi la preuve du théoreme 3.6 de [5]). m

3. NoTATIONS. Notons H, (k) 'algebre localisée de J, (k) suivant la
partie multiplicative Z formée des puissances de 1’élément normalisant z.
On introduit dans H, (k) les éléments
(7) p1 =21,

(8)  p2 =0,

(9) q1 = Z_l(bag)flfg + Z_l(bl’lag — 1)81 + z_l(a —b+ b2x182)82,

(10) g2 = 2z (1 4+ ax102) e + 2 Hax?)0y + 2~ Lazy (1 + bx10s).

On se propose de vérifier qu’ils engendrent dans H, ;(k) une sous-algebre

isomorphe a 'algebre de Weyl classique As(k). On proceéde pour cela en
plusieurs étapes.

4. LEMME. Dans H, (k) on a [p1,p2] = [p1,¢2] = [p2,q1] = 0 et

[p1, 1] = [p2,q2] = 1.

Preuve. 11 est clair que [p1, p2] = [z1,02] = 0. On calcule ensuite :
[p1,q2] = [v1, 27 (1 + at)zg + 2~ (ax?)0y + 2 Lazy (1 + bt)]
=271 (1 + at)[x1, 22] + 2~ H(ax?)[21,01] + 0
=2z Y1+ at)(ax?) + 27 Haz?) (1 — at)
=0,
[p2, q1] = [0, 27 1 (b03) 2o + 2~ 1 (bt — 1)01 + 2~ (a — b + b*t)0s]
“L(b02)[0, 2] + 271 (bt — 1)[D,01] + 0
“1(b03)(1 — bt) + 27 (bt — 1)(b03)

z

z

0

[z1, 271 (b03)zo + 271 (bt — 1)01 + 2~ (a — b + b*t)Ds]

L0031, 2] + 271 (bt — 1)[21,01] + 0

“L(b02)ax? + 271 (bt — 1)(—1 — at)

“tabt® + 27 (1 + (a — b)t — abt?)

“ly=1,

[p2, 2] = [0, 2 H(1 + at)ze + 2~ (ax?)Oy + 2 taw (1 + bt)]
=271 + at)[02, x2) + 2~ (ax])[D2,01] + 0

[Pl&ll] =

z
z
z
z
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=z 1+ at)(1 —bt) + 2~ Hax?)(b03)
=z ( + (a — b)t — abt?) + z~ L abt?
=z"lz= 1,

ce qui achéve la preuve. m

5. REMARQUES ET NOTATIONS. Le calcul du crochet [g1, ¢2] est beau-
coup plus délicat. Chacun des deux ¢; étant une somme de trois termes,
[q1, q2] est d’apres (9) et (10) la somme des neuf crochets suivants :

Cy = [z 100522, 271 (1 + at)xs],

Cy = [z 0052, 2~ (ax?) 0],

C3 = [z 100522, 2 axy (1 + bt)],

Cy = [z71(bt —1)01, 27 (1 + at)xs)],
Cs = [z71 (bt —1)01, 27 (az?)d],

Co = [z~ (bt — 1)01, 2 Lax (1 + bt)],
Cr = [z a— b+ b*t)0a, 27 (1 + at)x],
Cs = [z a — b+ b*t)Dz, 2~ *(ax?)01],

Co = [z (a — b+ b*t)Da, 2z taz, (1 + bt)].

Comme on va le voir plus loin, ces crochets appartiennent en fait a certaines
sous-algebres particulieres de H, (k). Notons S le localisé suivant Z de
lanneau commutatif k[zq, 02] et T C S le localisé suivant Z du sous-anneau
k[t]. Les dérivations D et d de k[z1, 02|, qui vérifient, comme on l’a vu,

- Dia) = 1+at,  D(d) = ~bd}.
D(t) = 204, D(z) = (a — b)z0s,
) dlay) = —azt,  d(&2) =bt -1,
d(t) = —zxq, d(z) = —(a —b)zxy,
se prolongent en des dérivations de S par
(13) Dz H=—(a=bz10 et dz7')=(a—b)z'a

En utilisant I'expression de J, (k) comme extension de Ore itérée dans
la définition 1, cela permet d’obtenir apres redressement cing des crochets
C; comme des éléments de T (lemme 6), et les quatre autres comme des
polynomes de degré 1 en x10; et Ooxo & coefficients dans T' (lemme 7). Ils
appartiennent donc au localisé suivant Z de la sous-algebre L, (k) de J, 5 (k)
engendrée par t, x101 et 02x2. Les relations entre ces trois générateurs :

[xlﬁl,t] = [t, 82.772] =zt et [1:161,82.%2] = —bZt,

se déduisent aisément de (1)—(6), mais ne seront pas utilisées dans la suite.
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6. LEMME. Les crochets C3, Cg, Cr, Cg et Cg appartiennent au localisé
suivant Z de la sous-algébre k[t] de Jqp(k), et vérifient Cs 4+ Cs + C7 + Cs
+Cy =—

Preuwve. En utilisant les relations (12) et (13), on redresse C3 et C7 en

Cs = [z 100322, 2 L axy (1 4 bt)]
= (27 'abd2)[xo, 271 (1 + bt)x
( 5w, 27 ( )]
= (z71abd3)d(z~ 1 (1 + bt)xy)
= (z71abd3)(d(z" (1 + bt)xy + 27 1d(1 + bt)zy + 2~ (1 + bt)d(z1))
= (z71abd3)((a — b)z "ty (1 + bt)z;
+ 27 0(—z2)2y + 27 (1 + bt)(—ax?))
= (272ab03)x3 ((a — b)(1 + bt) — b(1 + (a — b)t) + (1 + bt)(—a))
= 2 %abt*(—abt — 2b)
= 2% (—a®b*t® — 2ab*t?),
Cr = [z_l( — b+ bt )32, _1(1 + at)xa]
= 14+ at T, 2 a—b+0°t)0s
-t b+ b*t)0
271+ at)d(z " Ha — b+ b*t)dy)
= —z Y1 +at)(d(z " (a—b+b*t)ds + 27 d(a — b+ b*t)0s

+ z_l(a b+ b*t)d(0z))

= —z Y1 +at)((a—0b)z" 21 (a — b+ b*)0,

+Z_1b2(—2131)82 + 27 a — b+ b%t) (bt — 1))
= — 221 +at)((a—b)(a—b+bt)t
—b*(1+ (a —b)

t)t + (a — b+ b%t) (bt — 1))
= — 2 2(1 +at)(b*t* + (a® — 2b% — ab)t — (a — b))
= 27 %(—ab’*t® + (2ab* + a®b — a® — b*)t* + 2b%t + (a — b)).
On utilise de méme (11) et (13) pour le calcul de Cg et Cs :
Co = [z Lot — 1)0y, 2 ta(1 + bt)zy]
2 ra(bt — 1)[0r, 27 H(1 + bt)ay]
=z ta(bt — 1)D(27 (1 + bt)x)
2 Ya(bt — 1)(D(z7Y) (1 + bt)xy
+ 27 D(1 + bt)zy + 271 (1 4 bt)D(z1))
=z ta(bt — 1)(—(a —b)z (1 + bt)zy
+ 27 0200z + 271 (1 4+ bt) (1 + at))
= 2z 2a(bt — 1)(—(a — b)(t + bt?)
+0t(1+ (a—0b)t) + (1 +bt)(1 + at))



6 J. Alev et F. Dumas

2z 2a(bt — 1)(abt® + 3bt + 1)
27 2(a®b*t? + (3ab* — a*b)t? — 2abt — a),
(27 a — b+ b*t)0s, 2 Lax?0)]
= — 2z taa?[01, 2 Ha — b+ b*t) 0]
— 2z taz?D(z Y (a — b + b*t)Dy)
= — 2z 'aa?(D(z 1) (a — b+ b*t)0,
+27'D(a — b+ b*t)0s + 27 (a — b+ b*t)D(0s))
=z taxi((a — b)z '0a(a — b+ b*t)0,
— 2712202 — 27 (a — b+ b2t)(—bD)?)
=z %at*((a — b)(a — b+ b%t) — b*(1 4 (a — b)t) + b(a — b+ b*t))
=2 2at* (b3t + a® — b* — ab)
27 2(ab’t® + (a® — ab® — a*b)t?).

Cs

Comme il est clair que Cy est nul, il suffit d’additionner les quatre dévelop-
pements obtenus pour vérifier que
Cs+ Cs+ C7 + Cg + Co = 272((2ab? — a®b — b3)t? + (2% — 2ab)t — b)
=272(=b)(1+ (a —b)t)> = —b. =

7. LEMME. Les crochets C1, Co, C4 et Cs appartiennent au localisé sui-
vant Z de la sous-algébre Lo (k) de Jq (k) et vérifient C14+Co+Cy+Cs = b.

Preuve. Comme dans la preuve du lemme précédent, on utilise les rela-
tions (11), (12) et (13) pour redresser les quatre crochets en
Cy = [z 100522, 271 (1 + at)xs)
= (z7'03d(z (1 +at)) — 2z~ H(1 + at) d(z71b03))xa
= bz*182((a— b)z toy (1 +at) + 2 ta(—221))2e
— 2z Y1+ at)((a — b)z o602 + 271020, (bt — 1))
= b(a — )27 2t(1 + at)Oaxg — abz ™ 'tdaxy
—b(a —b)z72(1 + at)tdaxs
— 2b272(1 + at) (bt — 1)Daxy
= 2 %(—abzt — 2b(1 + at)(bt — 1))dyxo
= 27 2(—ab(1 + (a — b)t)t — 2b(1 4 at) (bt — 1))Daxy
= 27 2((—a®b — ab®)t? + (ab — 20)t + 2b) Do,
Cy = [z_lbaga:g, aazlal]
= 271003 (2 taxizy + d(z tax))oy
— 2z ax? (271020, + D(271002))x,
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= 27 2abt* (2201 — O1x2) + 2~ abd3 ((a — b)z~'a} + 271 (—2ax}))0y
— 2z tabat(—(a — b)2 7103 + 271 (—2003))xo
= 27 2abt*(ax101 — bOaxa + b+ (a — b)bt) + 2 %abt*(—a — b)x10;
— 27 2abt?(—a — b)Dyxo
27 2(a®bt?)Oawo 4+ 272 (—ab®t?) 210y + 2z 2ab’*t*(1 + (a — b))
= 27 2(a?bt?)Ogxy + 272 (—ab’t?)x101 + 27 (ab*t?),
Cy = [z71(bt — 1)01, 27 (1 + at)xs]
20t — 1)(> (1 + at)dy + D (1 + at)))r
— 2z A4 at) (27 bt — Dag + d(z (bt — 1)))0y
= 27 2(bt — 1)(1 4 at) (D120 — x201)
+ 271 (bt — 1)(—(a — b)z~0x(1 + at) + 2~ H(az02))x2
— 2z Y1 4 at)((a —b)z oy (bt — 1) + 27 b(—221))04
= 272(bt — 1)(1 + at)(—ax10; + bOaxy — b — (a — b)bt)
+ 27 2(bt — 1)(1 + at)(b — a)Dazo + 2z~ 2a(bt — 1)(1 + (a — b)t)Dazy
— 27 2(1 4 at)(bt — 1)(a — b)xz101 + 27 2b(1 + at)(1 + (a — b)t)z10:
“2(bt — 1) (b(1 4+ at) + (b — a)(1 + at) + a(1 + (a — b)t))Daxs
+ 27 2(1 + at)(—a(bt — 1) — (bt — 1)(a — b) + b(1 + (a — b)t))x10;
— 272b(bt — 1)(1 + at)(1 + (a — b)t)
= 27 %(ab?t* + (20® — ab)t — 2b)0a2
+ 272(—a®bt? + (2a* — ab)t + 2a)z10;
+ 27 (—ab*t* + (ab — b*)t + b),
Cs = [z71(bt —1)0y, 2~ a:clal]
=27 Y(bt — )aD(z '23)0y — 2z taxiD(z (bt — 1))04
=271t — Da((b — a)z 10t + 271221 (1 + at))0y
—az '2i((b—a)z ' 0a(bt — 1) + 2 1b202)0y
= (27 %a(b — a)(bt — 1)t + 27 22a(bt — 1)(1 + at)
—a(b—a)z7%t(bt — 1) — abz"'t)z10,
= az"2((b— a)bt? — (b — a)t + 2abt*> + 2(b — a)t — 2
—b(b—a)t®> + (b — a)t — bt(1 + (a — b)t))z10;
= 27 %((a®b + ab*)t* + (ab — 2a*)t — 2a)z101.

On additionne les quatre développements obtenus pour calculer

Cy + Cy + Cy + Cs = 2z Hab*t?) + 27 'b(—abt* + (a — b)t + 1)
=21+ (a—b)t)=b. u
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On est maintenant en mesure de démontrer le théoréeme principal.

8. THEOREME. Soient a,b € k quelconques. Alors il existe une sous-
algébre A de H, (k) isomorphe a Ualgébre de Weyl As(k) usuelle, telle que
Jap(k) CAC Hyp(k).

Preuve. Soit A la sous-algebre de H, (k) engendrée par p1,qi,p2,go.
D’apres le lemme 4, on a [p1,p2] = [p1,q2] = [p2,q1] = 0 et [p1,q1] =
[p2, g2] = 1. D’apres la remarque 5 et les lemmes 6 et 7, on a aussi [q1, ¢2] = 0.
Comme Palgebre de Weyl classique Az (k) est simple, on en déduit que A
est isomorphe & As(k).

Par ailleurs, reprenons les relations (9) et (10) sous la forme du systéeme

2 b0 xe + 27 (bt — 1)01 = 1 — 2~ H(a — b+ b*t) 0y,

271 +at)xy + zfl(ax%)ﬁl =qo — 2 tax (1 +bt),
d’inconnues x5 et d1. Son déterminant vaut, dans le localisé S de k[z1, Do)
suivant Z,

A=2z2"1002)2 Y ax?) — 271 (bt — 1)27 (1 + at)
=27 %(abt?) — 27 2(1 4+ at)(bt —1) = 27 2(1 4 (a — b)t) = 2™ 1,
ce qui permet par combinaisons linéaires d’inverser les relations en
zy = (ax?)q + (1 — bt)g2 — axy,
01 = (=1 — at)qy + (b02)q2 + (a — b)Ds.

En résumé, les relations (7)—(10) sont équivalentes a

(14) T =Pp1,

(15) 02 = pa2,

(16) z2 = (ap})qr + (1 — bp1p2)ge — apn,

(17) 01 = (=1 —ap1p2)q1 + (bp2)go + (a — b)ps.

Ceci prouve que la sous-algebre A contient 1, 22,01 et 0a, donc J, (k) C
ACHgp(k). =

9. COROLLAIRE. Pour tout a € k, lalgébre J, o(k) est isomorphe a
Ualgebre de Weyl classique Az (k).

Preuve. Lorsque a =b,ona z=1et J,,(k) =A=H,p(k). m

10. REMARQUE. Il est facile de vérifier que J (k) = Jea, e (k) pour tous
a,b,c €k, c#0,et que Jyo(k) ~ Jo1(k) ; (cf. [5], exemple 2.4, et [4], preuve
du théoreme 2.2). On peut des lors résumer les résultats de cette note sous
la forme de ’énoncé suivant.
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Soient a, b € k; deux cas seulement sont possibles:

(i) si @ = b, alors algebre J, (k) est isomorphe & 'algebre de Weyl
Az (k);

(ii) si a # b, alors il existe ¢ € k distinct de 1 tel que J, (k) soit isomorphe
a la sous-algebre non-simple J; (k) de As(k).

Les algebres J; (k) sont de gl-dim et K-dim égales & 3 si k est de carac-
téristique nulle (cf. [4], théoreme 2.2), et égales & 4 si k est de caractéristique
premiere (cf. [5], corollaire 3.17). Sont-elles deux & deux non-isomorphes ?
Sont-elles toutes isomorphes ?
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