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Extensions de jets dans des intersections
de classes non quasi-analytiques

par PASCAL BEAUGENDRE (Orsay)

Abstract. In [3], J. Chaumat and A.-M. Chollet prove, among other things, a Whit-
ney extension theorem, for jets on a compact subset E of R", in the case of intersections
of non-quasi-analytic classes with moderate growth and a Y.ojasiewicz theorem in the reg-
ular situation. These intersections are included in the intersection of Gevrey classes. Here
we prove an extension theorem in the case of more general intersections such that every
C*°-Whitney jet belongs to one of them. We also prove a linear extension theorem in the
case of a compact set with Markov’s property. These extensions of jets can be chosen to
be real-analytic on R™ \ E. Then we prove a Lojasiewicz theorem.

1. Introduction. On note E un ensemble compact de R". Une fonction
f de classe C'*° sur R™ appartient a 'intersection des classes de Gevrey G
lorsque, pour tout a > 0, on a

/7 (@)]
SUp sup sup oo < +00.
pEN P; p=|P| zER™ p!(p!)

Un jet F sur E est la donnée d’une suite (F”) jenn de fonctions continues
sur F/ a valeurs dans R. Soient p € N et J € N” un multi-indice de longueur
|J| < p; pour tout (¢,x) € E?, on pose

1
RIPF(x) = F/(x) = Y 5= QFFE(Q).
K;|J+K|<p

Un jet F, défini sur E, appartient a é(E) lorsque, pour tout a > 0, on a
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peN Pip=|P|ccE PPN’
sup sup |Rg’pF($)| } < +0o0;
JilJI<p (cayerz I+ DNHe|¢ — afpti=i 7
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donc @(E) est 'ensemble des jets qui appartiennent a l’intersection des
classes de jets de Gevrey sur E. Il est clair que, si f € @, alors ( f|‘]E) JENT,
le jet induit par f sur E, appartient a G (E).

Les classes de Gevrey interviennent de fagon naturelle dans des pro-
blemes d’équations aux dérivées partielles. J. Chaumat et A.-M. Chollet ont
prouvé que leur intersection jouit des mémes bonnes propriétés que C*°(R"™).
On pourra consulter [3] et [4] ou sont notamment démontrés un théoreme
d’extension de type Whitney, un théoréme de division ainsi qu’un théoreme
de préparation. L’intersection des classes de Gevrey y est étudiée dans le
cadre plus large des intersections a croissance modérée. Ces intersections
sont incluses dans l'intersection des classes de Gevrey.

Plus généralement, soit ¢ une fonction convexe croissante sur Ry. On
suppose que lim;_, o ¢(t)/t = +00. Pour tout a > 0 et tout p € N, on pose
Méﬁ) = exp(¢(ap)). Une fonction f de classe C> sur R™ appartient a $
lorsque, pour tout a > 0, on a

- 1f7 ()]
p sup sup
peN P;p=|P| z€R" pl MLP)

< +00

De méme, un jet F' défini sur E appartient a jZS(E) lorsque, pour tout a > 0,
on a

| ()
supmax q Sup sup ——,
peEN P;p=|P|z€E p! Mg,

|RIPF ()|
sup sup @ } < +o0.
silisp aee JIM, a(prn)|C — TP

X

On définit ainsi de nouvelles 1ntersect10ns de classes de fonctions et de classes
de jets. Toute fonction de qb définit un jet de ng( ) via l'application de
restriction

Rp: [ (f|LE)LeN”-

On dit que f = F au sens des jets sur E lorsque Rg(f) = F.
On dit que la fonction ¢ est non quasi-analytique lorsque la suite
(M(gg))pzo est non quasi-analytique, pour tout a > 0. Cela signifie que la
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fonction ¢ vérifie la condition suivante :
+§O dt
t

Ya > 0 _— <
@0 (explat)) 1/t = "

Q.
1

x), on retrouve

(E). Si ¢ vérifie

Lorsque ¢ est la fonction définie par ¢(z) = zln(1

Iintersection des classes de Gevrey : ngb =GetJ o(E) =
la condition suivante :

dB e Ry, Vx e Ry, ¢(22) < Bx + 2¢(x),

on retrouve le cas d’une intersection a croissance modérée. Les intersections
construites ici sont plus riches que les intersections a croissance modérée.
En effet, si f est une fonction de classe C'*° sur R”, il/gxiste une fonction ¢
non quasi-analytique telle que Rg(f) appartienne & Jo(F).

Dans un premier temps, on démontre un théoreme d’extension de type
Whitney :

+
G

THEOREME A. On suppose que la fonction ¢ est non quasi-analytique.
Soit F un jet appartenant a Jo(E). Il existe une fonction f appartenant
o, a support compact, telle que f = F au sens des jets sur E.

Il est ensuite naturel d’étudier si cette extension, de j;ﬁ(E) dans &5, peut
étre réalisée a ’aide d’un opérateur linéaire continu. On établit :

THEOREME B. (i) Si E = {0} un tel opérateur n’existe pas.
(ii) En dimension 1, si E = [0,1] et si l’intersection est a croissance
modérée, un tel opérateur n’existe pas.

En particulier, dans le cas de l'intersection des classes de Gevrey, il n’y
a pas d’opérateur d’extension linéaire.

Soit r un réel supérieur ou égal a 2. On dit que E vérifie la propriété
de Markov M(r) lorsqu’il existe une constante M > 0 telle que, pour
tout polynéme @ et pour tout multi-indice J de N, on ait |D/Q| g <
M(deg Q)"1||Q|| . Pour des compacts ayant une telle “régularité” et pour
de “grandes classes”, en utilisant un procédé d’approximation polynomiale,
on montre le théoreme suivant :

THEOREME C. On suppose que la fonction ¢ est non quasi-analytique.
Si E est un compact de R™ vérifiant la propriété de Markov M(r) et si

U

Sw) _
u—+oo ulnu

alors il existe un opérateur d’extension linéaire continu de j?]ﬁ(E) dans g/b\

L’intervalle [0,1] a la propriété de Markov. Pour d’autres exemples de
compacts ayant cette propriété, on pourra consulter [13].
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On peut aussi établir, a I'instar de H. Whitney dans [18] et de M. Valdivia
dans [17], des théorémes d’extension avec réelle analyticité sur R” \ E. On
a, par exemple :

THEOREME D. On suppose que la fonction ¢ est non quasi-analytique.
Soit F € Jp(E). 1l existe une fonction f € ¢, réelle analytique sur R™ \ E,
telle que f = F au sens des jets sur E.

Soient EFq et Eo deux compacts non vides. On dit que E7 et Es sont
régulierement situés s’ils sont disjoints ou s’il existe un ouvert borné (2 de
R", contenant Fy U Fs, et deux constantes o > 1 et L > 0 tels que

Ve € (2, d(z, Eq) 4+ d(z, E2) > Ld(z, Ey N E2)*.
On établit un théoreme de Lojasiewicz sur la réguliere situation.

THEOREME E. On suppose que la fonction ¢ est non quasi-analytique.
Soient By et Es deux compacts de R™. Alors Eq et Es sont réguliérement
situés si et seulement si, pour tout couple (Fy, Fa) appartenant a j;b(El) X
jc\b(Eg) et vérifiant Fy = F» sur E1 N Es au sens des jets, le jet F' = F} U Fy
défini par F(z) = Fi(z) siz € Ey et F(x) = Fa(z) si x € Ey appartient a
J¢(E1 U Eg)

Enfin, on peut vérifier que les intersections de classes construites ici
héritent des propriétés obtenues par J. Chaumat et A.-M. Chollet dans [3]
et [4]. En effet, dans tous leurs travaux, on peut constater qu'’il apparait a

chaque fois une perte de régularité “typique” de “p!M(%))” vers “p!McEfzp +“)”
ol A et p sont deux entiers strictement positifs. Une telle perte est donc
masquée par l'intersection. Ainsi les théoremes de division de Lojasiewicz et
de composition de Glaeser s’étendent naturellement aux classes j?b(E)

La plupart des résultats démontrés dans ce travail ont été annoncés dans
une note aux Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences [C. R. Acad. Sci.

Paris 331 (2000), 25-30.]

2. Définitions et notations

2.1. Quelques propriétés de suites. Dans tout ce qui suit, toutes les suites
(Mp)p>0 seront logarithmiquement convexes et vérifieront Mo < M;.

2.1.1. DEFINITIONS. On dit que la suite (M,),>0 est non analytique
lorsque
. 1
(1) pEI—&I-loo Mp/p = +00.
On dit que la suite (M)),>0 est non quasi-analytique lorsque
My
(2) Z P2 < oo
b=t PMy
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On sait ([7], chapitre 1) que la condition (2) est équivalente a

1
(3) ;W<+O@

et qu’elle implique donc (1).

Soit (M, )p>0 une suite non analytique. On pose mg = 1 et pour tout
p € N*, m, = M,/M,_. La suite (mp),>o ainsi définie est croissante et
vérifie

li t VpeN M, < P
p_l)I_{loomp—-i-OO et VpeN, MO_(mp).

2.1.2. Fonction N associée a une suite non analytique. Soit (Mp)p>0
une suite non analytique. Soit r > 0. La suite (Mp417P),>0 est décroissante
puis croissante; on désigne par N(r) le plus petit entier réalisant la borne
inférieure de '’ensemble { My 1P : p > 0}. Ainsi N(r) est le plus petit entier
p tel que mpi2 > 1/7 et on a

V(@) €N?, j<q< N(r) = riMgpq <17 My,
V(]a Q) € N27 ( ) <Jj<q = TJMJrl <r Mq+17
\V/]EN, T () ()+1§T Mj+1.

Enfin, on a également
lim N (r) = +oc.

r—0

2.2. Jets. On note E un compact de R".
2.2.1. NotaTions. Soit J = (j1,...,Jn) € N” un multi—indice de N™.

On note |J| ou j sa longueur, |[J| = j =ji1+...+ jn et J! =j1!...jn!. Pour
tout x = (21,...,x,) € R", on pose z”/ —.7}]11....%# et |z] = xl + o+l
Soit f une fonction de classe C*° en x € R™; pour tout multl—mdlce
L =(ly,...,l,) € N" de longueur ! on note
of
Dt — ().
FH@) = DL f(a) =

2.2.2. DEFINITIONS. Un jet F sur E est la donnée d’une suite (F7) jenn
de fonctions continues sur F, a valeurs dans R.

Soient F' un jet sur F et L un multi-indice de N™. On définit la L-iéme
dérivée du jet F par DYF = (F7+1) jonn.

Soient F' un jet sur E, p € N et ( € E. On définit le polynome de Taylor
de F d’ordre p par

(4) Ve eR", TPF(z)= 3 %(a: — 7).



218 P. Beaugendre

Avec ces notations, si p € N et J € N” sont tels que |J| < p, on a
V¢ € E, Ve eR", D'(T'F)(z) =T/ (D F)(x).

Soient p € N et J € N" tels que |J| < p, (¢,z) € E?. On pose

6)  RIF@=F@) - Y - OFFQ).

K;|J+K|<p

On dit que F' est un jet de Whitney de classe C*° sur E lorsque, pour
tout p € N et tout J € N” tels que |J| < p, on a

RITF(x) = ofjx = ¢[7),

deés que |z — (| tend vers 0, avec (z,() € E2.

2.3. Classes de jets et de fonctions. Soient E un compact de R™, {2 un
ouvert de R™ et (M),),>0 une suite non analytique.

2.3.1. Classe {p!'M,,Cs, E}. Soit Cy > 0; {p!M,,C>, E'} est I'ensemble
des jets F', définis sur E, pour lesquels il existe C; > 0 tel que

FP(z
o 8,0 2 o, <O
et, pour tout entier p et pour tout multi-indice J de longueur j < p,
(7) V(x,¢) € B, [RIPF(x)| < CLCY 1My 4|¢ — 2P,
En prenant pour norme du jet ||F|(ya,,c.,2) 12 plus petite constante C4
réalisant (6) et (7), {p!M,, Ca, E} est un espace de Banach.
2.3.2. Classe {p!M,,Cs, 2}. Soit Cy > 0; {p!M,, Co, 2} désigne I’en-

semble des fonctions de classe C*° sur (2 telles que

sup sup sup L DLy <t
pEN P;p=|P| z€2 Cyp!M,,

Muni de cette norme, {p!M,,, Ca, 2} est un espace de Banach.

2.3.3. Application de restriction. Soit F un compact de R™. Toute fonc-
tion de {p!M,, Co, R} définit un jet de {p!M,, 2nCs, E'} via I’application de
restriction

Rp : {p!M,, Co,R"} — {p!M,,2nC2, E},  f+— (D" f|E)renn.

De plus [|Re(f)|l{piar, 2ncs,my < 1 lipin,,c0mm) -
2.3.4. Suite associée a une fonction. Dans tout ce travail, ¢ désigne une
fonction convexe et croissante sur Ry vérifiant limy—, 4o ¢(t)/t = +o0.
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Pour tout @ > 0, on définit la suite logarithmiquement convexe (M(g?))pzo
en posant
VpeN, M) = exp(d(ap)).

La suite (Mg))pzo est non analytique, pour tout a > 0.

Soit a > 0. La suite (Méﬁ))pzo est non quasi-analytique si et seulement
si
e dt
——— < +o0.
§ t(exp ¢(at)) 1/t

Si, pour tout a > 0, la suite (Mé;:)) >0 est non quasi-analytique, on dit que
¢ est non quasi-analytique.

2.3.5. Intersections de classes

DEFINITIONS. On définit les intersections de classes suivantes :

Jo(E) = ({pME,1,B} et 6(2) = (M, 1,0},
a>0 a>0

Muni de la famille de normes || - H{p!M,Q;‘?,l,E} (resp. || - \|{p!Mé$>7179}), Jo(E)
(resp. ¢(£2)) est un espace de Fréchet.

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera QAﬁ a la place de (E(R”) Soit
E un compact non vide de R™; alors, comme au 2.3.3, toute fonction de
¢(R™) définit un jet de J@(FE) via application de restriction

Rp: o(R™) — JH(E), [+ (D f|p)enn.

De plus Rg est une application linéaire continue.

3. Extension avec perte au-dessus d’un compact. Le résultat
principal de ce paragraphe est constitué par le théoreme 3.1. C’est un
théoreme d’extension de type Whitney, avec perte de régularité, dont la
preuve s’inspire de [1] et [2]. On utilise un développement de Taylor d’ordre
variable que ’on régularise a ’aide d’une partition de I'unité.

3.1. THEOREME. Soient (Mp),>0 une suite non quasi-analytique, E un
compact de R™ et Cy > 0. Il existe une constante Uy > 0 et une application
linéaire continue T' de {p!M,, Co, E'} dans {p!M,M,1,CoUsz,R"} telle que,
pour tout jet F' appartenant a {p!M,,Ca, E}, on a T(F') = F au sens des jets
sur E. De plus, la constante Uy ne dépend que de E et de la suite (Mp)p>0.

On rappelle que T'(F') = F au sens des jets sur F signifie que, pour tout
multi-indice J et tout z € E, on a

Fl(z) = (T(F)) (x).
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Le lemme suivant est classique ([2], [7]).

3.1.1. LEMME. Soient (M,)p>0 une suite non quasi-analytique et § >
;;xf 1/(pmp). Pour tout t > 1, il existe une fonction q; de classe C> sur
R et a support dans [—t,t] telle que

Ve e [-1,1], q(x)=1

et
. ) 5 I M.
VieN, VzeR, |¢7 () <2 —=) j1=L.
JEN, Ve eR, g (2)| < 27| +— "o
3.1.2. LEMME DE RECOUVREMENT DE R" \ E [5]. Soit E un compact
de R™; on désigne par o(x) la distance de x a E. Soit t' > 1. Il existe des
constantes a,b € R, ng € N telles que 0 < a <1 < b, ng > 1 et une famille
dénombrable de boules B(x;,1i), i € N, vérifiant :
(a) R"™ \ E = UieN B(xi’ Ti) = UieN B(xia tlri)’
(b) € B(z;, t'r;) = ar; < o(x) < bry et ap(x) < o(x;) < bo(z),
(c) tout x € R™\ E appartient au plus a ng boules B(x;,t'r;).

3.1.3. Partition de l'unité associée. Soit t > 1. Pour y = (y1,...,Yn)
€ R” on pose
Qi(y) = at(y1) - - - qt(yn)-
Soit {B(x;,r;) : i € N} la famille de boules donnée par le lemme précédent
lorsque ' = y/nt. Pour tout ¢ > 1, on pose ¢;(z) = Q:((x — x;)/r;), puis

®o = o

et, pour tout 7 > 1,

¢i = Pi(1 — o)1 = 1) ... (1 — i1).
Alors (¢i)ien est une partition de l'unité associée au recouvrement
Uien B(i, t'r;). 11 existe une constante C' > 1, ne dépendant que de la suite
(Mp)p>0, de la dimension n, de t et de E, telle que, pour tout multi-indice
J, on ait ‘
n J . c ! ~|Mj

Ve e R"\ E, |D’¢i(x)] < (g(x)) "
Dans tout ce qui suit, si x € R™\ E, alors z désigne un point de E réalisant
la distance o(z).

3.2. PROPOSITION [2]. Soient (My),en une suite non analytique et
E un compact de R". Si F est un jet appartenant & {p!M,,Cs, E} et si
I Ell{pins,, 00,y désigne la norme introduite au paragraphe 2.3.1, alors, pour
tout entier p, pour tout multi-indice J vérifiant |J| < p et pour tout (x, (1, (2)
eR”x E2, on a

(8) |[DUTLF ~ T, F)(x)l
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< 1 F [l gptagy.,3 (2Con? )P My (|2 = G| 4 1¢1 — G )PHH.
Comme dans [2], proposition 9, on a la proposition suivante :

3.3. PROPOSITION. Soient (Mp)p,>0 une suite non analytique, E un
compact de R"™ et F un jet appartenant ¢ {p!M,,C2, E}. Si a > 4n’Cy,
alors, pour tout x € R™ \ E et pour tout multi-indice J, on a

J
(9) DY (o) ) >|<2y'||FH{p'Mp,CQ,E}M< )

et

J
ap(x ~ . (%
(10) D@D F)a) @) < MV guag i Misra () ofo)

REMARQUES. (i) D/(T; N(ee(@)) p F)(z) signifie que I'on a calculé la J-ieme
dérivée du polynome T N(ee(®) p(y (t) puis que l'on a évalué cette dérivée au
point t = .

(ii) On rappelle que la fonction N a été définie au 2.1.2.

Démonstration du théoréme 3.1. On fixe t > 1; soient ' = /nt et
(#i)ien la partition de I'unité obtenue en 3.1.3. Soit o = 20on?(2+ 2t /a® +
1/a). Posons T'(F) = f ou f est la fonction définie par

vz € R™\ E, Zaﬁz )TN D) pe)

et
Ve € E, f(x)=Fx).
f est clairement de classe C* sur R™ \ E et sur E, Vintérieur de E. Soient
z € R\ E et Q un multi-indice; évaluons DQ(f — Tév(ag(x))F)(x). On peut
supposer que o(x) < 1.
Soient ¢ € N et J un multi-indice tel que J < . On pose

E DJ< (ag(xz))F T (O‘Q(Z’z))F)( )
E DJ< (ag(xz))F T (aQ(I))F)( )

Comme dans la preuve du théoreme 11 de [2], on a

(11) |E1| < 5!1F||(ba) ™ Myyi0(x)t™ 7
et
(12) | Eo| < 4Con” 1| F || (b)) M1 (o(x)) "+ .

En utilisant la formule de Leibniz, on obtient

(13) IDQ(f — TN () (2)] < q!C||F || CIM M,y 0(x)



222 P. Beaugendre

ot C3 = 2ngba /My et Cy = 2n?baC; C désigne ici la constante de la parti-
tion de 'unité 3.1.3.
Puisque p(x) < 1, on en déduit que

(14) ID9(f)(2)] < ULl FI[(C2U2) ! My My 1

ott Uy = (2ngba +2)/My et Uy = 4n*bC(2 + 2t'/a® + 1/a). La constante
Up ne dépend que de E, de la suite (M),),>0 et de Cy. La constante U ne
dépend que de E et de la suite (Mp)p>0.

Soit zp € E \ E; on déduit de (10) et de (13) que I'on a, pour tout
multi-indice @,

Jim DO(f)(z) = FO(w).
z€R\E

D’apres le lemme d’Hesténes ([16], page 80), f est de classe C* sur R™. De
plus, compte tenu de (14), f € {p!M,M,1,C2 x Uz, R"}, ce qui démontre
le théoreme 3.1.

REMARQUE. En multipliant par une fonction troncature, on peut ob-
tenir une fonction a support compact.

4. Extensions de jets dans des intersections de classes

4.1. THEOREME D’EXTENSION DE j?b(E) DANS gg Soit ¢ une fonction
non quasi-analytique et soit F' un jet appartenant o JP(FE). Il existe une

fonction f € ¢ , a support compact, telle que l'on ait f = F sur E au sens
des jets.

On rappelle qu'une fonction ¢ non quasi-analytique est une fonction

convexe sur R, croissante et vérifiant la condition suivante :

+00

dt
(15) Va>0, | ————r <400
¢

| tlexpg(at))l/

On établit d’abord I’analogue de la proposition clé de [3].

4.2. PROPOSITION. Soit ¢ une fonction non quasi-analytique. Soit
(up)p>0 une suite vérifiant

(16) Ya >0, 3C1(a) >0, YpeN,  |up| < Ci(a) M.
Alors il existe une fonction 1 convezre sur Ry, croissante et vérifiant
¥(0) = ¢(0),
“+o0o
dt
(17) S —— < +00,
1 tlexpy(t))!/!

(18) Va >0, 3Cs(a) >0, ¥p e N, MY < Cyla) MY,
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(19) JA>0,VpeN, |up| < AMY.

REMARQUE. Notons tout d’abord que sous I’hypothese (15), la condition
(18) est équivalente a

(20)  Va >0, 3C3(a) >0, 3C3(a) >0, Vp € N,
M) < Ca(a)(Cs(a)P M),
Bien str (18) implique (20). Réciproquement, soit a > 0 et soient Ca(a/2) et

C3(a/2) les constantes données par (20). (15) implique limtﬂ+oo(M£t/)2)l/t
+o00. Donc

Ho € Ry, VE>to, (M) > Cs(a/2).
Alors,

V>t M), > (Cs(a/2))".
Donc, quitte a augmenter Cy(a/2), pour tout p € N, on a

M) < Co(af2)(MLD),)? < Co(a/2) M§» MLD,

ce qui démontre (18).

REMARQUE. Dans la démonstration qui suit on note ¢’ la dérivée a
droite de ¢.

Démonstration de la proposition. Soit (tx)r>0 une suite de réels stricte-
ment croissante vérifiant les conditions suivantes :

t
(21) to=0, t1>1, ¢(§1> >0 et ¢'(t1) >0,
1
(22) Vk € N, St = te-1y
—+00
dt
(23) VEeNt, | -k

) Hewoz ) =

Il est facile de construire une telle suite.
Définissons ¢ successivement sur les intervalles [tg, tx11[. On définit, par
récurrence, une suite de fonctions (¢y)r>0 en posant ¢o(t) = ¢(t) pour tout
€ [0, 4+o00], puis, pour tout entier k et pour tout ¢ € [0, +o00],

@) on=on5) + (6t - 50k (5100) ) 0=t
+ Ok (te+1) — ¢>k( tk+1>

¢}, étant la dérivée a droite de ¢y.

PROPRIETES. (1) ¢k+1(tk+1) = ¢k(tk+1) et ¢§<¢+1 (tk—i-l) = ¢§€(tk+1), pour
tout entier k.
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(i) Il existe deux suites de réels, (Ag)k>0 et (Bk)r>o, telles que, pour
tout entier k, on ait
Vt € (0,400,  @r(t) = p(27"t) + Axt + By

De plus, A > 0 pour tout entier k > 0.

(iii) Pour tout entier k et pour tout t € [ty, +oo|, on a Axt + By > 0.

(iv) Pour tout entier k et pour tout t € [tg41,+00[, on a ¢ry1(t) <
o(2= L) 4 gy ().

Les points (i), (ii) et (iii) sont clairs. Pour (iv) remarquons que (21)
t (22) impliquent ¢(2-*+Yt,, 1) > 0. Ainsi, en utilisant (ii), pour tout
t € [tgy1, +00], on a

Gt (t) < G2 KTV + Apt + By + 2756 (27 1) (¢ — trg1) + H(27 i),

Or,y = 27%¢/ (27 %ty 1) (t—tpy1)+0(2 %111 1) est ’équation de la tangente en
te41 de la fonction convexe t — ¢(27%t). On a donc ¢y (t) < (2~ *+Dt) 4
Apt 4 By + ¢(27Ft) = ¢(2=*+Dt) + ¢ (t) pour tout ¢ € [ty 1, +ool.

ASSERTION. Quitte a augmenter les termes de la suite (ty)g>0 en pré-
servant la condition (22), on a

(25) VkeN*, Vje{0,....,k—1}, Vt € [thy1,+0[, dpi1 < &;.

D’apres la propriété (iv) précédente, on a

(26) Vt € [trar,+0ol,  Brr1(t) < @27 F V) + 6y (t)
et, d’autre part,
(27) VmeN, ¢t )t_)+oo o(27™t).

Soit € un réel strictement positif. Il existe Ty1 > 1 tel que
Vi€ {0,...,k}, Vt € [Tiy1,+00],
o277t) < (L+)i(t) et or(t) < (1+e)p(27").
De plus, par convexité de la fonction ¢, on a
¢(277) < 27Mp(2778) + (1= 27)p(0) < §o(2778) + (1 —277H)g(0).
Comme limg_, ;o ¢(277t) = +o0, il existe Tlé+1 > Tra1 tel que
Vi€ {0,...,k—1}, Yt € [T]q,+oo[, (1 —27F)p(0) < ep(277t).
On a alors
Vj€{0,...,k—1}, Vt € [T} 4,40, ér(t) < (1+e)* (3 +¢)d;(t).
De méme
¢(27 WD) < 27 g(27Tt) (1 - 27H 1) 9(0)
< 76(2778) + (1= 27M1%9)6(0)
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et il existe TIQ’H > TIQH tel que

Vi€ {0, k—1}, vt € [Ty, oo, @27 DY) < (5 +¢)(1+2)05(8).
En choisissant t,1 > T}/, |, tout en préservant la condition (22), pour tout
j€{0,...,k—1} et tout ¢ € [tg11, +00[, on a

3 13 7,

Prr1(t) < 1 + Z€+ 55 + & B4(t).

L’assertion est démontrée en choisissant, par exemple, £ = 1/100.

Définition de 1. Soit v la fonction définie sur Ry par

Vk €N, Vt € [te, te1[,  ¥(t) = dx(t).
La fonction 1 est convexe, croissante, de limite +o00 en +oo et 1(0) = ¢(0).
Montrons que ¢ vérifie (20), (17), (19).

Notons, pour tout p € N,

Méw) =exp¥(p) = C,fC,/CMQ(ﬁp
ol k est l'entier vérifiant p € [tg, tg11[, Cp = exp Ay et C}, = exp By,

Soit @ > 0; il existe kg € N tel que 2770 < a. Sik > kg +2 et p €
[tk, trr1[, alors Méw) = exp(¢x(p) — qﬁ(ap))M(%) et, par (25) et (iv), on a
or(p) < ¢(ap) + Ag,p+ By, Donc Méw) < C,fOC,’COMég) pour tout p >t yo.
Comme il n’y a qu'un nombre fini d’entiers p < t,,,, on en déduit (20).

Pour tout k € N* et tout ¢ € [ty, tx11], on a ¥(t) = ¢r(t) > ¢(27t). En
utilisant (23), on a

400 tk+1 t1

dt dt
Z S W+§W<+o&

k=1 tg
Enfin, quitte a augmenter les termes de la suite (t;)r>0 en préservant la
condition (22), v vérifie la condition (19). En effet, par hypothese,

Va >0, 3C1(a) >0, Yp e N,  |up| < Cl(a)Méﬁ).
D’autre part, si k € N* et p € [tg, txr1], alors

1Yali
_ @) < CrCilwl
Mpgw) = Clzg)cllfMQ—kp = m
donc Cr(2)
1
fup| < (7050,; )Mzgw.

Quitte & augmenter les termes de la suite (tx)r>0, on peut imposer la con-
dition suivante : :
Ci(27%)

CrCy,

ce qui acheve la preuve de la proposition 4.2.

Vp € [tk,—l—OO[, <1,
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Démonstration du théoreme 4.1. Soit F' un jet appartenant a jab(E)
D’apres la proposition 4.2, il existe une suite (M)),>0 = (Mlgw))pzo telle
que F' € {p!M,,1, E}. D’apres le théoreme 3.1, il existe une fonction f €
{p!MyM,, 1, Uz, R"} réalisant I'extension du jet F'. Cette fonction appartient

a ¢. En effet, pour tout a > 0, avec les notations de l'inégalité (18), on a

Vp>1, MM, < (Mp,)* < MyMg,, ) < MyMy, < Co(a/4)MyM,,.

En utilisant le méme argument que pour la démonstration de I’équivalence
entre (18) et (20), on établit que f appartient a ¢ = ﬂa>0{p!M(§$), 1,R"}.

5. Conditions nécessaires d’extension. On rappelle que dans tout
ce travail, ¢ désigne une fonction convexe et croissante sur R vérifiant

5.1. DEFINITION. Soit {2 un ouvert non vide de R™. On note
P1oc($2) = {f € C(R2) : VK CC 2, Ri(f) € Jo(K)}.

Comme au 2.3.3, on a noté R (f) = (D*f|x)penn. K CC {2 signifie
que K est un compact de {2. Lorsque (2 est un ouvert contenant le compact
E, le théoréme 4.1 reste valide, en remplagant ¢ par ¢ioc(f2).

5.2. PROPRIETE. Q/g]oc(Q) est un espace de Fréchet.

Plus précisément, soit (X;);>1 une suite d’ouverts relativement compacts
non vides tels que | J,~; X; = 2 et X; C X, 41 pour tout entier i > 1. Alors

gglOC(Q) est un espace de Fréchet dont la topologie est définie par la famille
de semi-normes p;(f) = ”in(f)H{p!Mff}i)p,LYi}'

5.3. PROPOSITION. Soit E' un compact non vide de R". S’il existe un
ouvert {2 contenant E tel que l'opérateur de restriction Rg : ¢1oc(2) —

jc\b(E) soit surjectif, alors ¢ est non quasi-analytique.

Démonstration. Soit (xo,y0) € E? tel que |z — yo| = diam(E). On peut
supposer que xg a pour coordonnées (—/3,0,...,0) et que yo a pour coor-
données (3,0,...,0), 8> 0. Notons x = (2/,2"”) € R x R*"~!. L’application
de restriction Rg est une application linéaire surjective et continue entre
espaces de Fréchet ; elle est donc ouverte. Donc, pour tout 7 € N*, il existe
deux réels a’ > 0 et € > 0 tels que

(28) Ba(0,2¢) € Rg(B;(0,1)).

B;(0,1) désigne la boule unité de ggloc((?) associée a la semi-norme p; et
B.(0,2¢) désigne la boule de rayon 2¢ de J¢(E) associée a la norme

Il - H{p!M(?)J’E}. On choisit 7 € N* tel que £ C X;.
a'p
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ASSERTION. Soit peN. Pour tout (z',2") ERXR"™1 on pose f,((z',2"))
= a'P et F, = Rp(fp). Alors F), est un jet appartenant a Jo(E) et

24 + B)P
29 Vo' >0, VA>0, |F, et
(29) a >0, >0, | p”{pzng,LE}_ h(M@;i)(A)
en posant

e (0) gk
(30) Pargy () = 1ol Mo A

D’apres (28) et (29), il existe une fonction 6, appartenant & Droc(£2) telle
que

RE(Hp) =F
. A
F, (9)
(M) 1B} 2A+ p)P
(31) 10p1] i 1 5y < = 6(h (34)'
p/i ) (M(E?IZ)

Supposons que ¢ ne soit pas non quasi-analytique. Alors, d’apres le théoreme
de Denjoy—Carleman, il existe » > 0 tel que la boule fermée B(yg,r) soit
contenue dans X; et, pour tout = € B(0,r), on ait 0,(z) = 2'P. D’apres (31),
pour tout entier p, on a

(24 +B)P

(/6+T)p S SllE |0P(x)| S HepH{le;‘;’3717)?z} = ¢ (A)?

zeX; h(MCE?’g)

ce qui est impossible si 'on impose 24 < r.

6. Exemples

6.1. Intersections a croissance modérée, intersection des classes de
Gevrey. Dans tout ce paragraphe ¢’ désigne la dérivée a droite de ¢.

6.1.1. DEFINITION [3]. Soit (M,),>0 une suite de réels. On dit que la
suite (M,)p>0 est a croissance modérée lorsque

(i) Mo =1 et (Mp)p>0 est logarithmiquement convexe,
(if) limy . 400 Mp/" = 400,
(iii) il existe A > 1 tel que, pour tout entier p, on ait
P +1
My < APMPT.
On peut remarquer que, sous I’hypothese (i), la condition (iii) est équiva-
lente a la condition suivante :
(iv) il existe A’ > 1 tel que, pour tout (4,p) € N2, 0 < j < p, on ait
M, < APM;M,_;.
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Dans [3], les théoremes d’extension ont été établis dans le cadre d’inter-
sections de classes non quasi-analytiques a croissance modérée. L’intersec-
tion des classes de jets considérée est

JM(E) = ({p!M, 1, E}
a>0
et I'intersection des classes de fonctions considérée est
M = ({p!MZ, 1,R"}.
a>0
On peut démontrer aisément les deux lemmes suivants :

6.1.2. LEMME. Soit ¢ une fonction croissante sur Ry, convezxe et nulle
en 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(32) 3B €Ry, Vo Ry, ¢(2x) < Biw +26(x)
et
(33) 3By € Ry, Vo €RY,  ¢(x) < @ + By,

6.1.3. LEMME. Soit (M,)p>0 une suite a croissance modérée. La fonc-
tion ¢, définie sur Ry par ¢(p) = InM, et ¢(p + (1 — s)) = so(p) +
(1 = s)p(p + 1), pour tout entier p et tout s € [0,1], est croissante, con-
vexe, nulle en 0 et vérifie (32), (33) et limy 4o f(t)/t = +00.

6.1.4. DEFINITION. Par analogie avec la définition précédente, on dit
que ¢ est a croissance modérée lorsque ¢ est croissante sur R, convexe,
nulle en 0 et vérifie les conditions (32), (33) et lim; 40 f(2)/t = +00.

6.1.5. PROPRIETE. Soit ¢ une fonction a croissance modérée. Alors, si
By désigne la constante donnée par (33), pour tout a > 1, on a
(34) Vit >0, ¢(at) <tBsalna+ ap(t).

Démonstration. Soit t € RY ; notons ¢¢(x) = ¢(tx). La relation (33)
implique

Ve eRY, ¢h(x) < ¢t9(f) +tBy,
d’ou )
x T
Donc
a ’ _ a
Va > 1, SM@CSS@CZ%
1 z 1t
soit
¢t(a)

Va > 1,

<tBylna+ ¢i(1),
a
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d’ou
Va>1, ¢i(a) <tBsalna+ agp(t).
Cette derniere inégalité est encore vraie pour ¢t = 0.

6.1.6. COROLLAIRE. Soit (M,)p>0 une suite a croissance modérée. Si
¢ est la fonction définie dans le lemme 6.1.3, alors Jo(E) = JM(E) et
¢ = M.

6.2. Un exemple de suite a croissance non modérée. Soit ¢ une fonction
a croissance modérée. En fixant ¢ = 1 dans (34), on a

(35) Va>1, ¢(a) <ap(l)+aBzlna.

Ceci démontre que jg\Z)(E) est inclus dans l'intersection des classes de Gevrey.
La fonction ¢ définie par ¢(z) = 22 n’est pas & croissance modérée mais elle
vérifie les hypothéses du théoréme 4.1. En ce sens, le théoréeme 4.1 généralise
le théoreme 8 de [3].

7. Remarques sur ’extension linéaire. Ici encore, ¢ désigne une
fonction convexe et croissante sur R vérifiant lim;_, ;o ¢(t)/t = +00. Dans

le théoreme 4.1, en général, 'extension de jg\b(E) dans ¢ ne peut pas étre
réalisée a I'aide d’un opérateur linéaire.

7.1. Premier contre-ezemple si E = {0}

PROPOSITION. Il n’eziste pas d’application linéaire continue U : j;Z)({O})
— ¢(R) telle que Rygy oU = idj&({o}) .

Démonstration. On s’inspire des calculs de [10] et on suppose 'existence
d’une telle application linéaire. Alors, il existe une suite (xp)p>0 d’éléments

~

de ¢(R) telle que
V(p, k) €N? x(P(0) = iy
et

C
(36) Ya >0, 3b>0, 3C >0, Vp € N, ||XpH{p!M(gg)71,R} < '

p.Mb(Z))

En particulier, avec a = 1, il existe ¥’ > 0 et C’ > 0 tels que

/
VpeN, sup [xp(y)l £ —-
yeRy p!Mb(,q;)
D’apres la formule de Taylor, pour tout p € N et tout x € R4, on a

xP
!x,(f)(x) —1] < — sup Ixégp)(@/)\,
D yery
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donc, d’apres (36), avec a = b'/2, il existe b > 0 et C > 0 tels que
P C
peN,  Pl@) 1< T (2p) M),

p: p!M,,
Soit 7, tel que

(#)
P (p!)szp
Y acepiM?)

p): b'p

Pour tout z € [0, 7,], on a X,(gp)(x) > 1/2. En intégrant p fois, on obtient

1 P

pour tout z € [0, 7,]. Donc
121 ()M '
2 W =1 e =S
p! p!C’(2p)!Mb,p p!Mb/p
d’ou (2p)!
() 1 7(9) D): 12 7(@)
My My < I ACCMS),
donc

My (@)
P /

Mb/p QTP S 400 Mb/p .

Cette derniere inégalité est impossible puisque M b(;(f) /4P tend vers 400 lors-

que p tend vers +oc.

7.2. Deuzieme contre-ezemple : les intersections de classes a croissance
modérée. Dans ce paragraphe, ¢([0,1+ ¢]) désigne ’ensemble des fonctions

de classe C* sur [0,1 + €] dont le jet appartient a 1755([0, 1+¢€)).

PROPOSITION. Soit ¢ une fonction a croissance modérée et soit € > 0.
Il n'existe pas d’application linéaire continue U : J¢([0,1]) — ¢([0,1 + €])

telle que RjgqoU = idj]?z)([(), 1]).
Démonstration. On rappelle que ¢’ désigne la dérivée & droite de ¢.
Soit b > 0; la fonction hgﬁ/)[bk) est définie comme dans (30) par
— (9),.k
Vr >0, h(Mé;f))(r) = élelgMbk .
On définit également la fonction hgp par

Vr >0, hep(r) = %r>1(f) lef)rt = %r;(f){exp(qﬁ(bt))rt}

= exp(%gg{qﬁb(t) +tlnr}).
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Pour tout » > 0, on a
Ry (1) 2 hop(r)-

Supposons qu’il existe une application linéaire continue U : ,7?{)([0, 1]) —

~

¢([0,1 +¢]) telle que Ry 0 U = id@([o, 1]). Alors pour tout a > 0, on a

(37) 3 >0, 3C >0, VF € Jé([0,1]),

HU(F)’|{p!M§$),17[071+€]} = CHFH{p!Méf)vlv[Ovl}}'

Dans ce qui suit a est un réel strictement positif; on note b et C' les deu;(
réels associés a a par (37). Si F} est le jet sur [0,1] de la fonction z — 27,
en notant || Fj|l, = ||Fj||{p!M§§),1,[0,1]}’ pour tout A > 0, on a
2k j1 AR 1+ 2A)
(38)  |IEly < sup —7 5 < }E 1)4
0<k<j (f — k)IKLARM,Y — Ty (A)

Ainsi, pour tout entier j, on a
1Ely < exp(jn(1 +24) — inf {6(b) + t1n A})

< exp(2jA — %Izlg{qﬁ(bt) +tlnA})

(1+24)
hep(A)

<

Si tg et A vérifient A = exp(—b¢’(btp)), on a

(39) | Fjlls < exp[2j exp(—b¢' (bto)) — (¢(bto) — tobe' (bto))].
Soit aw > 0. D’apres (37), en posant
f] = U(F]) et Hfj”a = ||fjH{p!M&?,l,[O,l—l—e]}’

on a
36 >0, 3C(a) 20, Vj €N, [fjlla < C(a)||Fjlls-
On effectue un développement de Taylor de la fonction f ](j ), a l'ordre j, entre

let z € [1,14 ¢]. En utilisant (38) et en posant C(a) = C(a)/hep(1/2),
on obtient
z—1)7
4!

)23j'

(2)IM2,C(a) | Fyllg < (x — 1) Cle)j1ML0)

17 (@) =1 < 2a)
Soit ;= 1/(8(26’(a)M2(2-)1/j)- De lim; o 7j = 0, on déduit que 1+ 7; <

1 4 ¢ pour j assez grand, et donc fj(j)(m) > j!/2 pour tout = € [1,1+ 75].
Comme cette inégalité est encore vraie sur [0, 1], en intégrant j fois, si j est
assez grand, on obtient

1 .
(40) Fj(1+7)) 2 5 expljin(l + 75)]
1eXp [&] = —exp [j L
27002 ] 2 el (a)mid)il

v
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Par ailleurs, f;(1+7;) <|/fjlla < C||F}|ly et, si j est assez grand,

1 1
— . - > :
16(2C (o)) VI (MID)Y3 — 20(ME2)H9

(car limj_)+oo(25(a))1/j = 1). Donc, en utilisant (39) et (40), pour j assez
grand, on a

J
20 exp(¢(2027)/7)

< 2jexp(—bg (btg)) — (¢(btg) — tobg' (bty)) + InC.

D’autre part, en utilisant la condition de croissance modérée (33) et I'inéga-
lité ¢'(bto) > ¢(bto)/(bto), on a

25 exp(—b¢'(bto)) — (#(bto) — tobg' (bto)) < 2j exp (—%“”) + Babty.

1
41 In -
(41) n2+

Donc, avec 2j = exp(¢(bto)/to)Babto, I'inégalité (41) implique
J

20 exp(4(2a) /)
Si 2Bsbt est assez grand, ce qui équivaut a j assez grand, on a

2B5btg + In2 + In C' < 4Bsybiy.

<In2+2Bsbtyg +1InC.

Donc I'inégalité précédente implique
P(bto) < ¢(aBabtg exp(o(bto)/to))
to — [exp(¢(bto)/to) Babto/2]
Or, d’apres (34) avec a = exp(¢(btg)/to) et t = aBabty, on a

gb(aszto eXp(qb(bto)/to)) < d)(Oéngto) + Bga¢(bt0).

exp(o(bto)/to)Babty  —  Babtg to

¢(bto) ¢(aBsbto) (bto)
—— <In160 + 2——F"—* + 2Bsa———=.
to . + Bsbtg + 3 to
Si l'on choisit a tel que 2B3a < 1/4 et aBy < 1/4, cette inégalité est

impossible lorsque tg tend vers +oo, c’est-a-dire lorsque j tend vers +oo.

+ 1n 160.

Donc

REMARQUE. Si ¢ est une fonction a croissance modérée, alors le quotient
¢(u)/(ulnu) est borné au voisinage de +oo. Dans le paragraphe suivant, on
démontre que, pour de “bons compacts”, on obtient un résultat d’extension
linéaire lorsque le quotient ¢(u)/(ulnwu) a pour limite +oo lorsque u tend
vers +00.

8. Extension linéaire. On utilise ici, dans le cadre des intersections,
la méthode développée par W. Plesniak dans [11].
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8.1. NOTATIONS. Pour tout entier k, P, désigne ’ensemble des poly-
nomes de degré inférieur ou égal & k et P_; = {0}. Si E est un compact
de R™ et si f € C(E) on pose ||f||g = sup,eg |f(z)| et distg(f, Py) =
inf{||f — P||g : P € Py}.

8.2. PROPOSITION [11]. Soit P un cube compact de R™. Il existe une
constante A ne dépendant que de P et de n telle que, pour tout t € ]0,1] et
pour toute fonction f € C(R™), on ait

P
P
8.3. Définitions et propriétés. (i) Soient (M) une suite non analytique,
FE un compact de R" et Cy > 0. On pose

A p
Vp e N, Vk > %, (k+2)P distp (f, Pr) < <1—t> (k4+1)" max

1<j<n

(k + 2)p diStE(f, Pk) }
A{p'M,,Cs, E} = € C(F) : sup su < 400 ¢

muni de la norme |[| - | A pias,,c, 5y définie par

k + 2)P dist P
HfHA{le Cy,E} = SUp Sup (k +2)" dis b;)(fa lg)7
(2, p>0 k>—1 p!MpC’2

I'espace A{p!M,,,Cs, E} est un espace de Banach.
(ii) On pose
A{g,E} = () A{pIMS), 1, EY;

a>0

muni de la famille de normes ( lespace A{¢, E} est un

|| ||A{p'M ) 1E})d>07
espace de Fréchet.

8.4. PROPOSITION. [l existe une constante 6 > 0 ne dépendant que de
n et de E telle que, pour tout v1 > 1, Uapplication

Do {pMD, 1, R" — A{pIML) 6, B}, f = fim,

soit bien définie et continue.

Démonstration. On considere un cube compact P contenant E. Soit
p € N.

(i) En appliquant la proposition 8.2, avec t = 1/2 et p + n a la place de
p, pour tout k > 2n(p + n), on a

(k +2)P distp(f, Pr) < (4"l A1) AN PPIMLG g sy

(i) Si —1 <k < 2n(p+mn) on a
(k+2)P distp(f, Px) < (k+2)P|flle < (2np + 2n° + DP| f £.
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Or
2 D 2\p p 1 P 2\p P 2_\P|
(2np 4 2n° + 1)P = (2n*) E+1+W < (2n*)P(p+ 2)P < e(4n“e)Pp!
et donc
(k +2)7 distp (f, Pk) < e(4n®e I o P
Posons § = max{4nZe,4A}. Alors

feA{pIMS) o, B}
et

< max{4"n!A"~7, e}”f”{py

HfHA{P!Mé?;Jrn)levE} = Mé%)),“/l,]R"}.

Par un argument similaire a celui terminant la démonstration du théo-
reme 4.1 on établit :

8.5. COROLLAIRE. Notons encore 'y Uapplication de restriction
Cette application est bien définie et continue.

8.6. Propriété de Markov et polynomes d’interpolation de Lagrange ([9],
[11], [12])

8.6.1. Propriété de Markov pour un compact. Soient E un compact de
R™ et r un réel supérieur ou égal a 2. On dit que E a la propriété de Markov
M(r) lorsqu’il existe une constante M > 0 telle que, pour tout polynéme @
et pour tout multi-indice J de N”, on ait |D’Q|z < M(deg Q)" Q| £

Cette propriété implique la propriété suivante :

Il existe une constante M > 0 telle que, pour tout polynome Q) et pour
tout © € R™ tel que d(x, F) < 1/(degQ)", on ait |Q(x)| < M||Q| E-

Le lemme suivant est une variante du lemme 3.1.1.

8.6.2. LEMME. Soient E un compact de R™, (M)),>0 une suite non

quasi-analytique et (er)k>0 une suite de réels strictement positifs. Il existe
une suite (ug)r>o de fonctions C* sur R™ telle que

eVkeN, 0<u, <1,
o Vk € N, up =1 au voisinage de F,
o Vk € N, supp(ug) C {x € R" : d(z, F) < ey},
o VJcN" VreR",
|D7ug ()] < (Cd' fex)N].T|1M],,

oud =3 o1 M, ,/(pM,) et C est une constante qui ne dépend que de la
dimension n.
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8.6.3. Polyndmes d’interpolation de Lagrange ([9], [14]). Soit s : N* —
N" une bijection telle que pour tout j € N* on ait |»(j)| < |»#(j + 1)|. Pour
tout entier j € N*, on pose s; = 279, On peut vérifier que (3j)l<i<(n+k)

RN

est une base de P; pour tout entier k. Si t(%) = {t1,...,tx} est un ensemble
de k points de R™, on note

V(W) =V(tr,... ) = det(s;(t))1<j,1<k
le déterminant de Vandermonde associé a t(*). Si V(t(*)) # 0 on pose

V(th R 7tj717 xz, thrlv s 7tk)
V (t(k)

Un ensemble t(F) = {t1,... ¢} de k points du compact E est appelé un
systéme de points extrémaus de Fekete sur E d’ordre k lorsque V (t(*)) >
V (r®) pour tout r*¥) = {r,... 1} C E.

8.6.4. DEFINITION. Soit F un compact de R™. On dit que E est uni-
solvant si, pour tout polynéme p, pjp = 0 implique p = 0. On dit que E
est C°° déterminant si, pour toute fonction f € C*(R"), fig = 0 implique

L (z,tW) =

f‘{g = 0 pour tout multi-indice J.

8.6.5. PROPRIETE [12]. Si E a la propriété de Markov, alors E est O™
déterminant et donc unisolvant.

8.6.6. PROPRIETE [14]. Si E est unisolvant alors, pour tout entier | > 0,
il existe {x1,...,x;} C E tel que V(x1,...,2;) > 0.

8.6.7. DEFINITION ([9], [14]). Soit t*) = {t;,...,t;} un systéme de
points extrémaux de Fekete sur £ d’ordre k et soit f € C'(E). Le polynéme
(")
Ly f(x Z Flt) L (w, t9)

est appelé le polynéme d’interpolation de f associé a t().

Si E a la propriété de Markov, & tout entier k£ > 0 on associe un systeme
t*) de points extrémaux de Fekete sur E d’ordre k et on note Lyf(x) le
polynome L) f(x).

8.6.8. PROPRIETE [9]. Soit E un compact de R™ unisolvant. Avec les
notations précédentes, si f € C(E) on a

et donc

Vk e N*,  |[Lpy1f — Liflle < 4(k+2)" distp(f, Pr)-
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8.7. THEOREME. Soit E un compact de R™ wvérifiant la propriété de
Markov M(r). On suppose que ¢ vérifie la condition suivante :

¢(u)

u—+oo ulnu

(42) = 400

Alors il existe une application linéaire continue L : A{¢p, E} — ;#5 telle que
I'poL =ida(¢Ey-
REMARQUES. (i) La condition (42) est équivalente & la condition
exp ¢(at)

(43) Va > 0, tlg—noo T = 400
(ii) La condition (43) implique clairement
M9
(44) Va > 0, lim —% = 400
p—too pl

et la condition de non quasi-analyticité (15).

Démonstration du théoréme 8.7. On applique la proposition 4.2 avec la
suite (up)p>o0 définie par u, = 1 pour tout p > 0 et on note (M,),>o la suite

(M,E”’))pzo obtenue. On applique le lemme précédent avec e = 1/(k+1)".
Comme précédemment, & tout entier & > 0 on associe un systeme ¢t*) de
points extrémaux de Fekete sur E d’ordre k. Soit f € A{¢, E}; on note
Lif = L, f(z). On pose enfin

Vo €R",  L(f)(z) = ur(x)L1f(z) + > wg(e) (L1 f(2) — L f ().
E>1
Soit P un multi-indice de longueur p. Pour tout x € R™ posons
F{ (z) = DP[ug(2)(Lys1 f () = Ly f (2)))-

Alors, en utilisant les notations du lemme 8.6.2, comme dans [11], proposi-
tion 3.3, on a

sup |Ff (z)| < 4./\/1/T/l/p!M;
TER™

1
X § (Cd) (k +2)PH 2 _—— distg(f, Py).
LyL<P < > ) (k +2)* ( )

D’apres 8.3, pour tout a > 0, on a
(rp+n+2) ()
distg(f, Py) < (k+2)" VP ||f||A{p!M,§$),1,E}(Tp +n+2)! M snta)
De plus, avec les notations de la proposition 4.2 on a
VIEN, M <Cyla)M'?,

donc, en supposant Cd’ > 1, on a
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sup |FP ()] < AMM(2Cd' )P —— Cy(a) M)

TER" o (ki + 2)2
X ”f”A{p!Méi),l,E}((r +1)p+n+2)1M ?()r+1)p+n+2)'

Donc oo F ,f converge uniformément sur R™. De plus, pour tout a > 0,
on a

sup | 7 Ff (@) < () (20"
TER™ >1 )
X HfHA{p!MéZi),l,E}((r FUp+ 1+ 2 My 1)pin2)
en posant

1(a) = AMMCs(a

k>1

Pour tout entier p, on a

() (@) 3 7(¢)
(MZa(r—‘rl)) <M M4a(r+1)

Pour tout entier p > (n+2)/(r +1), on a

(4) (4) (9)__ 1 (4)
Ma((T+1) +n+2) = M2a(r+1) < M, (¢) 4a(r+1)p°
2a(r+1)p

De (44), on déduit qu’il existe po(a) € N tel que
(2Cd")P((r + 1)p +n +2)!
(

() 2
Mori1yp)

Ainsi, pour tout p > max{pg(a),(n+2)/(r+1)}, on a

(¢) (@) pr(2)
2Cd)P((r+1)p+n+ 2)!Ma((r+1)p+n+2) < My My,

M < 1.

Vp > po(a),

Il en résulte que

L(f) € {pM2) ) .1, R},

De plus, si
I'(a)

= max

{ (CAP((r+ Dp+n+ QL0 L)) }
p; p<max{po(a),(n+2)/(r+1)} ’

()
M4a(r+1)

alors

VL pager 3y < max{T(@), Mg (@)1 5 pnro) 1y

(r+1)prls

ceci pour tout réel a > 0, ce qui démontre le théoreme.

REMARQUE. L’application I'g : ¢ — A{¢, E} est surjective.
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8.8. THEOREME. Soit E un compact de R™ wvérifiant la propriété de
Markov M(r). On suppose que ¢ vérifie la condition (42). Alors il existe une

application linéaire continue U : jc\b(E) — ¢ telle que Rg o U = idja(E).
De plus les espaces j;b(E) et A{¢, E} sont isomorphes.

Démonstration. Soit F € j;b(E) D’apres le théoreme 4.1, il existe une
fonction f € ¢ telle que F = Re(f). On a alors I'e(f) = F°. Donc
I’application

A:JO(B) — A{, B}, (FP)rew = F,

est bien définie. On a donc le diagramme suivant :

A{¢, E} Jo(E)

\/

I'y = Ao Rg est surjective, donc A est surjective. D’apres la propriété 8.6.5,
E est C* déterminant. Il en résulte que A est injective. On note F (g(E) =

{f € ¢ (f|JE)JeNn = 0}. Alors le théoreme 4.1 implique j?b(E) = $/F$(E)
Ainsi A est application quotient de I'g :

~ r
¢ 8 A{¢, B}
\ /
TH(E) = 6/F,(E)
I'g est continue et, puisque E est C°° déterminant, on a
ker(I'g) = {f € ¢ fip = 0} = F3(E).

Donc A est continue et, d’apres le théoreme de 'application ouverte, A est
une application bicontinue.

REMARQUE. Le théoreme précédent généralise un théoreme de U. Fran-
ken ([6], théoreme 1). Dans [6], les hypotheses impliquent que, pour un
a > 1, le quotient ¢(u)/u® tend vers +oo lorsque u tend vers +oo. Cest
une condition plus restrictive que la condition (42). Ici, contrairement a [6],
la démonstration donne une “construction explicite” de I'application linéaire
d’extension.

9. Extension analytique. Dans tout ce paragraphe ¢ désigne une fonc-
tion non quasi-analytique telle que ¢(0) = 0. Ensuite {2 désigne un ouvert
de R™ de frontiere 942 et F un compact de R™. Si 2 = R™ on pose 2* = C",
sinon on pose 2* ={u+iv:u € 2, v € R", |v| < d(u,d12)}. Pour étendre
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les jets appartenant & j;ﬁ(E) en des fonctions réelles analytiques sur R™\ E,
on reprend la méthode développée par M. Valdivia dans [17]. On obtient
aisément le théoreme suivant et ses deux corollaires.

9.1. THEOREME. Il existe un opérateur linéaire continu T : $(£2) —
&(£2) vérifiant les conditions suivantes :

(i) Pour toute fonction f € ¢(£2), la fonction T(f) s'étend en une
fonction holomorphe sur (2. R

(ii) Pour touse > 0, s € N* et f € ¢(£2), il existe un compact Hde {2
tel que |D'T(f)(z) — D? f(z)| < e pour tout x € 2\ H et tout multi-indice
J de longueur j < s.

9.2. COROLLAIRE. Soit E un ensemble compact non vide de R™. No-
tons Rg lopérateur de restriction défini au 2.3.5. S’il existe une application
linéaire continue U : Jp(E) — ¢(R™) telle que RpoU = idja(E), alors

il existe une application linéaire continue Uy : j?j)(E) — ngb(R”) telle que
Ui(F) soit réelle analytique sur R™\ E pour tout F € Jp(FE).

9.3. COROLLAIRE. Soit ¢ une fonction non quasi-analytique. Soit F' €
JO(E). Il existe une fonction f € ¢, réelle analytique sur R™ \ E, telle que
f=F au sens des jets sur E.

10. Théoreme de Lojasiewicz relatif a4 une intersection de
classes. L’équivalence entre la réguliere situation de deux compacts et
une propriété de recollement de deux jets définis sur ces compacts a été
récemment étudiée par J. Chaumat et A.-M. Chollet dans [3] et par V. Thi-
lliez dans [15]. Dans [3], le théoreme de Lojasiewicz est démontré dans le
cadre d’intersections de classes non quasi-analytiques a croissance modérée.
Dans [15], V. Thilliez démontre 1’équivalence entre une réguliere situation
raffinée et une propriété de recollement avec perte.

Dans tout ce paragraphe les compacts considérés sont inclus dans R".

10.1. Généralités

10.1.1. DEFINITION ([8], [16]). Soient E; et E» deux compacts non
vides. On dit que E; et Ey sont régulierement situés s’ils sont disjoints ou
s’il existe un ouvert borné {2 de R", contenant F7 U Fs, et deux constantes
a>1et L >0 tels que

YV € (2, d(a;, El) + d(a;, EQ) > Ld(a;, Ein Eg)a.
On dira que E; et Fy sont a-situés.

REMARQUES. (i) Il s’agit de la condition bien connue de réguliere situ-
ation de Lojasiewicz.
(ii) Quitte & augmenter o on pourra supposer que « est un entier.
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10.1.2. PROPRIETE ([8], [16]). Soient Ey et Ey deux compacts non dis-
joints. Si FEy et Ey sont a-situés, alors, il existe Dy € 10, 1] tel que, pour tout
x € E1\Es et tout ¢ € E9\Ey, il existe z € E1NEs tel que |x—(| > Dy|¢—2|*
et |x — (| > D1|z — z|*. La constante D1 ne dépend que de Ey et Es.

10.2. THEOREME. Soit (M,),>0 une suite logarithmiquement conveze
vérifiant My < M et soit a € N*. Soient F1 et Fo deuxr compacts a-situés et
a > 0. Soient Fy et Fy deux jets appartenant respectivement a {p!Mp, 1, E1}
et a {p!M,,1, Esx} et vérifiant Fy = Fy sur Eq1 N Ey au sens des jets. Alors
le jet F' défini par F(x) = Fi(z) si x € Ey et F(z) = Fa(x) si v € E
appartient a {p!Ma(pH), A, E1 U Ey}, ot A est une constante ne dépendant
que de la géométrie des compacts.

Démonstration. On peut supposer que les compacts ne sont pas disjoints.
Soit J un multi-indice de longueur j < p. Si x € F1 \ E2 et ( € Es \ Ey,
d’apres la propriété 10.1.2, il existe z € E1 N Ey tel que |x — (| > D1|¢ — z|*
et |z — ¢| > D1|z — z|®. Pour tout p’ > p, on a

J, J, Jp
(45)  |RIPF()| < |RIF(z) - R P()]
+|RIY F(x) — RV F(2)| + |RI F(x)].
(i) Estimons le deuxieéme terme du membre de droite de (45) :
IRY P (@) = RV F @) = 112 F @) - T2 P @)
Comme dans [16], Ch. 4, p. 69, on a
p —j J ' —j pJ (z — Z)K J+K.p'
TV IF (@) =TV 7 F (2) = ) e (BT R (2).
K |K|<p'=j

On note || Fa|l = || F2l|{pta,,1,E,) et on fixe p’ = a(p+1) — 1. Si § désigne le
diametre de Fq U Es et §; = sup(d, 1), on obtient

(46) |TP'TF (2) - TV T F ()|

(51/D1)p+1 ) .
< Y S IBIG R Myale = (P
K| K|<p'—j

5 p+1 -
< Mpa (220 ) Il o - P
(ii) Estimons le premier terme du membre de droite de (45) :

(47)  |RIPF(z) - R F(a)]

1 .
< > ﬁ\w—CI’“HFQH(Hk)!MM
K;p<|J+K|<p/ ~

< IMapin)-1(a = DIIF2[(2(20)* 67 7P o — (P,
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(iii) Estimons le troisieme terme du membre de droite de (45) :
|RIY F(2)| < ||Fy||j! My 1|z — 2P 7L
soit
(48)  [RIVF(x)| < |Fil! Moy} (1/ D) — P17,

Les estimations (45)-(48) démontrent le théoréme 10.2, en posant A =
(2/D1)(2n01)®. De plus, on a

IE (pta g pyry, A E10E} < B[ Fillping, 1,803 + 1 F2llpin, 1,5)-

REMARQUE. Ici on ne suppose pas que la suite (Mp),>0 est non quasi-
analytique; la preuve n’utilise pas, contrairement a [3] et a [15], de théoréeme
d’extension de type Whitney.

Par un argument similaire a celui de la fin de la démonstration du
théoreme 4.1 on établit le théoreme de recollement dans J¢ suivant :

10.3. THEOREME. Soit o € N* et soient Ey et Fy deur compacts o-
situés. Si F1 et Fy sont deuz jets appartenant respectivement a jq\b(El),
jc\;S(Eg) et vérifiant Fy = Fy sur E1 N Es au sens des jets, alors le jet F
défini par F(z) = Fi(z) six € E1 et F(z) = Fa(x) si x € Ey appartient a
J¢(E1 U Eg)

10.4. THEOREME RECIPROQUE. Soient Ey et Ey deux compacts. Soit ¢
une fonction non quasi-analytique. On suppose que, pour tout couple (Fy, F»)
appartenant a j;b(El) X j;b(Eg) et vérifiant Fy = Fy sur E1NEy au sens des
jets, le jet F = Fy U Fy défini par F(x) = Fi(z) si x € By et F(x) = Fa(x)
si x € Ey appartient a jES(El U Eg). Alors les compacts Ey et Ey sont
régulierement situés.

Démonstration. Notons j;ﬁ(El)oj?é(Eg) I’ensemble des couples (F, F»)
€ j;b(El) X jES(Eg) tels que F; = F5 sur B N Es au sens des jets.

Soit b > 0. D’apres le théoreme de 'application ouverte entre espaces de
Fréchet, il existe deux constantes strictement positives a et r telles que

(49)  Y(F, F) € Jo(E1) o Jo(Es),

2
10O Bl a1 mumay < rz; IEl a1,y
1=
Supposons que F; et Fs ne soient pas régulierement situés. D’apres la
définition 10.1.1 il existe une suite (z;);>0 d’éléments de E; telle que
(50) VjeN, 0<d(zj,Fsy) < (d(zj, E1NEL)) et d(zj, FiNEy) < 1/2.

Pour tout j € N, on pose r; = d(z;,E1 N E) et on note B; la boule
B(z;,7;/2). En utilisant la proposition 4.2 avec u, = 1 on établit, comme
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au paragraphe 3.1.3, 'existence d’une constante A > 0 et de fonctions ¢; €
{p!Méw),A/rj,R"}, J € N, telles que ¢;(z;) = 1 et supp(¢;) C Bj. Soit
®; = Rg,(¢;5), ®; € {p!Méw, A'/r;, E1}, ou A’ est une constante supérieure
ou égale a 1 ne dépendant que de la suite (M,Ew))pzo. Donc

®; € Jo(En)
et, de plus,

k
| @, (0 LA
(51) Vb>0, ”¢J||{p!M§$),1,E1} = My <2> fég <Ml§lf/)2 <Tj |

Soit y; un élément de Fy réalisant la distance d(z;, F»). En utilisant (50)
on a

YpeN, IROP(@;00)()] = 1< 85000 gy Moy (P

En utilisant (49) et (51), on obtient

¥ N 1< M(¢)C b 1 A g M(¢) J(p+1)
peN, S riMg 2 5 2161§ —M(¢) E a(p+1)rj .

bk /2

Soit ko(7) un entier réalisant cette borne supérieure. On a

ko(4)
@)~ (] 1L (A (@) i+
(52) VpeN, 1<rM; 02(2> ( M@ <7"j Moy
bko(5)/2

Si ko(j) < j a partir d’'un certain rang, alors, avec p = 1, (52) implique

N\ J . .
1 <rCy <g) <<‘:;> )MQ(Z))T?] =rCy (g) (A/’I“j)]MQ(Z))
J

pour j assez grand, ce qui est absurde lorsque j tend vers +oo. On peut
donc supposer ko(j) > j pour une infinité d’entiers j. On note E(t) la partie
entiere de ¢, pour tout ¢ € R. En choisissant p = E(bko(j)/(2a)) — 2, on a
a(p+1) < bko(j7)/2 et (52) implique

| < M@0, < g ) (A1) S PR )/ ) 1) ~kold)

et comme ko(j) est négligeable devant jbko(j)/(2a), 'inégalité précédente
est impossible pour j assez grand, ce qui démontre le théoreme 10.4.

Comme
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