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Une nouvelle version du théoreme d’extension
de Hartogs pour les applications séparément
holomorphes entre espaces analytiques
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Abstract. This paper is concerned with the problem of extension of separately holo-
morphic mappings defined on a “generalized cross” of a product of complex analytic spaces
with values in a complex analytic space.

The crosses considered here are inscribed in Borel rectangles (of a product of two
complex analytic spaces) which are not necessarily open but are non-pluripolar and can
be quite small from the topological point of view.

Our first main result says that the singular set of a given separately holomorphic
mapping defined on such a cross is quite small from the pluripotential point of view in
the product space in the sense that each of its projections is pluripolar.

Then for some special crosses, we deduce more precise results on the extension of
separately holomorphic mappings on such crosses, giving generalizations of all the main
results obtained earlier by various authors in this direction.

1. Introduction. Le but essentiel de cet article est de donner une nou-
velle version du célebre théoreme de Hartogs sur l'analyticité des fonc-
tions séparément holomorphes [Ha]. Ce théoréme a fait I'objet de nom-
breux travaux dont il est difficile de faire la liste exhaustive. Nous nous
contenterons donc ici d’en citer les principaux.

Apres Hartogs, ce fut sans doute ’école japonaise, avec notamment
I. Shimoda [Shim] et T. Terada [Te], qui a initié le probléeme de I’holomorphie
des fonctions séparément holomorphes sur un produit d’ouverts en affaiblis-
sant les hypotheses sur I'un des facteurs, obtenant ainsi une généralisation
conséquente du théoreme de Hartogs.

Des extensions significatives du théoréeme de Terada ont été obtenues
par la suite par J. Siciak (cf. [Sil], [Si2]). Il faut observer que Siciak fut le
premier & donner au théoreme de Hartogs une formulation générale en terme
de prolongement de fonctions séparément holomorphes sur des “croix” d’un
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espace hermitien produit et a obtenir les premiers résultats substantiels sur
le sujet (cf. [Sil], [Si2]).

De plus il en a donné des applications a la détermination des enveloppes
d’holomorphie de certains “domaines croisés” en utilisant les fonctions ex-
trémales relatives qui sont l’analogue pluridimensionnel des mesures har-
moniques en une dimension.

Les résultats de Siciak ont ensuite été généralisé par V. P. Zahariuta aux
fonctions séparément holomorphes sur des “croix” d’un produit de variétés
de Stein (cf. [Za2]) et des versions plus générales ont été obtenues plus tard
par Nguyen Thanh Van et le second auteur avec des preuves plus simples
(cf. [Ng-Ze2], [Ng-Ze3]).

Alors que Siciak avait essentiellement fait usage de la méthode d’interpo-
lation des fonctions analytiques de plusieurs variables complexes, Zahariuta
avait utilisé la méthode abstraite des échelles hilbertiennes qui se généralise
facilement aux fonctions holomorphes définies sur des variétés de Stein (cf.
[Zal], [Za2]).

Pour étendre les théoremes de Siciak et Zahariuta, Nguyen Thanh Van
et le second auteur avaient utilisé des développements en série dans une
base doublement orthogonale de fonctions holomorphes, construite suivant
une méthode classique die & S. Bergman [Ber|, qui est en fait une version
plus simple et plus constructive de la technique abstraite des échelles hilber-
tiennes développée par Zahariuta [Zal].

Cette méthode avait également été utilisée indépendamment par Bor-
chers, qui ne semblait pas connaitre la littérature sur le sujet, pour déter-
miner les enveloppes d’holomorphie de certains domaines croisés avec des
motivations provenant de la physique théorique (cf. [Bo]).

Utilisant essentiellement la méme méthode que Siciak, B. Shiffman fut
le premier a étendre partiellement certains résultats de Siciak et ceux de
Terada aux applications séparément holomorphes a valeurs dans un espace
analytique complexe (cf. [Shif2], [Shif3]).

Reprenant la méthode de [Ng-Ze2], [Ng-Ze3] et utilisant une idée de
[Shif2], [Shif3], O. Alehyane a pu généraliser certains résultats de [Ng-Ze2],
[Ng-Ze3], [Shif3] aux applications séparément holomorphes & valeurs dans
un espace analytique complexe vérifiant la propriété de prolongement de
Hartogs (cf. [All]).

Par ailleurs, Saint Raymond [Ra] puis Siciak [Si4] ont mis en évidence
la nature “doublement pluripolaire” de ’ensemble singulier d’une fonction
séparément analytique au sens réel sur un domaine d’un produit d’espaces
euclidiens et ont obtenu une caractérisation élégante de ces ensembles sin-
guliers.

Bien que la démonstration de Siciak de la condition nécessaire de ce
résultat repose sur une version tres simple de son théoreme de prolongement
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des fonctions séparément holomorphes sur une croix convenable (cf. [Sil]), il
n’en demeure pas moins que le lien entre ces deux résultats n’était pas direct.

Notre objectif ici est de donner un nouveau théoreme d’extension de
type Hartogs aussi général que possible avec des hypotheses aussi simples
que possible, impliquant de maniere directe tous les résultats importants
cités ci-dessus et permettant en particulier de clarifier le lien entre le cas
réel et le cas complexe en unifiant les deux points de vue.

En effet, nous considérons une croix inscrite dans un rectangle borelien
non-pluripolaire (contenu dans un produit d’espaces analytiques complexes)
d’un type assez général et une application séparément holomorphe définie
sur cette croix a valeurs dans un espace analytique complexe quelconque.
Nous montrons qu’alors ’ensemble singulier d’une telle application est “dou-
blement pluripolaire”.

Cette nouvelle formulation du théoreme d’extension de Hartogs nous per-
met en particulier d’appliquer nos résultats a des fonctions séparément ana-
lytiques au sens réel et d’obtenir ainsi d’une fagon directe une généralisation
significative de la condition nécessaire dans le théoreme de Saint Raymond
et Siciak.

Enfin nous en déduisons plusieurs résultats nouveaux qui généralisent
tous les résultats essentiels cités ci-dessus.

2. Préliminaires et énoncés des résultats. Ici nous rappelons les
notions de base et les résultats préliminaires qui serviront dans la suite, puis
nous énoncerons les résultats principaux obtenus dans ce travail.

2.1. Définitions et résultats préliminaires. Dans toute la suite les es-
paces analytiques complexes considérés seront toujours supposés réduits,
irréductibles et de dimension finie. Si X est un espace analytique complexe,
on désignera par X,og (resp. Xging) la variété analytique complexe des points
réguliers de X (resp. ’ensemble singulier de X, qui est un sous-ensemble ana-
lytique de X de codimension au moins 1).

Rappelons qu’une fonction u : X — [—o0, +0o0] est dite fortement pluri-
sousharmonique sur X si au voisinage de chaque point de X, dans un
plongement local de X dans un espace hermitien, u est la restriction d’une
plurisousharmonique.

La fonction u est dite (faiblement) plurisousharmonique sur X si u est
plurisousharmonique sur la variété complexe X,z et localement majorée
sur X. Dans cette définition, on n’impose pas que u soit semi-continue
supérieurement. Pour remédier a cet inconvénient, a chaque fonction w pluri-
sousharmonique sur X on associera une fonction semi-continue supérieure-
ment sur X en posant

u*(z) = limsup u(y), =ze€X.
y_)x7y€Xreg
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La fonction u* sera appelée la régularisée semi-continue supérieurement de
u sur X. Notons que si u est fortement plurisousharmonique sur X alors
u = u* est (faiblement) plurisousharmonique sur X. La réciproque n’a pas
lieu en général (cf. [De], [Ze2]).

Une version du lemme de Hartogs pour les fonctions plurisousharmo-
niques sur les espaces analytiques complexes est donnée dans [Ze2].

Dans toute la suite on notera P(X) le cone des fonctions (faiblement)
plurisousharmoniques sur X, non identiquement égales a —oo.

L’opérateur de Monge-Ampere complexe (dd®u)™ est bien défini pour
une fonction u plurisousharmonique localement bornée sur la variété X eq
(cf. [Bed]). I en résulte que si u € P(X) N LS (X), alors (dd®u)™ est un
courant positif fermé de bidegré (m,m) sur X,;ee. On peut prolonger ce
courant par 0 sur Xging (cf. [Bed]).

A Taide de cet opérateur, on peut définir une capacité de la facon sui-
vante. Rappelons tout d’abord qu’un ouvert U C X est dit hyperconveze s’il
admet une fonction d’exhaustion plurisousharmonique et bornée.

Soient U C X un domaine hyperconvexe et K C U un compact. On
définit suivant Bedford et Taylor [Bd-Ta] la capacité du “condensateur”
(K,U) par la formule

(2.1.1)  Cap(K;U) = sup{ {(ddew)™ :u e PU), 0<u < 1}
K

et on étend cette définition de facon naturelle a tous les ensembles en
définissant la capacité extérieure Cap* (cf. [Bd-Ta]). Alors la capacité ainsi
obtenue est une capacité au sens de Choquet qui caractérise les ensembles
pluripolaires au sens ou un sous-ensemble E C U est pluripolaire si et seule-
ment si Cap*(E;U) = 0 (cf. [Bd-Ta]).

Pour un domaine U C X et un ensemble non vide £ C U, on définit
suivant Siciak ([Si2], [Si3]) la fonction extrémale relative associée au couple
(E,U) par la formule suivante :

ugyu(x) =sup{u(z) :ue P(U), u<0sur E, u<1sur U}.

On note w(-; E;U) = “E,U la régularisée s.c.s. de ugy qui est alors une
fonction plurisousharmonique sur U qui vérifie I’équation de Monge—Ampere
complexe (cf. [Be-Ta], [Bed]) :

(dd°w(-;E;U)" =0 surU\E.
Cette fonction est aussi appelée la P-mesure de E relative a U, par analogie
a la mesure harmonique en une variable complexe (cf. [Sal).

Pour tout a € ]0,1[, on définit 'ouvert de sous-niveau a de la fonction
w(.; B;U) par la formule suivante :

UFE,a):={zecU::w(x;E;U) < a}.
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On dira que E C U est P(U)-régulier au point a € ENU si w(a; E;U) = 0.
L’ensemble E est dit plurirégulier au point a € ENU si pour tout voisinage
ouvert D de a, E N D est P(D)-régulier au point a, ce qui équivaut a la
propriété suivante :

w(a; END;D) =0 pour tout D € Y(a)

ou Y(a) est un systéme fondamental de voisinages ouverts du point a. On
désigne par E* = E; 'ensemble des points a € ENU tels que E soit
plurirégulier au point a. Si F est non-pluripolaire, alors d’apres Bedford et
Taylor ([Be-Tal, [Bed]) ’ensemble E* est un ensemble non-pluripolaire de
type Gs et E'\ E* est pluripolaire. De plus on vérifie facilement que (E*)*
= E*.

Rappelons également que si U est hyperconvexe alors pour tout ensemble
E C U et toute suite exhaustive (U;) d’ouverts relativement compacts de U
on a la propriété de stabilité (par rapport & U) suivante (cf. [KI]) :

w( EU) = lim w(; ENU;Uj ).
J—+o0

En général cette propriété de stabilité de la fonction extrémale n’est pas
satisfaite si U est seulement pseudoconvexe (cf. [Al-He]).

Il est donc naturel dans notre contexte de définir une nouvelle fonction
associée a (E,U) en posant
(2.1.2) w( E;U) = lim w(; ENU;; Uy )

j—too

ot (Uj) est une suite exhaustive d’ouverts relativement compacts de U. Il
est facile de voir que cette limite est indépendante de la suite exhaustive
choisie (cf. [Za2]).

On vérifie facilement que la nouvelle fonction possede la propriété sui-
vante, dite propriété de conservation de la P-mesure :

(2.1.3) wHEUSU)=w( E;U)

pour tout sous-ensemble pluripolaire S C U. Il en résulte que si £ C U est
non-pluripolaire, on a

(2.1.4) w(ESU)=w(5 E50).

A partir de cette propriété, on démontre facilement la propriété de stabilité
pour la fonction w(-; E;U) par rapport a la fois a U et a E. C’est pourquoi
on l'appellera la fonction plurisousharmonique extrémale (relative) stable de
(E,U). On a toujours w(-; E;U) < w(-; E;U) avec égalité si U est relative-
ment compact ou hyperconvexe (cf. [Kl]). On notera alors

(2.1.5) UFE,a)={zxecU::w(x;E;U) < a}.

Rappelons également que si U est un domaine hyperconvexe et £ C U
est un compact non-pluripolaire, alors la mesure de Monge—Ampere relative
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p=ppy = (dd‘w(-; E;U))™ possede la propriété fondamentale suivante (cf.
[Ng-Zel], [Ze2]) : pour tout ensemble borelien A C E tel que u(A) = pu(E),
on a

(2.1.6) w(AU)=w(; EU).

Pour simplicité, si £ C X est un sous-ensemble non-pluripolaire de X, on
dira qu’un ouvert U’ C X est un wvoisinage consistant de E si U’ est un
voisinage ouvert de E dont toute composante connexe rencontre E*, ce qui
revient & dire que toute composante connexe de U’ rencontre E suivant un
ensemble non-pluripolaire. L’intérét de cette notion réside dans la propriété
suivante : si f et g sont deux applications holomorphes sur U’ telles que
f=gsur E, alors on a f = g sur U’. On fera référence 4 ce résultat comme
étant le principe du prolongement analytique généralisé.

On dira qu’un sous-ensemble E' C E* est quasi-égal & E dans X si
lensemble E \ E’ est pluripolaire dans X.

On peut ainsi montrer que si £ C U est non-pluripolaire, alors E* est
quasi-égal a E et que 'ouvert U(«, F) est un voisinage consistant de E* (cf.
[Ng-Ze3]).

On dira qu’une partie S C X XY est doublement pluripolaire dans X XY
si les projections mx () C X et my(S) C Y sont pluripolaires dans X et YV
respectivement.

Nous aurons besoin de la propriété de prolongement de Hartogs (PPH)
introduite par Shiffman [Shifl]. Soit p > 2 un entier. Pour r € ]0, 1[, on note
H,(r) la figure de Hartogs en dimension p définie par

Hy(r) = {(z',zp) € AP ||| < r ou |zp| >1—r}

ou AP désigne le polydisque unité de CP et 2’ = (z1,...,2p—1), ||Z| =
max<j<p-1 |-

DEFINITION 2.1.1. On dira qu’un espace analytique complexe Z possede
la propriété de prolongement de Hartogs (PPH) en dimension p si toute ap-
plication holomorphe de Hp(r) a valeurs dans Z se prolonge en une appli-
cation holomorphe de AP dans Z.

S. Ivashkovich [Ivl] a démontré que si I'espace Z possede la propriété
(PPH) en dimension 2 alors il la possede en toute dimension p > 2. Nous
dirons simplement que Z possede la propriété (PPH). La classe des espaces
analytiques complexes possédant la propriété (PPH) contient les groupes
de Lie complexes [Ad-Su-Yo|, les espaces tauts [W], les variétés hermi-
tiennes a courbures sectionnelles holomorphes négatives [Shifl] et les varié-
tés kahleriennes holomorphiquement convexes ne contenant pas de courbe
rationnelle [Iv1].

Voici une caractérisation importante de cette classe d’espaces analytiques
complexes que nous utiliserons ultérieurement.
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THEOREME 2.1.2 ([Shifl]). Un espace analytique complexe Z posséde la
propriété (PPH) (en dimension p) si et seulement si pour tout domaine
D d’une variété de Stein quelconque N, toute application holomorphe de D

dans Z se prolonge en une application holomorphe de ’enveloppe d’holomor-
phie D de D dans Z.

2.2. Enoncés des résultats principaux. Nous aurons besoin de quelques
définitions pour poser le probleme général de 'extension des applications
séparément holomorphes et énoncer les principaux résultats obtenus.

Soient X,Y et Z des espaces analytiques complexes quelconques. Soient
K CX, LCY des ensembles boreliens connexes non-pluripolaires, et £ C K,
F C L des sous-ensembles non-pluripolaires dans X et Y respectivement.
L’ensemble W := (K x F') U (E x L) sera appelé la croiz de X x Y inscrite
dans le rectangle borelien K x L et centrée sur le rectangle E x F. Lorsqu’il y
a risque de confusion, on notera de fagon plus précise W = W(Ex F; K x L).

On dira qu’une application f : W(E x F; K x L) — Z est séparément
holomorphe sur W si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

1. pour tout x € E, I'application partielle f(x,-): L — Z se prolonge en
une application holomorphe d’un voisinage ouvert de L dans Y (dépendant
éventuellement de x) a valeurs dans Z,

2. pour tout y € F', 'application partielle f(-,y) : K — Z se prolonge en
une application holomorphe d’un voisinage ouvert de K dans X (dépendant
éventuellement de y) a valeurs dans Z.

Lorsque Z = C, on parlera simplement de fonction (séparément) holo-
morphe plutot que d’application.

Définissons maintenant les différents types d’ensembles boreliens K et
L que nous aurons a considérer. Rappelons qu’un sous-ensemble borelien
K C X est dit de type F, s’il peut s’écrire comme réunion dénombrable
d’ensembles fermés de X, que 1’on peut toujours choisir compacts. Un sous-
ensemble K C X est dit de type Gs dans X s’il peut s’écrire comme une
intersection dénombrable d’ouverts de X.

On dira dans la suite qu'un sous-ensemble K C X est de type G§ s'il
existe une suite décroissante (D;); d’ouverts de X contenant K qui converge
vers K au sens suivant : pour tout ouvert D contenant K, il existe un indice
J tel que D; C D. Il est clair que tout sous-ensemble qui est réunion d’un
compact et d’'un ouvert de X est de type Gj.

Récemment W. Jarnicki [Ja] nous a fait remarquer qu’en fait tout en-
semble de type G3 est réunion d’'un ouvert et d’un compact.

On notera W* := (K x F*) U (E* x L) la partie dite réguliére de W.

Lorsque W = W(E x F;U x V) est une croix inscrite dans un rectangle
ouvert U x V C X XY, on posera
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W={(z,y) €U XV :0(zx; B;U) + o(y; F; V) < 1}.

Il faut observer que W* C w.

Un ouvert 2 C X xY est dit admissible pour I'extension des applications
séparément holomorphes sur W' si toute composante connexe de {2 rencontre
W,

Soit f: W := (K x F)U (E x L) — Z une application. On dira alors
que f s’étend holomorphiquement a un ouvert admissible (2 s’il existe une
application holomorphe h de {2 dans Z telle que h = f sur 2 N W. Si
une telle extension holomorphe au méme ouvert {2 est possible pour toutes
les fonctions séparéments holomorphes sur W, on dira que {2 est un ouvert
d’extension holomorphe de W.

Si (a,b) € X xY, on dira que f s’étend holomorphiquement au voisinage
du point (a,b) s’il existe un domaine w = w,p de X x Y voisinage du point
(a,b) tel que wNW™* £ () et tel que f s’étende holomorphiquement & w.

On désignera par §2(f) ’ensemble des points de X x Y au voisinage
desquels 'application f s’étend holomorphiquement. Il est clair que £2(f) est
un ouvert admissible pour I’extension holomorphe des fonctions séparément
holomorphes sur W. En général, 'application f ne s’étend pas en une ap-
plication holomorphe sur 'ouvert £2(f) tout entier a valeurs dans Z, méme
dans le cas ou Z = C. En effet, considérons la fonction définie par f(z,y) :=
(2% + y»)Y? pour (z,y) € W := (]0,1] x R*) U (RT x ]0,1]) ¢ C x C. 1l
est clair que f : W — C est une fonction séparément holomorphe sur W,
que 2(f) = C2\ {(z,y) € C%: 22 + y?> = 0} et que S(f,W) = {(0,0)}. Par
contre la fonction f ne s’étend pas en une fonction holomorphe sur ’ouvert
£2(f). Ici le prolongement naturel est une fonction analytique multiforme.

Plusieurs questions naturelles se posent alors dans ce contexte général.

Q.1: Etant donnée une application f: W — Z séparément holomorphe
sur W, que peut-on dire de ’ensemble singulier de f relativement a W defini
par S(f,W):=W*\ (f) ?

Q.2 : Louvert £2(f) contient-il un voisinage ouvert admissible de W*
dans X x Y auquel f s’étend holomorphiquement ?

Q.3 : Soient X et Y des variétés de Stein, U C X et V C Y des
domaines et £ C U, F C V des ensembles non-pluripolaires. Déterminer
I’enveloppe d’holomorphie de W au sens de I’extension holomorphe des fonc-
tions séparément holomorphes sur la croix W := W(E x F;U x V), a savoir
la variété de Stein admissible H (W) contenant W* a laquelle toutes les
fonctions séparément holomorphes sur W s’étendent holomorphiquement.

Q.4 : Dans les hypotheses de Q.3, caractériser les espaces analytiques
complexes Z pour lesquels toute application séparément holomorphe sur W
s’étend holomorphiquement a H(W).
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Avant d’énoncer les résultats essentiels de ce travail, donnons un apercu
chronologique succinct des principaux résultats obtenus antérieurement sur
le sujet.

Il semble que I. Shimoda [Shim| et T. Terada [Te] farent parmi les
premiers a obtenir des résultats importants dans cette direction en con-
sidérant des fonctions séparément holomorphes sur des ensembles de la forme
W =W(ExV;UxV),ie. une croix telleque F =V Cc C™et ECU C C"
soit un ensemble non-pluripolaire. Ils ont démontré que de telles fonctions
sont nécessairement holomorphes sur U x V.

Lorsque X =C™Y =C",Z=Cet E C U, F CV sont des compacts,
J. Siciak a été le premier a formuler la question Q.3 pour une croix inscrite
dans un rectangle ouvert et a démontrer que, pour certains types de do-
maines U et V et pour des compacts réguliers £ C U et I C V, I'enveloppe
d’holomorphie de W = W (E x F;U x V) est H(W) = W (cf. [Sil]-[Si3]).

Par la suite, V. P. Zahariuta a généralisé les résultats de Siciak au cas
ou X et Y sont des variétés de Stein, Z = Cet U C X, V C Y sont des
domaines pseudoconvexes et E C U, F' C V sont des compacts réguliers (cf.
[Za2]). Plus tard ces résultats ont été généralisés par Nguyen Thanh Van et
le second auteur au cas ou U C C™ et V C C" sont des domaines bornés
ou hyperconvexes et les ensembles £ C U et ' C V sont seulement non-
pluripolaires avec cependant une hypothese technique supplémentaire sur
I’un des facteurs, a savoir que par exemple E est borelien et U pseudoconvexe
(cf. [Ng-Ze2], [Ng-Ze3]).

Le cas des applications séparément holomorphes sur des rectangles
mixtes a valeurs dans un espace analytique quelconque a été étudié plus
tard par B. Shiffman (cf. [Shifl], [Shif2]). Reprenant des méthodes ana-
logues a celles de [Ng-Ze2|, [Ng-Ze3] et de [Shifl], [Shif2], O. Alehyane a
généralisé ensuite les résultats de [Ng-Ze2|, [Ng-Ze3| au cas des applica-
tions séparément holomorphes a valeurs dans un espace analytique com-
plexe ayant la propriété de prolongement de Hartogs (PPH), en supprimant
I’hypothese technique sur I'un des facteurs.

Par ailleurs, Saint Raymond ([Ra]) puis J. Siciak ([Si4]) ont obtenu un
résultat remarquable sur la caractérisation de ’ensemble singulier des ap-
plications séparément analytiques au sens réel sur des ouverts de R™ x R".
Ce résultat a ensuite été généralisé et précisé par Z. Blocki [Bl].

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats principaux de ce travail.

THEOREME 2.2.1. Soient X, Y, Z des espaces analytiques complezes,
K C X, L CY des ensembles boreliens connexes non-pluripolaires de type
Fy et E C K, F C L des ensembles non-pluripolaires quelconques. Soit
f:W:=(KxF)U(E x L) — Z une application séparément holomorphe
sur W. Alors il existe un ensemble borelien E' C E* quasi-égal ¢ E dans
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X et un ensemble borelien F' C F* quasi-égal a F dans Y tels que W' :=
(K x F'YU(E'x L) C 2(f). En particulier, l’ensemble singulier S(f,W) :=
W*\ 2(f) de f est doublement pluripolaire dans X x Y.

Ce théoreme répond clairement a la question Q.1. L’exemple qui suit le
théoreme 2.2.2 montre que I'on ne peut pas faire mieux en général.

Dans le cas d’une application séparément holomorphe sur une croix W
inscrite dans un rectangle de type G§, on peut préciser le résultat précédent
en déterminant un voisinage ouvert admissible de la croix W'’ donnée par le
théoreme précédent, auquel f s’étend en une application holomorphe.

THEOREME 2.2.2. Soient X, Y, Z des espaces analytiques complezes et
K C X, L CY des ensembles boreliens connexes non-pluripolaires de type
Gs. Soient E C K, F' C L des ensembles non-pluripolaires dans X etY re-
spectivement et f : W := (K x F)U(E x L) — Z une application séparément
holomorphe sur W. Alors il existe un ensemble borelien E' C E* quasi-égal
a E dans X et un ensemble borelien F' C F* quasi-égal ¢ F dans Y, et il
existe un voisinage ouvert 2 de W' := (K x F') U (E' x L) dans X xY et

une application f holomorphe de §2 dans Z tels que f = f sur 2 NW.

Donnons un exemple simple qui montre clairement que les théoremes
précédents ne peuvent guere étre améliorés en géneral.

En effet, considérons I'application f : C? — P; définie par f(z,w) :=
[(z + w)? @ (z —w)?] si (z,w) # (0,0) et £(0,0) := [1 : 1]. On vérifie
facilement que f est séparément holomorphe sur C x C, holomorphe sur
C?\ {(0,0)} = (C x C*) U (C* x C) mais n’est pas continue en (0,0). En
particulier on a S(f,W) = {(0,0)}. Ainsi I’ensemble singulier considéré
dans le théoreme 2.2.1 est en général non vide et la croix W’ fournie par le
théoreme 2.2.2 n’est pas égale a W*.

Remarquons que le méme phénomene se produit lorsque Z est un espace
analytique contenant une courbe rationnelle.

Observons que si la croix W est inscrite dans un rectange K x L de
R™ x R™, plongé de facon naturelle dans C™ x C", avec des hypotheses con-
venables, on obtient de facon immédiate a partir du théoreme précédent une
version plus générale et plus précise de la condition nécessaire du théoreme

de Saint Raymond [Ra] et Siciak [Si4].

COROLLAIRE 2.2.3. Soient K C R™, L C R™ des ensembles boreliens
connezes non-pluripolaires de type F, et E C K, F C L des ensembles non-
pluripolaires. Soit f : W := (K x F)U(E x L) — C une fonction séparément
analytique au sens réel sur W. Alors l’ensemble singulier S(f, W) de f est
doublement pluripolaire dans C™ x C".

Si de plus K C R™ et L C R" sont des ensembles de type G5, alors il
existe un sous-ensemble borelien E' C E* quasi-égal a E, un sous-ensemble
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borelien F' C F* quasi-égal & F et un voisinage ouvert 2 de (E' x L) U
(K x F'") dans C™ x C™ tels que la fonction f s’étende en une fonction
holomorphe sur {2.

Enfin dans le cas ou l'espace analytique complexe d’arrivée Z possede
la propriété de prolongement de Hartogs, ce qui exclut I’exemple précédent
(cf. [Ivl]), on obtient des résultats beaucoup plus précis.

THEOREME 2.2.4. Soient X etY des variétés analytiques complexes et
Z un espace analytique complexe possédant la propriété de prolongement de
Hartogs (PPH). Soient U ¢ X, V C Y des domaines, E C U, F C V
des ensembles non-pluripolaires et f : W = (Ux F)U(ExV) — Z
une application séparément holomorphe sur W. Alors on a les propriétés
sutvantes :

1) Si X et Y sont des variétés de Stein, Uapplication f s’étend en une
application holomorphe sur W & valeurs dans Z, autrement dit ’enveloppe
d’holomorphie de W au sens de l’extension des applications séparément holo-
morphes coincide avec W.

2) Dans le cas général, l'application [ s’étend en une application holo-
morphe d’un voisinage ouvert {2 de W* a valeurs dans Z.

On en déduit un résultat intéressant du type “théoreme de Terada” (cf.
[Te]), qui constitue une généralisation d’un résultat de Shiffman ([Shif], The-
orem 1) et du résultat principal de [Ku-Hal.

COROLLAIRE 2.2.5. Sotent X etY des variétés analytiques complexes et
Z un espace analytique complexe possédant la propriété de prolongement de
Hartogs (PPH). Soient U C X un domaine, L C'Y un ensemble borelien
connezxe de type G5 et non-pluripolaire dans Y et E C U un ensemble non-
pluripolaire dans X. Alors toute application f: W = W(E x L;U x L) :=
U x L — Z séparément holomorphe sur W s’étend en une application holo-
morphe d’un voisinage ouvert de U X L* a valeurs dans Z.

Si de plus U est hyperconveze, alors pour tout € > 0, il existe un sous-
ensemble borelien E' C E tel que Cap*(E\E';U) < ¢, et il existe un domaine
G wvoisinage de L tels que f s’étende holomorphiquement a un voisinage
ouvert 2 de (E' x G) U (U x L*).

Le théoreme 2.2.4, ainsi qu’'un analogue de ce théoreme pour les appli-
cations séparément méromorphes, ont été obtenus tout d’abord par Ale-
hyane dans le cas ou X et Y sont des espaces hermitiens [Al2]. Par la
suite, Ivashkovich [Iv2] a donné un analogue du théoréme 2.2.2 pour les
applications séparément méromorphes sur une croix inscrite dans un rec-
tangle ouvert, avec des techniques différentes. Par ailleurs nos méthodes
doivent permettre de généraliser les théoréemes précédents au cas des appli-
cations séparément méromorphes (cf. [Al2] pour des résultats partiels).
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Pour démontrer les résultats que nous venons d’énoncer, nous aurons
besoin d’établir tout d’abord des théoremes d’extensions du type Hartogs
pour les fonctions séparément holomorphes. Dans ce cas les résultats que
nous obtenons sont en fait plus précis et constituent des généralisations
intéressantes de résultats obtenus notamment dans [Ng-Ze2], [All], [Shifl].

Les résultats concernant ’extension des fonctions séparément holomor-
phes seront énoncés et démontrés au paragraphe 3. Ces résultats seront
ensuite utilisés au paragraphe 4 pour démontrer les théoremes d’extension
pour les applications séparément holomorphes énoncés ci-dessus.

3. Extension de fonctions séparément holomorphes. Le but es-
sentiel de ce paragraphe est de démontrer des théorémes d’extension pour
les fonctions séparément holomorphes sur une croix inscrite dans un rec-
tangle ouvert. Cela se fera en plusieurs étapes. L’étape essentielle consiste
a montrer que si f est séparément holomorphe sur une telle croix W, alors
elle se prolonge holomorphiquement a un voisinage ouvert de W*.

3.1. Le systéme doublement orthogonal de Bergman. Notre méthode re-
pose sur les développements en série suivant un systeme doublement ortho-
gonal utilisé dans [Ng-Ze2], [Ng-Ze3]. Soient V€Y un domaine et F' C V un
compact non-pluripolaire. On notera Hy ’espace de Bergman des fonctions
holomorphes sur V' dont le module est de carré intégrable sur V. Soit Hy
la fermeture de Hy dans L2(F,du), u étant la mesure de Monge-Ampere
associée a (F, V). On dira qu'un domaine V' € Y est fortement hypercon-
vexe s’il existe un domaine pseudoconvexe G 3 V et une fonction ¢ : G —
]—00, 0] plurisousharmonique continue telle que V' = {y € G : ¢(y) < 0}.
Le lemme suivant est classique et jouera un role fondamental (cf. [Ng-Ze2],
[Ng-Ze3], [Ze3]).

LEMME 3.1.1. Soient V€ Y un domaine fortement hyperconvexe et
F C V un compact non-pluripolaire. Alors il existe une base (Bj)j>1 dou-
blement orthogonale dans Hy et Hy telle que
IBjlla, =1, Vj=>1, et |Bjllu, =p; / +oc.
De plus pour tout € > 0, on a

+oo
(3.1.1) 1 < +oo,
j=1
log | B;
(3.1.2) lim sup log| B;(@)| <w(z; F}V), VrzeW

jotoo  logpy

En particulier pour tout v € 10,1[ et tout compact K C V(F,«), il eziste
c(K,a) > 0 tel que
(3.13) 1Byl < (K a)ug, ¥ 1.
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La premiere démonstration de la condition (3.1.1) était basée sur le con-
cept délicat de nucléarité (cf. [Mi], [Za2]). Cependant Borchers en a donné
indépendamment une démonstration plus simple dans le cas ou F := V{ est
I’adhérence d’un domaine Vy € V assez régulier, en considérant une famille
a un parametre complexe de noyaux reproduisants, interpolant convenable-
ment les noyaux de Bergman des deux domaines V et V.

Reprenant une idée analogue dont les prémisses étaient déja dans [Ber],
Nguyen Than Van a donné une démonstration plus simple de la condition
(3.1.1) lorsque F := V{ est 'adhérence d’un domaine Vo € V assez régulier
et en a déduit cette condition dans le cas général par un argument basé sur
le concept de n-diametre di & Kolmogoroff (cf. [Ng], [Mi]).

Récemment le second auteur a donné une démonstration élémentaire et
naturelle du lemme dans un cas assez général suivant les mémes lignes que
[Bo], [Ng], [Ng-Ze2], en déduisant la propriété (3.1.1) de résultats classiques
de la théorie spectrale des opérateurs compacts hermitiens définis positifs,
dont la construction de Bergman est en fait un cas particulier (cf. [Ze3]).
Indiquons simplement les étapes essentielles de cette preuve.

Démonstration du lemme 8.1.1. Soit J Dopérateur de restriction qui
a tout h € H; fait correspondre hjp € Hp. L’opérateur J est injectif et
le théoreme de Montel implique que J est compact. Soit O(V) l'espace
des fonctions holomorphes sur V' avec la topologie usuelle. Comme V est
fortement hyperconvexe, il existe un domaine pseudoconvexe G 3 V et
une fonction ¢ : G — ]—o00,0[ plurisousharmonique continue telle que
V ={y € G: ¢(y) <0}. Le domaine V est alors de Runge dans G, i.e.
O(G) = O(V) et comme O(G) C Hy C O(V), on en déduit facilement que
les injections

(3.1.4) O(G) — Hy — O(V) — Hy

sont continues et & images denses.

La construction de la base orthogonale s’obtient alors en appliquant
la méthode des systémes doublement orthogonaux de S. Bergman [Ber]
développée dans ce contexte dans [Ng-Ze3|. La condition (3.1.1) sur la suite
(p5) se démontre facilement lorsque F' est I'adhérence d’un domaine assez
régulier contenant F' et relativement compact dans V, en considérant une
famille a un parameétre complexe interpolant les noyaux de Bergman des
deux domaines Vj et V1 := V. Elle s’en déduit facilement dans le cas général
en comparant la suite p;(F, V) a la suite pu;(Vp, V) associée a un couple
(Vo,V), ou Vj est un domaine assez régulier contenant F' et relativement
compact dans V' (cf. [Ze3]).

Pour prouver lestimation (3.1.2), on procede de la fagon suivante.
D’apres la continuité des injections (3.1.4), on montre que la fonction définie
par u(x) := (limsup,(log|Bj|/log uj))* est plurisousharmonique sur V' et
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vérifie 'inégalité v < 1 sur V. Par un raisonnement direct et simple basé
sur la condition de convergence (3.1.1) (cf. [Ze3]), on montre que u < 0
p-presque partout sur F, ce qui implique I'inégalité (3.1.2) grace a la pro-
priété de conservation de la P-mesure (2.1.6). Quant aux estimations (3.1.3),
elles résultent immédiatement de (3.1.2) en appliquant le lemme de Hartogs
(cf. [Ze2]). m

3.2. Fonctions séparément holomorphes. Le résultat suivant constitue
I’étape essentielle dans les démonstrations des théoremes sur ’extension des
fonctions séparément holomorphes qui seront énoncés au paragraphe suivant.

PROPOSITION 3.2.1. Soient U € X, V € Y des domaines et E C U,
F C V non-pluripolaires. On suppose de plus que F est compact et que V
est fortement hyperconvexe. Alors si f : W — C est séparément holomorphe,
il existe une fonction g holomorphe sur W telle que g = f sur WNW.

Démonstration. Cela se fait en trois étapes.
1) On suppose f continue et bornée sur U x F. On pose alors

M:= sup |f(z,y)| < +oo.
zeU,yeF

Soient p la mesure de Monge-Ampere associée au couple (F,V), H; :=
L2(V,d)\) N O(V) T'espace de Bergman des fonctions holomorphes dont le
module est de carré intégrable sur V, et Hy la fermeture de H; dans
L?(F,du). D’apres le lemme 3.1.1, il existe une base doublement ortho-
gonale (Bj);>1 dans H; et Hy telle que
IBjlleze =1, 1Bl = pj /" +oc.

De plus Z;;o? p; < < +oo pour tout € > 0.

Pour chaque x € FE, la fonction f, = f(z,-) est holomorphe sur V, il
existe donc des coefficients c;(z) tels que

—+00

foly) = fz,y) = ¢j(x)B;(y)  pour tout y € V
j=1

avec convergence uniforme sur tout compact de V. Les coefficients c; sont
donnés par la formule

cj(x) =\ f(=,9)B;(y) du(y).
F

D’autre part, la fonction

Usz+— S f(z,9)B;(y) du(y)
F

est holomorphe sur U, car f est continue et bornée sur U x F et f¥ = f(-,y)
est holomorphe sur U pour tout y € F. Notons encore c¢; cette fonction.
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Alors on a les estimations suivantes :
(3.2.1) lej(x)| < M[u(F)]Y?,  YeelU, Vj>1,
et
1 — v(x) .
(322) le@)|=|§ f@nBiway)| < T2, veeB vz,
Hi s My

N

ou
1/2
1@) = (§ 1@ yPdry) ~ powrae k.
\%4
Il en résulte que la suite

log |c; .
V5 = 17‘]|7 J > 17
0g [
est uniformément majorée sur U.
Posons v := limsup;_, ., v;. Les inégalités précédentes entrainent que

v < 0surUetv < —1sur E. Soit A :={x € U : v(z) < v*(z)}. On
av'+1<0sur E\Aetv*+1<1sur U. Comme v* est faiblement
plurisousharmonique sur U, il en résulte que v* < w*(-; E\ A,U) — 1 sur U.
Or A est pluripolaire et U € X relativement compact, donc w*(-; E\ A;U) =
w*(+; B;U). Le lemme de Hartogs implique que pour tout a € |0, 1] et tout
compact K C U(F,«), il existe une constante c¢(K, «) telle que

llejllx < e(K, a)u?‘_l pour tout j > 1.

Soit « € ]0, 1] fixé; montrons que la série Zjﬁ ¢;B; converge normale-
ment sur tout compact de U(F,a) x V(F,1 — a).
Soient K C U(E,a), L C V(F,1— «a) des compacts. 1l existe € > 0 tel
que K eU(E,a—¢)et LEV(F,1—a—e¢). On a donc
lejllxlIBill < e(K,a —)e(L,1 —a—e)u;®,  Vj=1.

—2¢e . . ;. 400
Comme ijo py = < o0, il en résulte que la série ijl cjB; converge

normalement sur tout compact de U(F,a) x V(F,1 — a). Comme
U U@E.a)xV(EL-a) =W,
O<a<l1
on en déduit que cette série converge normalement sur tout compact de 1%

vers une fonction g holomorphe sur W. Il est clair par définition méme que
g=fsur WnNnW.

2) On suppose maintenant £ € U. Soit (Us)s>1 une suite croissante de
domaines tels que £ € Us € U pour tout s > 1 et Uszl Us = U. Fixons
s € N* et pour tout k > 1, posons

Fp=F,,={yeF:|f(z,y)| <k, Yo e U}
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Il est clair que F, C Fi4q et Uy Fr = F, donc il existe kg > 1 tel que Fj,
soit non-pluripolaire pour tout k > k.

On démontre facilement par un argument de famille normale que I’en-
semble F}, est fermé et que f est continue sur Ug x Fj.

D’apres la premiere étape, pour tout k& > kg, il existe une fonction holo-
morphe g = g; sur Wk et égale a f sur Wk N Wy, ou

Wi =W; = (ExV)U(Us x Fy).

On obtient alors une suite de couples (g;, Wk“" )k avec Wk“" C Nk“" 1 Uk W,j
=W et gi = fsur W,f N W pour tout k > ko.

Par les mémes arguments que dans la premiere étape, on montre que
g = gj,1 Sur Wk N Wk = Wk On peut donc définir une fonction ¢g® sur

UkaO Wk en posant g° := gk sur Wk pour k£ > 1. La fonction ¢°

ainsi définie est holomorphe sur W et vérifie g® = f sur W N We. De la
méme fagon, on voit que les éléments (g*, W*) se recollent en une fonction

holomorphe g sur W= U W telle que g = f sur W N W.

3) Passons au cas général. On écrit alors E = |J,~; Ek, ot (Ey)i est
une suite croissante d’ensembles non-pluripolaires et relativement compacts
dans U. L’étape 2 entraine l’existence d’une suite de couples (g, Wk)k, ou
gk € O(Wk) et telle que gr = f sur Wi N W), pour tout k > 1. En recollant
les diverses extensions comme précédemment, on obtient une fonction ]? €

O(W) telleque f=fsur WNW. u

A partir du résultat précédent on peut démontrer le théoreme suivant qui
est une généralisation au cas des espaces analytiques singuliers du résultat
principal de [Ng-Ze2].

PROPOSITION 3.2.2. Soient U € X, V €Y des domaines relativement
compacts et E C U, F' C V des ensembles non-pluripolaires. On suppose
que F' est un borelien et que V' est pseudoconveze. Alors si f : W — C est
séparément holomorphe sur W, il existe une fonction f holomorphe sur W
telle que f: f sur Wnw.

Démonstration. On suppose d’abord que F' est de type F,.

On peut alors écrire F' = J,~, F) ol (F}); est une suite croissante de
compacts non-pluripolaires. En posant Wy, := (E x V) U (U x F}) et en
appliquant la proposition 3.2.1, on obtient une fonction g holomorphe sur
Wk telle que g = f sur /V[v/k NW},. Comme |, /V[v/k = W on en déduit comme
dans la démonstration de la proposition 3.2.1 que les g, se recollent en une
fonction g holomorphe sur W telle que g = f sur Wnw.
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Supposons maintenant que F soit un borelien quelconque. Soit (V)
une suite croissante de domaines pseudoconvexes relativement compacts
dans V telle que Fs := F N V; soit non-pluripolaire pour tout s > 1 et
Ule Vs=V.

Soit s € N* fixé et soit t > s. Comme F est un borelien, d’aprés Bed-
ford et Taylor [Be-Tal, il existe F. C Fs de type F, tel que w(-; Fl;V;) =
w(+; Fs; Vi) sur Vi. On applique la quatriéme étape avec F. et V; et on rec-

olle les morceaux pour ¢t > s. On obtient alors une suite (g5, W), vérifiant

= f sur W N W;. Ensuite, en recollant les morceaux pour tous les s > 1,
on obtlent un prolongement f € (’)( ) de f tel que f=fswWNW. u

3.3. Propagation de l’holomorphie. Le but de cette section est de mon-
trer que ’holomorphie se propage a partir d’un petit rectangle ouvert dans
la direction ou il y a holomorphie partielle. L’étape cruciale est la suivante.

LEMME 3.3.1. Soient U C X et Vo C V @Y des domaines, et E C U
un ensemble non-pluripolaire. Soit f : U x Vi — C une fonction holomorphe
telle que pour tout © € E, la fonction partielle f(x,-) se prolonge holo-
morphiquement a V. Alors pour tout a € E* et pour tout domaine G € V
vérifiant G N Vy # 0, il existe un voisinage ouvert conneze U, de a et une
fonction hg holomorphe sur U, x G tels que hq = f sur U, x (GNVp). En
particulier, f s’étend holomorphiquement au voisinage de chaque point de
E*x V.

Démonstration. Soit ® une base dénombrable d’ouverts de V' formée de
domaines fortement hyperconvexes. Il existe alors une suite finie de domaines
Diy,...,D, € D tels que G C U;Zl D,. On peut également choisir des
domaines fortement hyperconvexes {G; : 1 < j <r} telsque D; e G; €V
pour j = 1,...,r. Grace a la connexité de G, quitte a permuter les ouverts
D,, on peut supposer que Vo N Dy # 0 et DN Uf;ll D;#0pour2<p<r.
Posons V, = Vo U D1 U...U D, pour 1 < p < r de sorte que les ouverts V),
sont tous connexes.

On va construire, par récurrence sur p (0 < p < r), des ouverts connexes
U, contenant a et des fonctions f, € O(Up x V},) tels que fp, = f sur Uy, x V5.
Pour p = 0, on prend Uy = U et fo = f. Soit 1 < p < r et supposons
construits 'ouvert U,_1 et la fonction f,_1 € O(Up—1 xV),_1) tels que f,—1 =
fsur U,—1 x V.

Observons que pour tout z € ENU,_1, lapphcatlon partielle f, se
prolonge en une fonction holomorphe fx sur V et qu’alors fx( ) = fp—1(z,9)
pour tout (z,y) € ENUp,—1 C Vp—1. Posons Ep_1 := ENUp—1 C Up_q et
F,:=D,NV,_1 CGp. On peut donc définir une fonction h sur I’ensemble

Wy = (Up-1 X ) U (Ep-1 % Gp)
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en posant h(z,y) == fo(y) si (z,y) € Ep—1 X Gp et h(z,y) := fp—1(z,y) si
(x,y) € Up—1 x Fp.

Comme U,_1 est pseudoconvexe, il résulte de la proposition 3.2.2 qu’il
existe une fonction h holomorphe sur I'ouvert

Wy :={(z,y) € Up—1 X Gp : w(z; Ep—1;Up—1) + w(y; Fp; Gp) < 1}

telle que h = h sur Wp N Wp. Remarquons que U,_1 x F), C Wp N W, et
que donc h = h = fp—1 sur Up—1 x F,. Par conséquent on a h = fp—1 sur
Up—1 x (D, N Vp—1). Comme D, € G,, il en résulte qu’il existe un domaine
pseudoconvexe U,, € U,_1 voisinage de a tel que U, x D, C W), Il en résulte
que 'on peut donc définir une fonction f, sur U, x V,, en posant

= h sur U, x Dy,
P fp—1  sur Up x V1.

I1 est clair que f, est holomorphe sur U, x V, et que f, = f sur U, x V,.
Ainsi pour p = r on obtient une fonction f, holomorphe sur U, x V, telle
que f, = f sur U, x V5. En posant U, := U,, la restriction h, de f, a U, X G
est la fonction cherchée. m

En appliquant les résultats précédents, on va montrer que si f est une
fonction séparément holomorphe sur W alors elle admet une extension holo-
morphe au voisinage de chaque point de W*, sans hypothese sur les facteurs.
Plus précisément, on a le résultat suivant.

THEOREME 3.3.2. Soient U C X,V CY des domaines, EC U, F CV
des ensembles non-pluripolaires et soit f : W — C une fonction séparément

holomorphe sur W. Alors f se prolonge holomorphiquement au voisinage de
chaque point de W* := (U x F*)U (E* x V).

Démonstration. En effet, soient a € E*, U; € U un domaine quel-
conque contenant a et V3 € V un domaine hyperconvexe tel que F' NV; soit
non-pluripolaire. Posons F; := E N U; et définissons, pour chaque k& > 1,
Pensemble Fy, := {y € F : sup,cy, |f(z,y)| < k}. Alors F = |, Fj et comme
F' est non-pluripolaire, il existe kg > 1 tel que F} soit non-pluripolaire pour
tout k > kg.

Posons Fp := Fy, et soit Vo € Vi un domaine fortement hyperconvexe tel
que Fy := FyNV5 soit non-pluripolaire. L’ensemble L := Fi=FNWhcW
est alors un compact non-pluripolaire dans V.

Soient yp € L1 et (yr)r une suite de points de Fj, convergeant vers yo.
Considérons la suite de fonctions définie par gi(z) := f(z,yr) pour k > 1
et x € Uy. Pour tout k > 1, g est holomorphe sur U; et |gx| < ¢ dans Uy.
D’apres le théoreme de Montel, quitte & passer a une sous-suite, on peut
supposer que la suite (gx) converge vers une fonction g% holomorphe sur
Ui. Il est clair que g¥%° = f(-,yo) sur Ej. De plus la fonction g¥° ne dépend
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que du point yp mais non de la suite (yx)r de Fy qui converge vers yp. En
effet, soit (w;); C F1 une autre suite convergeant vers yo et telle que la
suite de fonctions holomorphes correspondante converge vers une fonction
holomorphe A% sur U;. Alors on aura g¥° = f(-,yp) = h¥ sur Ej. D’apres
le principe du prolongement analytique généralisé on a g% = h¥% sur Uy,
puisque FE7 est non-pluripolaire et que U; est un ouvert connexe.

Soient Wy := (Uy x L1)U(E1; x Vi) et g : Wi — C la fonction définie par

( ) _ gy(w) si (l‘,y) eU; x Ly,
KOV =N fary)  si@y) € By x V.

Alors g est séparément holomorphe sur W7.

Ainsi L1 C Vi est un compact non-pluripolaire, V7 est un domaine
fortement hyperconvexe et g est une fonction séparément holomorphe sur
Wi. D’apres la proposition 3.2.1, pour tout a € ]0,1], il existe une fonc-
tion g, holomorphe sur U;(Ep,«) x Vi(L1,1 — «) telle que g, = g sur
W1 N (Ul(El,a) X Vi(Lh 1— a))

Ainsi la fonction g, est holomorphe sur le rectangle Uj(Ej, «) X
Vi(L1,1—a) et pour tout x € Ef C Uy(E1, @), la fonction partielle gq (x, ) =
g(z,-) = f(z,-) sur V1(L1,1—a) se prolonge en une fonction holomorphe sur
V. Le lemme 3.3.1 entraine que g, et donc f, a une extension holomorphe
au voisinage ouvert de chaque point de Ef* x V = (E* NU;j) x V. Comme
U; est un voisinage d’un point arbitraire de E*, il en résulte que f s’étend
holomorphiquement au voisinage de chaque point de £* x V. Par symétrie,
on en déduit que f s’étend holomorphiquement au voisinage de chaque point
de W*. u

3.4. Eaxtension des fonctions séparément holomorphes. Le but de ce
paragraphe est de démontrer deux résultats importants sur ’extension des
fonctions séparément holomorphes.

On dira quun domaine U C X possede une extension holomorphe pseu-
doconvere §'il existe un domaine pseudoconvexe U d’un espace analytique
X tel que toute fonction holomorphe sur U se prolonge en une fonction
holomorphe sur U.

THEOREME 3.4.1. Soient X,Y des espaces analytiques complezes, UCX,
V CY des domaines et E C U, FF C V des ensembles non-pluripolaires
et W := W(E x F;U x V). Soit f : W — C une fonction séparément
holomorphe sur W. Alors il existe un voisinage ouvert {2 de W* dans U XV
et une fonction f holomorphe sur {2 telle que f = f sur 2NW.

THEOREME 3.4.2. Soient X, Y des espaces analytiques complexes, UCX,
V CY des domaines, E C U, F C V des ensembles non-pluripolaires et
W= (U x F)U(E x V). Alors on a les propriétés suivantes :
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1) Si U ou V' posséde une extension holomorphe pseudoconveze, alors
pour toute fonction f: W — C séparément analytique sur W, il existe une
fonction f holomorphe sur W telle que f: f sur Wnw.

2) Si de plus X et'Y sont des variétés de Stein, alors l’enveloppe d’holo-
morphie de W coincide avec la variété de Stein suivante :

W= {(z,9) €U XV :&(x; B;U) + &(y; F; V) < 1}
o U etV sont les enveloppes d’holomorphie de U et V' respectivement.

Le théoréeme 3.4.1 sera une conséquence immédiate du théoreme 3.3.2 et
du résultat suivant que nous avons préféré énoncer sous une forme générale
de facon a l'utiliser de nouveau au paragraphe 4.

PROPOSITION 3.4.3. Soient X, Y, Z des espaces analytiques complexes,
U C X,V CY des domaines, A C U, B C V des ensembles non-
pluripolaires. Soit f : X := (U x B)U (A x V) — Z une application qui
s’étend holomorphiquement au voisinage de chaque point de X. Alors, si on
pose A == AN A* et B' := BN B*, il existe un voisinage ouvert {2 de
Y= (U x B")U (A" x V) et une application holomorphe f de 2 dans Z
telle que ]?: fosur 2N X.

Démonstration. La démonstration de ce résultat se fait en plusieurs
étapes.

ETAPE 1. On démontre tout d’abord que pour tout domaine G € V
tel que G N B* # (), il existe un voisinage consistant U’ C U de A’ et une
application holomorphe h sur U’ x G telle que h = f sur (U’ x G) N X. En
effet, fixons un point a € A’ = AN A*. D’apres I’hypothese, pour tout b € G,
il existe un domaine U® C U voisinage de a, un domaine V? C V tel que
VN B* # () voisinage de b et une application h® holomorphe sur U? x V?
telle que h® = f sur (U® x V?) N X. Par compacité, on peut recouvrir G par
un nombre fini de domaines V% (1 < i < m). En posant U, := (-, U%, on
obtient un voisinage ouvert connexe de a tel que h% = f sur (ANU,) x V¥
pour chaque i = 1, ..., m. Ainsi pour i, k compris entre 1 et m, on a h¥ = hb*
sur (ANU,) x (V% NV%). Soit V, la composante connexe de 'ouvert | JI*, V%
qui contient G. Comme U, N A est non-pluripolaire et que U, est connexe, il
en résulte, grace au principe du prolongement analytique généralisé, que les
applications holomorphes h% se recollent en une application h, holomorphe
sur U, x V, telle que hy = f sur (ANU,) x G.

Le but maintenant est de recoller les extensions holomorphes h, de f
a U, x G obtenues précédemment. Remarquons que h, = f sur (ANU,)
x (BN G) et puisque AN U, est non-pluripolaire dans le domaine U,, il
résulte du théoréeme de prolongement analytique généralisé que h, = f
sur U, x (BNG). Soient maintenant a,b € A’ deux points distincts tels que
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U,NU, # 0, 0u U, CU et U, CU sont des domaines voisinages de a et
b respectivement tels qu’il existe des extensions holomorphes h, et h; de
f aux ouverts U, x G et Uy x G respectivement. Alors h, = f = hy sur
(UsNUp) x (BNG). Comme BN G est non-pluripolaire et G est connexe,
on en déduit que hy = hy sur (U, NUp) x G. En posant U’ := J,c 4 Ua, on
obtient alors un voisinage consistant de A’ et une application holomorphe h
sur U’ x G telle que h = f sur (U' x G)N X.

ETAPE 2. Passons maintenant au cas général. Pour se ramener a ’étape
1, considérons deux suites exhaustives (U;); et (V;); de domaines relative-
ment compacts de U et V respectivement. Posons A; := ANU;, B; :== BNV
et Xj := (Uj x Bj)U(A; xVj) pour j > 1 et désignons par f; la restriction de
f ala croix Y. Il existe alors jp > 1 tel que A; et B; soit non-pluripolaires
dans X et Y respectivement. D’apres la premiere étape, pour chaque j > jo,
il existe des voisinages consistants U; C Uj et V] C Vj de A’ := A; N Af et
B;- = B; ﬁB}-k respectivement et une application h; holomorphe sur I'ouvert
25 = (U] x Vj) U (U;j x VJ) a valeurs dans Z telle que h; = f; sur £2; N %;.
Montrons que les applications holomorphes h; : {2; — Z se recollent en une
application holomorphe h sur I'ouvert 2 := Uj 2;. En effet, fixons deux
indices j et k tels que k > j > jo, de sorte que 'on a la formule suivante :

.Qkﬂ.Qj:R1UR2UR3UR4,

Ry = (U;NU) xVj,  Rg:=U; x (V;NVy),
Ry= (U;NU0) < V] Ra=Uj = (VW)

Remarquons que A’ = A;N AT = ANA*NU; et B; = BN B*NV; de sorte
que A;- X B;- est contenu dans chacun des rectangles R; (1 <1 < 4). De plus,
pour un rectangle donné R = R; avec 1 < ¢ < 4, I'une de ses projections
est un voisinage consistant de la projection correspondante de l’ensemble
Al x Bj et 'on a hy = f = hy sur 2 N £2; N X;. Alors, en appliquant le
principe du prolongement analytique généralisé aux restrictions de h; et hy
au rectangle R par rapport a I'un des facteurs, on conclut que hy, = h; sur R.

En effet, considérons le premier rectangle Ry = (U ]’ NU;) x Vj. Comme
(U;NU) x By C Xj, on a hy = f=hjsur (U NU,) x B; C Ry. Comme
B} C Vj est non-pluripolaire et que V; est connexe, il résulte du principe
du prolongement analytique généralisé par rapport au second facteur que
hi, = hj sur (U ]’ NU},) x V;. Le méme raisonnement vaut pour le rectangle Rs.

Considérons maintenant le rectangle Ry = U} x (V; N'V})). Comme A} x
(V;NUj) C Xy, ona hy = f = h; sur A} x (V;NUj) C Re. Comme Uj est un
voisinage consistant de A;-, il résulte du principe du prolongement analytique
généralisé par rapport au premier facteur que hy = h; sur U j’ x (V;nV)).
Le méme raisonnement vaut pour le rectangle Ry.
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Par conséquent, les applications holomorphes h; se recollent en une ap-
plication holomorphe sur {2 = ; §2; qui étend 'application f. De plus, en
posant X% := (A} x V;) U (U; x Bj), {2; est un voisinage de X% et donc
{2 est un voisinage de X' = (J; 2. Ceci acheve la démonstration de notre
résultat. m

Nous pouvons maintenant démontrer facilement le théoreme 3.4.1.

Démonstration du théoréme 3.4.1. En effet, d’apres le théoreme 3.3.2,
f s’étend holomorphiquement au voisinage de chaque point de W* =
(U x F*)U (E* x V). En observant que A := E* et B := F* sont des
ensembles non-pluripolaires dans X et Y respectivement et en posant X :=
(Ux B)U(AxV), on déduit de la proposition 3.4.3 qu’il existe un voisinage
ouvert de X' := (U x B") U (A’ x V) auquel la fonction f s’étend holomor-
phiquement, ot A’ := AN A* et B’ := BN B*. Remarquons maintenant que
A= E*, B’ = F* et donc X = W*, ce qui prouve le résultat voulu. m

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 3.4.2.

Démonstration du théoréme 3.4.2. 1) Pour démontrer la premieére asser-
tion, on procede en trois étapes.

ETAPE 1. Supposons que U € X et V € Y sont des domaines rela-
tivement compacts et que V' est pseudoconvexe. Le théoreme 3.4.1 implique
qu’il existe un voisinage ouvert (2 de W* et une fonction g holomorphe sur {2
telle que g = f sur 2N W. Comme la fonction g est séparément holomorphe
sur W* et que E* et I'* sont des ensembles boreliens non-pluripolaires, la
proposition 3.2.2 implique que g a une extension holomorphe f a W.

ETAPE 2. Supposons que V est pseudoconvexe. Soient (Uj); et (V));
deux suites exhaustives de domaines relativement compacts de U et V
respectivement telles que les domaines V; soient pseudoconvexes. Posons
E; =ENU;, Fj:=FnNV;etW; := (U] XFj)U(Ej XV‘;) pour j > 1.
I1 existe alors jo > 1 tel que E; et F}; soient non-pluripolaires pour tout
J > Jjo. On voit facilement que E* C U]>J ES et F* C U]>j0 F}. D’apres
la premlere etape pour j > jo, il existe une fonction f] holomorphe sur
W telle que f] = f sur W N W;. Remarquons que W; C W+1 et que
fj+1 =f= f] sur W NW;. D’apres le pr1nc1pe du prolongement analytique
généralisé, on en déduit aisément que f]+1 = f] sur W], ce qul prouve que
les fonctions fj se recollent en une fonction holomorphe sur U W qui étend
f. Posons u; := w(+; £7;U;) pour j > 1. La suite (u;); décroit vers une fonc-
tion plurisousharmonique u < 1 sur U. De plus, il est clair que u; < 0 sur
E* pour tout j > 1, ce qui implique que u < 0 sur E* et par suite u <
w(-; E*;U). De méme, si on définit v; := w(-;Fj’f;Vj), on obtient une suite
décroissante de fonctions plurisousharmoniques qui converge vers une fonc-
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tion v plurisousharmonique sur V' vérifiant v < w*(-; F*; V). Par conséquent
wcy ; W;, ce qui démontre que f a une extension holomorphe a W*.

ETAPE 3. Si V est une extension pseudoconvexe de V', toute fonction
holomorphe sur V' se prolonge en une fonction holomorphe sur V. Par
conséquent la fonction f séparément holomorphe sur W' se prolonge en une
application séparément holomorphe sur la croix W' := (U x F)U (E x V).
D’apres Iétape 2, il en résulte que f s’étend holomorphiquement & l'ouvert
W'. Comme W C W' le résultat cherché en découle.

2) Si X et Y sont des variétés de Steln alors les domaines U et V' ont
des enveloppes d’holomorphie respectives UetV qui sont des variétés de
Stein. Il est alors clair que f se prolonge en une application séparément
holomorphe sur W' := (U x F*)U (E* x V) qui, d’apres la premiere partie
de la démonstration, s’étend holomorphiquement a W' = W. Comme W est
pseudoconvexe dans la variété de Stein U x 17, c’est une variété de Stein, ce
qui prouve notre assertion. m

4. Applications séparément holomorphes. Nous allons maintenant
utiliser les résultats de la section 3 pour démontrer les résultats d’extension
pour les applications séparément holomorphes énoncés au paragraphe 2.

4.1. Propagation de [’holomorphie pour les applications. Soient X, Y,
Z des espaces analytiques complexes. Le résultat qui suit constitue 1’étape
essentielle dans la démonstration du théoréeme de Hartogs pour les appli-
cations séparément holomorphes. C’est ’analogue pour les applications du
lemme 3.3.1.

LEMME 4.1.1. Soient K C X, L C Y des ensembles boreliens de type
Foy Ug C X et Vg C Y des domaines tels que K N Uy et L N Vy soient
non-pluripolaires dans X et'Y respectivement et E C K N Uy un ensemble
non-pluripolaire. Soient Z un espace analytique complexe et f : Uy x Vo — Z
une application holomorphe telle que pour chaque point x € E, Uapplication
partielle f(z,-) : LNVy — Z se prolonge en une application holomorphe d’un
voisinage de L dans Z. Alors il existe un ensemble borelien E' C E* quasi-
égal a E et tel que 'application f s’étend holomorphiquement au voisinage
de chaque point de E' x L dans X x Y.

Démonstration. La démonstration se fait en deux étapes.

ETAPE 1. Soit G C L un compact connexe tel que Vo N G soit non-
pluripolaire. On va montrer qu’il existe un ensemble borelien E/ C E* quasi-
égal & E, un voisinage consistant U’ C Uy de E’, un voisinage ouvert V. C Y
de G et une application holomorphe h de U’ x V dans Z tels que h = f
sur U x (V N'V}). En effet, considérons une base dénombrable d’ouverts ©
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de Y et une base dénombrable d’ouverts de Z formée par des domaines de
Stein (Z;);>1 telle que pour chaque [, il existe un plongement ¢; de Z; sur
un sous-ensemble analytique du polydisque unité de C™M.

Pour chaque entier » € N*, on désigne par H, ’ensemble des applications
holomorphes h de Vy dans Z pour lesquelles il existe des multi-indices j :=
(G1s--sdr), k= (k1,..., k) € (N*)" tels que les ouverts Dj,,...,Dj € D
recouvrent G et il existe une application h holomorphe de Dj, U...UD, dans
Z telle que E(Djp) C Zy, pour 1 <p<ret h = h sur (Dj,U...UD; )NW.
On désigne alors par E, l'ensemble des «x € FE tels que f, € H,. Il est
facile de vérifier a partir des hypotheses que (F,) est une suite croissante
d’ensembles tels que E' = | J, o+ Er. Comme E est non-pluripolaire, il existe
s > 1 tel que pour tout r > s, E, soit non-pluripolaire. Fixons r > s et
a € Ey. Choisissons des domaines D), tels que D;, € D;, pour 1 <p <7 et
G C DjU...UD;. Par connexité de G, quitte & permuter les D, (1 < p <),
on peut supposer que VoN Dy # 0 et D,NU <<, 1 Dj # 0 pour 2 <p <r.
Alors pour chaque 1 < p <7, 'ensemble défini par V,, := VU Dy U...U D,
est un domaine. On va construire, par récurrence sur p (0 < p < r), des
voisinages ouverts U, C Uy de a tels que f se prolonge en une application
holomorphe de U, x V,, dans Z.

Pour p = 0, la fonction fy := f est holomorphe sur Uy x V4.

Supposons que pour un entier p (1 < p <r) on a construit un voisinage
ouvert U,_1 C Up de a et une application holomorphe ]7 de Up—1 x Vp_1
dans Z telle que .]? = f sur (ENUpy1) x V. En choisissant un domaine
D; € D,NV,_1, il résulte alors de la définition de £, que f((ErﬂUp_l) x Dyp)
C Zy, . Par suite, la continuité de fvsur Up—1 x V—1 et la compacité de D_]’D’
impliquent qu’il existe un voisinage ouvert connexe UI’7 C Up—1 de a tel
que ]‘7(UI’7 x Dy) C Zy,. Considérons maintenant 'application holomorphe
g = @po f U, x D, — CNr, ot ¢, est un plongement de Zy, sur un
sous-ensemble analytique du polydisque unité de CN». Par définition de E,,
pour tout x € E,. N U;, =FE.N Uz’j_1 Papplication partielle g(z, -) se prolonge
en une application holomorphe de D;, dans CNe. Comme D; € D;,, il
résulte du lemme 3.3.1 qu’il existe un domaine U, C Uzlv voisinage de a et
une application holomorphe g : U, x D]’D — CMv telle que § = g sur Up x D;’ .
Comme ,(Zy,) est un sous-ensemble analytique fermé du polydisque unité
de CMr et que g((E, NU,) x D)) = g((E, NUp) x Dy) C ¢p(Zy,), alors,
puisque E, N U, est non-pluripolaire dans le domaine U,, le principe du
prolongement analytique généralisé entraine que g(U, x D,,) C ¢p(Zy,)-

Posons f/ := go;l 0g:Uyx D, — Zy, C Z. Alors d'une part f’ est holo-
morphe sur Uy, x D}, et f' = fsur Up x Dy et donc f' = f sur (E,NUy) x D},
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ce qui implique que f’ = f sur (E,NU,) %X D’ d’apres le principe du prolonge-
ment analytique généralisé. D’autre part, f est holomorphe sur U, x V},_1 et
f=fsur (E, ﬂU)pr 1. Par conséquent f = f' sur (ErNUp) x DNV,
ce qui implique que f = f’sur U, x Dpﬁ%_l d’apres le principe du prolonge-
ment analytique généralisé. On obtient donc le prolongement holomorphe f,
de f a U, x V, en posant f, := f sur Up x Vp-1 et fp:= f'sur U, x D), ce
qui acheve la récurrence. Pour p = r on a alors G C V,. et f se prolonge en

une application holomorphe de U, x V,. dans Z, ou U, est un voisinage de
a € E et V,. est un voisinage ouvert connexe de G.

Posons E' := |J,~, E;. Alors E' C E* est un borelien tel que E \ E' C
U,~s(Er\ EF) soit pluripolaire et f s’étend holomorphiquement au voisinage
de chaque point de E’ x G.

ETAPE 2. Considérons maintenant une suite croissante (G;) de com-
pacts telle que L = Uj Gj. Alors la construction précédente fournit une
suite (E;) d’ensembles boreliens contenus dans E* et tels que pour chaque
J € N*, I'ensemble F \E; soit pluripolaire dans X et I’application f s’étende
holomorphiquement au voisinage de chaque point de E; x Gj. En posant
E' = ; £, il en résulte que E' C E* est un ensemble borelien tel que
E\ B = J;(E\ E}) soit pluripolaire dans X et I'application f s’étende
holomorphiquement au voisinage de chaque point de £/ x L. m

4.2. Démonstration du théoréme 2.2.1. La démonstration du théoreme
2.2.1 se fait en trois étapes.

ETAPE 1. On suppose d’abord que K C X et L C Y sont des domaines
de X et Y que l’on notera U et V respectivement. Ainsi f est une application
séparément holomorphe sur (U x F)U (E x V) a valeurs dans Z.

Considérons une base dénombrable d’ouverts de Z formée de domaines de
Stein (Z;);j>1 telle que pour chaque j > 1, il existe un plongement ¢; de Z;
sur un sous-ensemble analytique du polydisque unité de C*i. Soient D = (Dl)
et G = (G)) des basees dénombrables d’ouverts de X et Y respectivement
formées de domaines de Stein relativement compacts.

Soit yg € FNF* un point fixé. Alors pour tout x € F il existe i = i, € N*
tel que f(x,y0) € Z;. En désignant, pour chaque i € N*, par A; ’ensembles
des x € E tels que fi(vo) = f(z,y0) € Z;, on a alors E = (J;5; 4.
Désignons par I I’ensemble des indices i € N* tels que I’ensemble A; soit non-
pluripolaire. Alors I’ensemble A’ := ( J;.; A; est un sous-ensemble de E quasi-
égal & E. Fixons i € I ; alors par définition, pour tout x € A;, il existe j € N*
tel que yo € Gj et fz(G;) C Z;; on a utilisé la continuité de I'application
partielle f, au point yo € F'NF* C V. Pour chaque i € I fixé, désignons par
B; j 'ensemble des x € A; tels que f,(G;) C Z;, de sorte que A; = Uj21 B ;
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et f(B;; x G;) C Z;. Notons, pour chaque i € I, par J; 'ensemble des in-
dices j € N* tels que ’ensemble B; ; soit non-pluripolaire. Alors I’ensemble
E:= Uier Ujes, Bi,j est un sous-ensemble de E quasi-égal a E.

Désormais fixons ¢ € I et j € J;, et notons pour simplifier B := B; ; et
G := Gj. Alors I'ensemble M := F'NG est non-pluripolaire puisque yo € F™*
et que GG est un voisinage de yg. Il en résulte que Bx M C Bx G C W et
que f(B x G) C Z;.

A partir de 1a, la démonstration de cette premiere étape se fait en deux
sous-étapes.

1) Montrons d’abord que pour tout point a € BNB*, il existe un domaine
U] voisinage de a et un sous-ensemble borelien E/ C Ul N B* quasi-égal a
U! N B tels que f s’étende holomorphiquement au voisinage de chaque point
de E/ x V.

En effet, pour tout y € M = FN G, on a fY(a) = f(a,y) € Z; et donc
il existe k& € N* tel que a € Dy et fY(Dy) C Z;. En raisonnant comme
précédemment, on obtient un ensemble non-pluripolaire N = N;; C M; et
un voisinage ouvert D = D;, € U de a tels que f(D x N) C Z;. Posons
C:=BnNDetI:=(CxG)U(Dx N)cC W. Alors par construction, on a
f(I') C Z; et Vapplication g := @ o f : I' — C¥ est séparément holomorphe
sur I, ou ¢ est un plongement holomorphe de Z; dans un polydisque de
C"i. Le théoreme 3.4.2 implique alors que g a une extension holomorphe g
a l'ouvert

I'={(z,y) € D x G:w(x;C; D) +w(y; N;G) < 1}.

~

Le principe du prolongement analytique généralisé prouve que g(I") C ¢(Z;).
En observant que I" = (J;51(Ok x Py), olt

Orp:={zeD:w(xC;D)<1-1/k}
P, :={yeG:w(ly;N;G) < 1/k},

on en déduit que f est holomorphe sur chaque rectangle ouvert Oy, x Py et que
pour tout x € C'N Oy, qui est non-pluripolaire, application partielle f(z, )
se prolonge holomorphiquement a U. Grace au lemme 4.1.1, on en déduit
qu’il existe un sous-ensemble borelien C; C O N C* quasi-égal a C' N Oy,
tel que f admette une extension holomorphe au voisinage de chaque point
de €}, x V. 11 en résulte immédiatement que C’ := |, C} est un ensemble
borelien quasi-égal & C' = BN D, tel que C' € C* = D N B* et tel que f
admette une extension holomorphe au voisinage de chaque point de C’ x V.
En posant E!, := C’ et U, := D, on obtient le résultat annoncé.

2) Montrons maintenant qu’il existe un sous-ensemble borelien E' C E*
quasi-égal a E tel que 'application f admette une extension holomorphe au
voisinage de chaque point de E/ x V.
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En effet, en recouvrant BN B* par une famille dénombrable de voisinages
du type U., a € T, ou T est un ensemble dénombrable, et en considérant
les ensembles boreliens correspondants E), C B* N U/ quasi-égaux & BNU,,
obtenus a I’étape précédente, on en déduit immédiatement que ’ensemble
E" .= ,er E. est un borelien tel que E” C B* soit quasi-égal & B et que f
admette une extension holomorphe au voisinage de chaque point de E” x V.

Rappelons a ce stade que B = B; ; C F avec i € I et j € J; et notons
par E” C B} i I’ensemble borelien correspondant quasi-égal a B; ; et tel
que f admette une extension holomorphe au voisinage de chaque point de
E{; x V. Posons E' = ¢, U]GJ E;. Alors 'ensemble E' C E* est un

borelien quasi-égal a I’ensemble E= U,Le U ieJ; B; j, qui est quasi-égal a E,
d’apres le début de la preuve. Par conséquent I'ensemble E/ C E* est un
borelien quasi-égal a E et tel que f admette une extension holomorphe au
voisinage de chaque point de B’ x V.

Comme les deux facteurs jouent des roles symétriques dans 1’énoncé du
théoreme, le résultat annoncé en découle.

ETAPE 2. On suppose que K C X et L C Y sont des compacts. Soit
(Dj) (resp. (G4)) une suite de domaines de X (resp. Y) qui converge vers
K (resp. L). Pour chaque j € N, désignons par E; (resp. F};) I'ensemble des
x € F (resp. y € F) tels que f(z,-) (resp. f(-,y)) se prolonge en une fonction
holomorphe sur G; (resp. D). Il est alors clair que E = |J; Ej et F = J; Fj.
Il existe donc un rang jo > 0 tel que pour j > jo, les ensembles E; et I
soient non-pluripolaires dans X et Y respectivement De plus pour chaque
J > jo, on peut donc définir une fonction f; : Wj := (E;xG;)U(D;jxF;) — C
séparément holomorphe telle que f; = f sur (E x L)U (K x Fj). D’apres la
premiere étape, pour chaque j > jg, il existe un ensemble borelien E; CE;
quasi-égal a E; et un ensemble borelien F ]’ C Fj quasi-égal a F} tels que
I'application f; s’étend holomorphiquement au voisinage de chaque point de
(Dj x F}) U (E} x Gj). 1l en résulte que f s’étend holomorphiquement au
voisinage de chaque point de (K x F}) U (E} x L).

Posons E' 1= (5, Ej et F' := U3>] FJ. Alors il en résulte que £/ C E*
est un ensemble borelien qua51—egal a E et que F’ est un ensemble borelien
quasi-égal a F' tels que que f se prolonge holomorphiquement au voisinage
de chaque point de (K x F')U (E" x L).

ETAPE 3. Passons maintenant au cas général. On écrit alors K = U; K;
et L = J; Ly, ou (Kj) et (L;) forment des suites croissantes d’ensembles
compacts et non-pluripolaires dans X et Y respectivement. En posant F; :=
ENK;et Fj := FnN Lj, on voit clairement que pour j assez grand F; et
F}; sont non-pluripolaires dans X et Y respectivement. D’apres la deuxieme
étape, pour chaque j assez grand, il existe un ensemble borelien E; C EJ*
quasi-égal & F; et un ensemble borelien F ]’ C F; quasi-égal a Fj tels que



272 O. Alehyane et A. Zeriahi

[ se prolonge holomorphiquement au voisinage de chaque point de (K x
FI) U (B} x Lj). Posons E' := (; £} et F' := [, F[. Il est facile de voir
que E' C E* est un ensemble borelien quasi-égal & E et que F' C F* est
un ensemble borelien quasi-égal a F tels que f s’étende holomorphiquement
au voisinage de chaque point de (K; x F') U (E’ x L;) pour tout j € N*.
Par suite 'application f s’étend holomorphiquement au voisinage de chaque
point de (K x F')U (E’ x L). Pour achever la démonstration du théoreme,
posons S7 := E*\ E' C X et Sy := F*\ F' C Y. Alors, par construction, les
ensembles 57 et Sy sont pluripolaires dans X et Y respectivement et d’apres
ce qui précede, on a S(f,W) C S; x Sa, ce qui prouve par définition que
S(f,W) est doublement pluripolaire dans X x Y. =

4.3. Démonstration du théoreme 2.2.2. Pour démontrer le théoreme
2.2.2, on distinguera deux cas.

PREMIER CAS. On suppose que K = U C X et L =V C Y sont
des ouverts. Soit f est une application séparément holomorphe sur W =
(U x F)U(E x V) avaleurs dans Z. D’apres le théoreme 2.2.1, il existe des
ensembles boreliens A C E* et B C F* quasi-égaux a F et I respectivement
tels que f s’étende holomorphiquement au voisinage de chaque point de
W' := (UxB)U(AxV).D’apres la proposition 3.4.3, il existe des ensembles
boreliens A’ C A* et B’ C B* quasi-égaux a A et B respectivement, et il
existe un voisinage ouvert {2 de (U x B')U (A’ x V) tels que f s’étende en
une application holomorphe de {2 dans Z. Il est alors clair que A’ C E* et
B’ € F* sont des ensembles boreliens quasi-égaux a F et F' respectivement,
ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.2.2 dans le premier cas. m

Pour démontrer le théoreme 2.2.2 dans le second cas, on aura besoin
d’étendre la proposition 3.4.3 au cas d’une croix inscrite dans un rectangle
de type Gs. Cela utilise le premier cas du théoreme 2.2.2 que I'on vient
d’établir. Voici le résultat intermédiaire dont nous aurons besoin.

PROPOSITION 4.3.1. Soient X, Y, Z des espaces analytiques complexes
et K C X, L CY des ensembles boreliens connexes non-pluripolaires de
type G5. Sotent A C K, B C L des ensembles non-pluripolaires et f : X :=
(K x B)U (A x L) — Z une application qui s’étend holomorphiquement au
voisinage de chaque point de X. Alors il existe un ensemble borelien A C A*
quasi-égal a A dans X, un ensemble borelien B’ C B* quasi-égal a B dans
Y, un voisinage ouvert 2 de la croiz X' := (K x B') U (A’ x L) et une
application holomorphe f: 2 — Z telle que f: fosur 2N X.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de la proposition
3.4.3 avec cependant une perte d’information concernant les ensembles A’
et B'. En effet, soit (Dj;) (resp. (G;)) une suite décroissante de domaines de
X (resp. Y) qui converge vers K (resp. L).
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Alors pour chaque entier j > 1, désignons par A; (resp. Bj) I'ensemble
des points x € A (resp. y € B) tels que lapplication partielle f(z,-) (resp.
f(-;y)) se prolonge en une application holomorphe de G;_; (resp. Dj_1)
dans Z. Il en résulte immédiatement que A = (J; 4; et B = |J; B, de
sorte qu’il existe un jo > 1 tel que A; et B; soient non-pluripolaires pour
tout 5 > jo, puisque les suites d’ensembles en question sont croissantes.
De plus on obtient une application séparément holomorphe f; sur X, :=
(D; x Bj) U (A; x Gj) telle que f; = f sur (K x Bj)U(A; x L).

Fixons j > jg. D’apres le premier cas du théoreme 2.2.2, il existe des
ensembles boreliens A} C A7 et B} C Bj quasi-égaux a Aj et Bj re-
spectivement tel que l'application f; s’étend holomorphiquement au voisi-
nage de X7 := (A} x G;j) U (D; x BY). On est donc dans les hypotheses
de la proposition 3.4.3. Comme D; € D;_1 et G; € Gj_1, d’apres la
premiere étape de la démonstration de la proposition 3.4.3, il existe un
voisinage consistant D C D; de A} := A} N Ag»*, un voisinage consistant
G’ C Gj de B} := Bj N B;* et une application h; holomorphe sur I'ouvert
2; = (D} x Gj) U (Dj x G}) telle que h; = f; sur (D x Bf) U (A} x Gj).
En particulier on a hj = f sur (K x B}) U (A} x L).

Montrons que les applications h; se recollent. En effet, fixons deux indices
J =1 > jo et observons que

QjﬁQiZRlURQUR3UR4

Ry := (D;ND;) x Gj, Ry:=(D;NDy)x G,
R3:=Dj x (GiNGj), Ry:=D;x(G;NGY).

On constate comme a 1’étape 2 que chaque rectangle R parmi les rectangles
R; (1 <i < 4) contient I'ensemble A7 x B et que I'une des deux projec-
tions de R est un voisinage consistant de la projection correspondante de
I’ensemble A7 x Bj/. On peut donc raisonner comme dans la démonstration
de la proposition 3.4.3 pour conclure, grace au principe du prolongement
analytique généralisé, que h; = h; sur §2;N{2;, ce qui prouve qu’il existe une
application h holomorphe sur {2 := ) 2; a valeurs dans Z telle que h = h;
sur {2; pour tout j > jo.

De plus il est clair que h est une extension holomorphe de f a (2. D’autre
part, ’ensemble A’ := | A;-’ est un borelien contenu dans A* et quasi-égal
a A; de méme que I'ensemble B’ :=J B} est un ensemble borelien contenu
dans B* et quasi-égal & B. De plus {2 est un voisinage de X/ := (K x B")U
(A/ X L). n

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 2.2.2 dans
le second cas.
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SECOND CAS. On suppose que K C X et L C Y sont des ensem-
bles de type G5. Soit f est une application séparément holomorphe sur
W = (K x F)U (E x L) a valeurs dans Z. D’apres le théoreme 2.2.1, il
existe des ensembles boreliens A C E* et B C F* quasi-égaux a F et F re-
spectivement tels que f s’étende holomorphiquement au voisinage de chaque
point de la croix W’ := (K x B) U (A x L). D’apres la proposition 4.3.1, il
existe des ensembles boreliens A’ C A* et B’ C B* quasi-égaux a A et B
respectivement, et il existe un voisinage ouvert 2 de (K x B') U (A’ x B)
tels que f s’étende en une application holomorphe de 2 dans Z. Il est alors
clair que A’ C E* et B’ C F* sont des ensembles boreliens quasi-égaux & E
et F respectivement, ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.2.2. u

4.4. Démonstration du théoreme 2.2.4 et du corollaire 2.2.5. Nous allons
maintenant utiliser les résultats précédents pour démontrer le théoreme 2.2.4
et le corollaire 2.2.5.

Démonstration du théoréme 2.2.4. 1) Supposons d’abord que X et Y
sont des variétés de Stein. Alors le théoreme 2.2.4 est une conséquence
immédiate du théoreme 3.4.2 et du théoreme 2.1.2 de Shiffman.

2) Supposons maintenant que X et Y sont des variétés complexes. Dans
ce cas, la démonstration se fait en deux étapes.

ETAPE 1. On suppose que U C X est un domaine de Stein, £ C U
est un ensemble non-pluripolaire, F' = V est un domaine quelconque de Y.
Nous allons montrer que si f: W = W(E x V;U x V) — Z est séparément
holomorphe sur W alors elle est holomorphe sur U x V.

En effet, soit G € V un domaine de Stein quelconque. Alors la restriction
g de f ala croix W(E x G;U x G) = U x G est séparément holomorphe.
Comme elle est inscrite dans le rectangle U x GG, qui est une variété de Stein
produit, alors d’apres le premier cas g s’étend en une application holomorphe
g sur 'enveloppe d’holomorphie de W(E x G;U x G), qui n’est autre que le
domaine de Stein U x G. Il en résulte que f est holomorphe sur U x G et
comme GG C V est un domaine de Stein quelconque, on en déduit que f est
holomorphe sur U x V.

ETAPE 2. Dans le cas général, on va utiliser un résultat de J. E. Fornaess
et E. Stout pour se ramener au premier cas et ensuite utiliser le résultat de
la premiere étape pour conclure grace a la proposition 3.4.3.

En effet, d’apres [Fo-St], si m est la dimension de X, il existe un biholo-
morphisme local ¢ : A™ — X du polydisque unité A™ de C™ sur X. De
méme il existe un biholomorphisme local ¥ : A™ — Y, ou n est la dimension
de Y. Posons D := ¢~ Y(U), A := ¢"YE), G := V), B := v (F).
Alors I'application définie par h(z,w) := f(¢(2), ¥ (w)) est séparément holo-
morphe sur la croix X := (D x B)U (A x G) C A™ x A" & valeurs dans
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Z. D’apres le premier cas, h s’étend en une application R holomorphe sur
I’enveloppe d’holomorphie X de X a valeurs dans Z. Il est facile de vérifier
que A* = ¢~ (E*) et B* = ¢~ 1(F*).

Montrons que f s’étend holomorphiquement au voisinage de chaque point
de W*. En effet, soient (zo,y0) € E* x L et (z0,wp) € A" x G tels que
#(20) = xo et Y(wo) = yo. Comme (zp,wp) € f’, il existe alors un domaine
Dy C A™ voisinage de zp et un domaine Gy C A" voisinage de wy tel que
GoNF* # () et que Dy x Gy C Y. Par suite ’application h est holomorphe
sur Do x Gg. On peut toujours choisir Dy assez petit pour que ¢ induise un
biholomorphisme de Dy sur le domaine Uy := ¢(Dy). Alors pour chaque y €
¥ (Gop), en prenant ¢ € Gg tel que ¥(¢) = y, on en déduit que f(é(z),y) =
ﬁ(z,{ ) pour tout z € Dy N A*. Comme ¢ est un biholomorphisme de Dy
sur Uy, il en résulte que 'application z +— fY(x) := f(z,y), définie sur
&(Do N A*) = Up N E*, se prolonge en une application }\37 holomorphe sur
Uy. D’autre part, si z € Uy N E*, 'application y — f(x,y) est holomorphe
sur Gp. Ainsi Papplication g := ((Up N E*) x Vp) U (Up x Vo) — Z définie
par g(x,y) = }\?3(:6) pour (z,y) € U x Vp est séparément holomorphe sur la
croix ((UgNE*) x Vy)U(Uy x V) & valeurs dans Z. Maintenant nous sommes
ramenés a la premiere étape, ce qui implique que ¢ est holomorphe sur
Up x Vy. Par conséquent, 'application f s’étend holomorphiquement a
Pouvert Uy x Vp, qui est un voisinage admissible du point (zg,yo). Ainsi
I’application f s’étend holomorphiquement a un voisinage admissible de
chaque point de E* x V. Par symétrie, il en résulte que f s’étend holo-
morphiquement & un voisinage de chaque point de W*. On conclut alors en
utilisant la proposition 3.4.3. =

Il nous reste maintenant a démontrer le corollaire 2.2.5.

Démonstration du corollaire 2.2.5. Soit (G;); une suite décroissante de
domaines de Y qui converge vers L. Notons E; 'ensemble des z € E tels
que 'application f, : L — Z se prolonge en une application holomorphe
gz,j sur I'ouvert Gj. Alors (E}) est une suite croissante d’ensembles tels que
E=U ; E;. Il en résulte que pour tout j assez grand, E; est non-pluripolaire.
Par conséquent, I'application f; : W; := W(E; x G;U x L) — Z, donnée
par fj(z,y) = gz,;(y) pour (z,y) € E; x Gj et fj(z,y) = f(z,y) pour
(x,y) € UxL, est bien définie et est séparément holomorphe sur W;. D’apres
le théoreme 2.2.3, I’application f; s’étend holomorphiquement a un voisinage
ouvert £2; de W) = (£ x G;) U (U x L*), qui contient U x L*.

Supposons de plus que U est hyperconvexe et posons A := ; EJ* Notons
que E\A C Uj(Ej \EJ*) est pluripolaire dans U et donc Cap™(E\ A;U) = 0.
Comme E\ A = ();(E\ E7) et que la suite (E'\ E7) est décroissante, il
en résulte que pour € > 0 donné, on peut trouver j assez grand tel que
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Cap*(FE\ E5U ) < e. D’apres ce qui précede, f s’étend holomorphiquement
a l'ouvert §2;, voisinage de (£ x G;) U (U x L*). En posant E' := EJ et
G := G, on obtient le résultat souhaité. m
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