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Théorèmes de préparation Gevrey
et étude de certaines applications formelles
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Abstract. We consider subrings A of the ring of formal power series. They are defined
by growth conditions on coefficients such as, for instance, Gevrey conditions. We prove
preparation theorems of Malgrange type in these rings. As a consequence we study maps
F from Cs to Cp without constant term such that the rank of the Jacobian matrix of F is
equal to 1. Let A be a formal power series. If F is a holomorphic map, the following result
is well known: A◦F is analytic implies there exists a convergent power series Ã such that
A ◦ F = Ã ◦ F. We get similar results when the map F is no longer holomorphic.

Introduction. Soit X = (X1, . . . ,Xs) des variables. On désigne par
C[[X]] l’anneau des séries formelles en s variables à coefficients dans le corps
C. Pour tout multi-indice J de Ns, on utilise les notations habituelles XJ =
Xj1

1 . . .Xjs
s et |J | = j1 + . . . + js. Pour toute série f =

∑
J∈Ns fJX

J , on
note ord(f) = min(j ∈ N : j = |J | et fJ 6= 0), l’ordre d’annulation de f,
avec la convention ord(f) = ∞ si f est identiquement nul. On considère
M = {Mn}n∈N une suite de réels positifs qui vérifie les propriétés

(H1) M0 = 1 et {Mn+1/Mn}n∈N est croissante,

(H2) ∃C > 0 tel que Mn+1 ≤ Cn+1Mn.

Dans la suite, pour tout entier fixé k, M (k) désigne la suite {Mkn}n∈N. Soit
C0 une constante strictement positive. On pose

C[[X]](M) =
⋃

C0>0

{
f =

∑

J∈Ns
fJX

J ∈ C[[X]] : sup
J∈Ns

|fJ |
M|J|C

|J|
0

<∞
}
.

La condition (H1) sur la suiteM assure la stabilité par produit de C[[X]](M).
C’est donc un anneau. Pour rappeler qu’il est défini par des conditions de
croissance sur les coefficients, on dit que C[[X]](M) est un anneau de séries
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formelles à croissance contrôlée. Si l’on a Mn = 1 pour tout entier n, on note
M = 1 et C[[X]](1) n’est autre que C{X}, l’anneau des séries convergentes.
On a l’inclusion C{X} ⊂ C[[X]](M) ⊂ C[[X]]. La condition (H2) assure
simplement la stabilité par dérivation de C[[X]](M). Des exemples de tels
anneaux sont donnés par les séries formelles à croissance Gevrey (Mn = n!α,
α ∈ R+) bien connues dans la théorie des équations différentielles à coef-
ficients polynômiaux [7]. De plus, C[[X]](M) est stable par inversion, ce
qui permet d’affirmer que C[[X]](M) est un anneau local d’idéal maximal
mX,M l’ensemble des séries de C[[X]](M) sans terme constant. On note
aussi mX l’idéal maximal de l’anneau C[[X]]. On sait que C[[X]](M) est un
anneau noethérien [2]. C’est une conséquence de la version plus restrictive
du théorème de division de Weierstrass dans C[[X]](M) établie par J. Chau-
mat et A.-M. Chollet [2] (l’énoncé classique met en évidence une perte de
régularité sur la croissance des coefficients du quotient et du reste). Dans
le même esprit, des théorèmes de division du type Hironaka par plusieurs
séries ont été établis dans C[[X]](M) (cf. [10]). C’est le point de départ de
ce travail. Les principaux énoncés sont repris en préliminaires.

Dans la première partie, on applique ces théorèmes de division pour
obtenir un théorème de préparation du type Malgrange [8] dans C[[X]](M).
C’est le théorème 2.

Théorème. Soient F1, . . . , Fk des éléments de C[[X]](M). On note IM
l’idéal engendré par ces éléments sur C[[X]](M). On suppose que la dimen-
sion de l’espace vectoriel C[[X]](M)/IM , notée µ, est finie et non nulle.
Soient e1, . . . , eµ des monômes tels que leurs classes d’équivalence dans
C[[X]](M)/IM forment une base de l’espace vectoriel C[[X]](M)/IM . Alors,
pour tout élément g(X) de C[[X]](M), il existe des séries Ri(u1, . . . , uk),
avec 1 ≤ i ≤ µ, de C[[u]](M (µ)) telles que l’on ait

g(X) =
µ∑

i=1

Ri(F1, . . . , Fk)ei(X).

Dans le cas des fonctions ultradifférentiables, des résultats semblables
ont été donnés par J. Chaumat et A.-M. Chollet [3]. L’auteur montre ici,
que, quitte à bien choisir des générateurs Φ1, . . . , Φp de l’idéal IM , on a,
pour tout g de C[[X]](M), une décomposition

g(X) =
µ∑

i=1

Si(Φ1, . . . , Φp)ei(X)

avec, pour tout i = 1, . . . , p, l’appartenance de Si(Φ1, . . . , Φp) à C[[X]](M).
C’est le théorème 4. L’exemple 5 montre qu’il est indispensable de bien
présenter l’idéal pour obtenir l’information supplémentaire, après recompo-
sition, donnée par le théorème 4.
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Dans la deuxième partie, en utilisant judicieusement ces théorèmes de
préparation, on généralise à C[[X]](M) un théorème établi par A. Płoski
[14] sur les dérivations analytiques. On note Der(C[[X]](M)) le C[[X]](M)-
module des dérivations de l’anneau C[[X]](M) dans C[[X]](M). Pour tout
idéal IM de C[[X]](M), on pose Der(IM ) = {D ∈ Der(C[[X]](M)) : D(IM )
⊂ IM}. On a alors le résultat suivant. C’est le théorème 7.

Théorème. Soit IM un idéal premier de C[[X]](M). Soient f1 et f2

des éléments de mX,M . On suppose que, pour toutes dérivations D, D′ de
Der(IM ), la série DfD′g−D′gDf appartient à IM . Alors il existe un entier
d et une série P (u, v) 6= 0 de C[[u, v]](M (d)) tels que P (f1, f2) appartient
à IM .

La preuve s’inspire de celle établie par A. Płoski dans le cas analytique
[14]. Cependant les théorèmes classiques de préparation et de division de
Weierstrass n’étant plus vrais, il faut contourner cette difficulté.

Dans la suite, on considère des applications du type F (X) = (f1(X), . . . ,
fp(X)) de Cs dans Cp avec, pour i = 1, . . . , p, fi dans C[[X]](M), fi(0) = 0
et telles que la matrice jacobienne de l’application F soit de rang 1. On note
R l’idéal des relations entre les fi, 1 ≤ i ≤ p, défini par

R = {R(u1, . . . , up) ∈ C[[u]] : R(f1, . . . , fp) = 0}.
Lorsque M = 1, c’est-à-dire lorsque F est à composantes analytiques, on
sait que R est non nul et est engendré par des séries elles-aussi analytiques.
C’est un cas particulier du théorème d’A. M. Gabrielov [6]. À l’aide du
théorème précédent, on généralise ce résultat pour une suite M quelconque.
On montre alors que R est engendré par des séries de C[[u]](M (d)), avec
d = min(ord(fi)). C’est la proposition 14.

Enfin, on résout un problème de composition. On sait, d’après (H1), que,
si A et g1, . . . , gs sont des séries de C[[X]](M), alors A(g1, . . . , gs) appartient
encore à C[[X]](M). Réciproquement, si G = (g1, . . . , gs) est une application
submersive, on a (cf. [11])

(∗) il existe un entier d tel que, pour tout A de C[[X]], si A◦G appartient
à C[[X]](M) alors A appartient à C[[X]](M (d)).

C’est une généralisation du cas analytique [5]. On peut également consulter
[4] pour le cas mixte.

On établit ici le résultat suivant.

Théorème. Soit M une suite de réels positifs vérifiant (H1) et (H2).
Soit une application F (X) = (f1(X), . . . , fp(X)) de Cs dans Cp avec, pour
tout 1 ≤ i ≤ p, fi(X) dans C[[X]](M). On note JF sa matrice jacobienne.
On suppose rang(JF ) = 1. Alors
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(∗∗) il existe un entier d tel que, pour tout A de C[[X]], si A◦F appartient
à C[[X]](M), il existe une série Ã de C[[X]](M (d)) telle que Ã◦F =
A ◦ F.

De plus, l’entier d = min(ord(fi)) convient.

C’est le théorème 16. C’est là encore une généralisation d’un cas parti-
culier du théorème de A. M. Gabrielov dans le cas analytique [6].

Préliminaires : théorèmes de division dans C[[X]](M). Dans toute la
suite, pour tout f de C[[X]], on note fJ l’élément de C défini par la formule
f(X) =

∑
J∈Ns fJX

J . On définit alors le support de f par

Supp(f) = {J ∈ Ns : fJ 6= 0}.
On ordonne l’ensemble des multi-indices J de Ns par l’ordre lexicographique
de (|J |, j1, . . . , js). On appelle alors bon exposant privilégié de f le multi-
indice Exp(f) de Ns défini par

Exp(f) = min(J ∈ Ns : J ∈ Supp(f)).

Soient p multi-indices de Ns, E1, . . . , Ep. On note

∆ =
p⋃

i=1

(Ei + Ns).

On choisit alors une partition ∆ = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆p de ∆ telle que, pour
tout i = 1, . . . , p, ∆i ⊂ Ei + Ns. Par exemple, on pose ∆1 = E1 + Ns,
∆2 = (E2 +Ns)−∆1, . . . , ∆i = (Ei +Ns)− (∆1 ∪ . . . ∪∆i−1). Dans toute
la suite, on dira que Ns = ∆1 ∪ . . . ∪∆p ∪ (Ns −∆) est la partition de Ns
associée aux Ei, pour i = 1, . . . , p.

Dans [10], on trouve alors le résultat suivant que l’on utilisera tout au
long de ce travail.

Théorème A ([10]). Soient f1, . . . , fp dans C[[X]](M). Pour tout i =
1, . . . , p, on pose Ei = Exp(fi). Alors, pour tout élément g de C[[X]](M), il
existe des uniques séries g1, . . . , gp, h de C[[X]](M) telles que l’on ait

g =
p∑

i=1

fihi + h0,

Supp(hi(X)XEi) ⊂ ∆i, i = 1, . . . , p,

h0 =
∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

h0
BX

B avec h0
B = 0 pour B ∈ ∆,

où Ns = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆p ∪ (Ns − ∆) est la partition de Ns associée aux Ei,
1 ≤ i ≤ p.
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Dans le cas où p = 1 et E1 = (i, 0, . . . , 0), le théorème A n’est autre que
la version du théorème de division de Weierstrass dans C[[X]](M) (cf. [2]).

Étant donné un idéal IM de C[[X]](M), on note Exp(I) l’ensemble des
bons exposants privilégiés des éléments de IM . On appelle alors bonne base
standard de IM une famille (g1, . . . , gk) de IM telle que, si l’on note pour
tout i = 1, . . . , k, Ei = Exp(gi), on ait Exp(I) =

⋃k
i=1(Ei +Ns). On a aussi

le théorème suivant.

Théorème B ([10]). Soient f1, . . . , fp des éléments de C[[X]](M). On
note IM l’idéal engendré par ces éléments sur C[[X]](M). Il existe alors
une bonne base standard G = (g1, . . . , gk) pour IM telle que, pour tout i =
1, . . . , k, gi appartienne C[[X]](M), et telle que, pour tout g dans C[[X]](M),
on puisse écrire g =

∑k
i=1 higi + h0 avec

hi ∈ C[[X]](M), i = 0, . . . , k,

Supp(hi(X)XEi) ⊂ ∆i, i = 1, . . . , k,

h0 =
∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

h0
BX

B avec h0
B = 0 pour B ∈ ∆,

où Ns = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆k ∪ (Ns − ∆) est la partition de Ns associée aux Ei,
1 ≤ i ≤ k. De plus, g appartient à IM si et seulement si h0 = 0.

I. Deux théorèmes de préparation

1. Définitions et notations. Soit M une suite de réels positifs véri-
fiant les conditions (H1) et (H2). Soit F = (F1(X), . . . , Fk(X)) un élément de
(C[[X]](M))k. On note IM l’idéal engendré par les séries F1(X), . . . , Fk(X)
sur C[[X]](M). On suppose que

le C-espace vectoriel C[[X]](M)/IM est de dimension finie µ, avec µ ≥ 1.

Ceci implique F (0) = 0 et k ≥ s. On note e1, . . . , eµ des monômes tels que
leurs classes d’équivalence dans C[[X]](M)/IM forment une base de l’espace
vectoriel C[[X]](M)/IM . On associe à F1, . . . , Fk une bonne base standard
Φ = (Φ1, . . . , Φp) de l’idéal IM . On note alors, pour tout i = 1, . . . , p, Ei
le bon exposant privilégié de Φi. On pose ∆ =

⋃p
i=1(Ei + Ns). Comme le

C-espace vectoriel C[[X]](M)/IM est de dimension finie µ, l’ensemble Ns−∆
a exactement µ éléments. On note m1(X), . . . ,mµ(X) les monômes associés.
Leurs classes d’équivalence modulo IM engendrent donc C[[X]](M)/IM .

On se propose d’établir des théorèmes qui rappellent dans leur forme le
théorème classique de préparation de Malgrange [8].

2. Théorème. Soient F1, . . . , Fk des éléments de C[[X]](M). On note
IM l’idéal engendré par ces éléments sur C[[X]](M). On suppose que la di-
mension de l’espace vectoriel C[[X]](M)/IM , notée µ, est finie et non nulle.
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Soient e1, . . . , eµ des monômes tels que leurs classes d’équivalence dans
C[[X]](M)/IM forment une base de l’espace vectoriel C[[X]](M)/IM . Alors,
pour tout élément g(X) de C[[X]](M), il existe des séries Ri(u1, . . . , uk),
avec 1 ≤ i ≤ µ, de C[[u]](M (µ)) telles que l’on ait

g(X) =
µ∑

i=1

Ri(F1, . . . , Fk)ei(X).

Preuve. Soit Φ = (Φ1, . . . , Φp) une bonne base standard de IM . D’après
[9, Corollaire 2], il existe, pour tout i = 1, . . . , p, des séries hi,j , 1 ≤ j ≤ k,
de C[[X]](M) telles que l’on ait

Φi(X) =
k∑

j=1

hi,j(X)Fj(X).

Soit v = (v1, . . . , vk) des nouvelles variables. On pose alors, pour tout i =
1, . . . , p,

(2.1) F̃i(X, vµ) = Φi(X)−
k∑

j=1

hi,j(X)vµj .

Clairement, par construction on a l’égalité ord(F̃i(X, v)) = ord(Φi(X)). Soit
g(X) un élément de C[[X]](M). Le théorème A de division dans C[[X, v]](M)
et l’algorithme de division formelle de [1] permettent d’écrire l’égalité

(2.2) g(X) =
p∑

i=1

qi(X, v
µ
1 , . . . , v

µ
k )F̃i(X, vµ) +

µ∑

i=1

Hi(v
µ
1 , . . . , v

µ
k )mi(X)

avec, pour tout 1 ≤ i ≤ µ, Hi(v
µ
1 , . . . , v

µ
k ) dans C[[v1, . . . , vk]](M). Pour

vérifier que les séries qi et hi de l’égalité (2.2) sont des séries en les variables
X et vµ1 , . . . , v

µ
k , il suffit de reprendre l’algorithme de division formelle de [1].

On écrit, pour tout 1 ≤ i ≤ µ,
Hi(v

µ
1 , . . . , v

µ
k ) =

∑

J∈Nk
h

(i)
J vµj11 . . . v

µjp
k .

Par hypothèse, on a donc l’existence d’une constante C0 telle que l’on ait

(2.3) sup
J∈Nk

|h(i)
J |

Mµ(j1+...+jk)
≤ C0.

On pose ui = vµi pour tout 1 ≤ i ≤ k. D’après (2.3), les séries Hk(u1, . . . , up)
appartiennent à C[[u1, . . . , uk]](M (µ)). De (2.2), on tire l’égalité

g(X) =
p∑

i=1

qi(X,u1, . . . , up)
(
Φi(X)−

k∑

j=1

hi,j(X)uj
)

(2.4)

+
µ∑

k=1

Hk(u1, . . . , up)mk(X).
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En posant ui = Fi(X), pour tout 1 ≤ i ≤ k, dans (2.4), on obtient

g(X) =
µ∑

i=1

Hi(F1, . . . , Fk)mi(X).

En effectuant un calcul similaire pour les ei, 1 ≤ i ≤ µ, on a

ei(X) =
µ∑

j=1

Ti,j(F1, . . . , Fk)mj(X)

avec Ti,j(u1, . . . , uk) dans C[[u]](M (µ)). Soit T (X) la matrice à µ lignes et
µ colonnes de composantes Ti,j(F1, . . . , Fk). Pour obtenir le théorème, on
montre que T (X) est une matrice inversible au sens des séries formelles.
On note D(X) = det(T (X)). En reprenant les égalités (2.1) et (2.2) et en
y posant v = 0, on vérifie que l’égalité D(0) = 0 implique l’existence de
scalaires λi, 1 ≤ i ≤ µ, non tous nuls tels que

∑µ
i=1 λiei(X) ∈ IM , ce qui

est impossible par hypothèse.

3. Remarques. (a) Dans le cas M = 1, c’est-à-dire Mn = 1 pour tout
entier n, le théorème 2 n’est autre que le théorème classsique de préparation
de Malgrange [8].

(b) Ce théorème est à rapprocher du théorème 59 de [3]. Dans cet énoncé
de [3], le nombre de variables est égal au nombre de fonctions Fi. Dans le
théorème 2, cette hypothèse n’est pas nécessaire.

(c) On se place dans le cas d’une variable x. Clairement, toute série
formelle f(x) de C[[x]](M) se décompose de la façon suivante :

f(x) = R1(x2) · 1 +R2(x2) · x
avec R1(u) et R2(u) dans C[u]](M (2)). De plus, dans ce cas, on a l’infor-
mation supplémentaire suivante : R1(x2) et R2(x2) appartiennent aussi à
C[[x]](M). Le théorème 4 généralise en quelque sorte ce phénomène.

4. Théorème. Soit IM un idéal de C[[X]](M). On suppose que la di-
mension de l’espace vectoriel C[[X]](M)/IM , notée µ, est finie et non nulle.
Soit Φ = (Φ1, . . . , Φp) une bonne base standard de IM . Soient e1, . . . , eµ des
monômes tels que leurs classes d’équivalence dans C[[X]](M)/IM forment
une base de l’espace vectoriel C[[X]](M)/IM . On note d = maxi=1,...,p(di)
avec di = ord(Φi) pour i = 1, . . . , p. Alors, pour tout g(X) ∈ C[[X]](M)
il existe des séries Ri(u1, . . . , up), avec 1 ≤ i ≤ µ, de C[[u1, . . . , up]](M (d))
telles que l’on ait

g(X) =
µ∑

i=1

Ri(Φ1, . . . , Φp)ei(X).

De plus, pour tout 1 ≤ i ≤ µ, la série Ri(Φ1(X), . . . , Φp(X)) appartient à
C[[X]](M).
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Preuve. Pour tout 1 ≤ i ≤ p, on pose Fi(X, vi) = Φi(X) − vdii . Claire-
ment, par construction, on a l’égalité ord(Fi(X, vi)) = ord(Φi(X)). De la
même manière que dans la preuve du théorème 2, on a l’égalité

g(X) =
p∑

i=1

qi(X, v
d1
1 , . . . , vdpp )(Φi(X)− vdii )(4.1)

+
µ∑

k=1

Rk(vd1
1 , . . . , vdpp )mk(X),

avec, pour tout 1 ≤ k ≤ µ, Rk(vd1
1 , . . . , v

dp
p ) dans C[[v1, . . . , vp]](M). On

écrit alors, pour tout 1 ≤ k ≤ µ,
Rk(vd1

1 , . . . , vdpp ) =
∑

J∈Np
r

(k)
J vd1j1

1 . . . vdpjpp .

Par hypothèse, on a donc l’existence d’une constante C0 telle que l’on ait

(4.2) sup
J∈Np

|r(k)
J |

Md1j1+...+dpjp
≤ C0.

On pose ui = vdii , pour tout 1 ≤ i ≤ p. D’après [12, C, 1.8], pour tout
1 ≤ k ≤ µ, les séries Rk(Φ1(X), . . . , Φp(X)) appartiennent à C[[X]](M).
Clairement, de (4.2), on déduit aussi que, pour 1 ≤ k ≤ µ, Rk(u1, . . . , up)
appartient à C[[u1, . . . , up]](M (d)). De (4.1), on tire l’égalité

(4.3) g(X) =
p∑

i=1

qi(X,u1, . . . , up)(Φi(X)− ui) +
µ∑

k=1

Rk(u1, . . . , up)mk(X).

En posant ui = Φi(X), pour tout 1 ≤ i ≤ p, dans (4.4), on obtient

g(X) =
µ∑

k=1

Rk(Φ1, . . . , Φp)mk(X).

On termine comme dans la preuve du théorème 2.

Dans le paragraphe suivant, on montre qu’il est indispensable de bien
présenter l’idéal pour obtenir l’information supplémentaire, après recomposi-
tion, donnée par le théorème 4. Pour cela, on donne un exemple d’application
F = (F1, F2) et de série g où, dans une décomposition comme dans le
théorème 2, les séries Rk(F1, . . . , Fp) n’appartiennent pas à C[[X]](M).

5. Exemple. On pose Mn = n!. On se place en deux variables X et Y.
On pose

F1(X,Y ) = X + Y 3 et F2(X,Y ) = X4.

On note IM l’idéal engendré par (F1, F2) sur C[[X,Y ]]. On vérifie facilement
que la dimension de l’espace vectoriel C[[X,Y ]](M)/IM est égale à 12. En
utilisant la caractérisation donnée dans [10], on remarque que (F1, F2) ne
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constitue pas une bonne base standard de l’idéal IM . On vérifie facilement
que les monômes XiY j , pour i ≤ 3 et j ≤ 2, forment une base de l’espace
vectoriel C[[X,Y ]]/IM . On pose

e1 = 1, e2 = X, e3 = Y, e4 = X2, e5 = XY, e6 = Y 2, e7 = X3,

e8 = X2Y, e9 = XY 2, e10 = X3Y, e11 = X2Y 2, e12 = X3Y 2.

On va donc montrer que l’on ne peut pas espérer, sous les hypothèses du
théorème 2, les conclusions du théorème 4.

Soit g(X,Y ) =
∑∞
n=0MnY

n. On va donner une représentation de g de
la forme

g(X,Y ) =
12∑

i=1

Ri(F1, F2)ei(X,Y ),

où R1(F1, F2) n’appartient pas à C[[X,Y ]](M). De plus, au sens des séries
formelles, cette représentation est unique car le nombre de séries est égal
au nombre de variables [13]. Pour cela, comme le suggère la preuve du
théorème 4, on effectue la division formelle de g(X,Y ) par X + Y 3 − u1

et X4 − u2. On a déjà facilement l’égalité, après division par X + Y 3 − u1,

g(X,Y ) = (X + Y 3 − u1)
( ∞∑

k=1

∞∑

n=0

(−1)k+1Mn+3kY
n(X − u1)k−1

)

+
∞∑

k=0

(−1)k(X − u1)k(M3k +M3k+1Y +M3k+2Y
2).

Pour achever la division, il reste à diviser le terme

∞∑

k=0

(−1)k(X − u1)k(M3k +M3k+1Y +M3k+2Y
2)

par X4 − u2. On ne s’intéresse qu’au terme R1(u1, u2). Il suffit donc de
considérer la division de

∑∞
k=0(−1)k(X − u1)kM3k par X4 − u2. Or, on a

∞∑

k=0

(−1)k(X − u1)kM3k =
∞∑

k=0

k∑

i=0

(
k

i

)
(−1)iXiuk−i1 M3k.

La division par X4 − u2 revient à remplacer X4 par u2. Clairement on
obtiendra alors le terme R1(u1, u2) de la division par X4 − u2 du terme

∞∑

k=0

k∑

i=0
i=4i′

(
k

i

)
X4i′uk−i1 M3k.
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On obtient alors

R1(u1, u2) =
∞∑

k=0

k∑

i=0
i=4i′

(
k

i

)
ui
′

2 u
k−i
1 M3k.

On a donc

R1(X + Y 3,X4) =
∞∑

k=0

k∑

i=0
i=4i′

(
k

i

)
X4i′(X + Y 3)k−iM3k.

On en tire

R1(X + Y 3,X4) =
∞∑

k=0

k∑

i=0
i=4i′

(
k

i

)
X4i′Xk−4i′M3k + T (X,Y )

avec la série T (X,Y ) ne comportant pas de termes en Xn, n ∈ N, dans son
développement. Or, on a

∞∑

k=0

k∑

i=0
i=4i′

(
k

i

)
X4i′Xk−4i′M3k =

∞∑

k=0

M3kX
k

( k∑

i=0
i=4i′

(
k

i

))
.

On en déduit que R1(X + Y 3,X4) n’appartient pas à C[[X,Y ]](M).

II. Application à l’étude de certaines relations formelles

6. Quelques rappels d’algèbre commutative. Soit A un anneau local noe-
thérien d’idéal maximal m. Une châıne d’idéaux premiers dans A est une
suite finie croissante

P0 ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pr
d’idéaux premiers tels que Pi 6= Pi+1 pour 0 ≤ i ≤ r − 1. On appelle
dimension de A, et l’on note dim(A), la borne supérieure des longueurs des
châınes d’idéaux premiers dans A. On a donc, par exemple, dim(C[[X]]) =
dim(C[[X]](M)) = s (cf. [15]).

Un idéal I de A est un idéal de définition si I est inclus dans m et I
contient une puissance de m.

On considère Der(A), le A-module des dérivations de l’anneau A dans
A. Pour tout idéal I de A, on pose Der(I) = {D ∈ Der(A) : D(I) ⊂ I}.
Clairement si on a A = C[[X]] ou A = C[[X]](M), Der(A) est engendré par
les dérivations partielles ∂/∂Xi pour 1 ≤ i ≤ s.

On établit d’abord le théorème suivant qui généralise un résultat de A.
Płoski [14].

7. Théorème. Soit IM un idéal premier de C[[X]](M). Soient f1 et f2

des éléments de mX,M . On suppose que, pour toutes dérivations D, D′ de
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Der(IM ), la série DfD′g−D′gDf appartient à IM . Alors il existe un entier
d et une série P (u, v) 6= 0 de C[[u, v]](M (d)) telle que P (f1, f2) appartient
à IM .

La preuve de ce théorème repose en partie sur la proposition suivante.

8. Proposition. Soit IM un idéal premier de C[[X]](M), notons k =
dim(C[[X]](M)/IM) et soit h = (h1, . . . , hk) un système de paramètres
modulo IM (c’est-à-dire l’idéal (h1, . . . , hk)C[[X]](M) + IM est un idéal
de définition dans C[[X]](M)). Alors il existe des dérivations D1, . . . ,Dk de
Der(IM ) telles que, pour tous i, j, 1 ≤ i, j ≤ k, i 6= j, on ait Dihj ∈ IM et
Dihi /∈ IM .

Preuve. On adapte celle faite par A. Płoski dans le cas analytique [14]
en reprenant des idées déjà utilisées par l’auteur dans [9] et [12].

9. Preuve du théorème 7. Comme C[[X]](M) est un anneau noethérien
[2], il existe des séries φ = (φ1, . . . , φp) qui engendrent l’idéal IM . Soit
h = (h1, . . . , hk) un système de paramètres modulo IM . On pose Y =
(Y1, . . . , Yk). Soit f ∈ mX,M . Par hypothèse, on a donc

dimC(C[[X]](M)/(h1, . . . , hk)C[[X]](M) + IM ) = µ <∞.
Soit alors e1, . . . , eµ une base correspondante. On applique le théorème de
préparation 2. Pour tout j = 1, . . . , µ, il existe des séries Ri,j(Y, t1, . . . , tp)
de C[[Y, t]](M (µ)) telles que l’on ait

(9.1) f · ej =
µ∑

i=1

Ri,j(h, φ)ei.

Ainsi on a, pour tout j = 1, . . . , µ,

(9.2)
µ∑

i=1

(Ri,j(h, φ)−f ·δi,j)·ej = 0 (δi,j est le symbôle de Kronecker).

Par la règle de Cramer, il existe un polynôme D(Y, t, v) = det(Ri,j(Y, t) −
vδi,j) de C[[Y, t]](M (µ))[v] tel que D(h, φ, f) = 0. On obtient alors, puisque
φ engendre IM , un polynôme D(Y, v) = vµ + d1(Y )vµ−1 + . . . + dµ(Y )
de C[[Y ]](M (µ))[v] vérifiant D(h, f) ∈ IM . On en déduit aussi dµ(0) = 0.
On peut donc supposer, quitte à appliquer le théorème de préparation de
Weierstrass dans C[[Y ]](M (µ))[v] (cf. [10, 3.3]) que D(Y, v) est distingué. On
pose

(9.3) JM = {S(Y, v) ∈ C[[Y ]](M (µ))[v] : S(h, f) ∈ IM}.
On a D(Y, v) ∈ JM et JM est un idéal premier. On choisit Pf (Y, v), de degré
minimal l > 0, appartenant à JM . Comme précédemment, on peut supposer
Pf (Y, v) distingué. Par minimalité de l et toujours grâce à [10, 3.3], on a
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aussi, pour toute série S(Y, v) de JM ,

(9.4) S(Y, v) = Q(Y, v)Pf (Y, v)

avec Q(Y, v) dans C[[Y, v]](M (µ)). Soient alors les dérivations Di, pour i =
1, . . . , k, données par la proposition 8 appliquée à IM . On montre d’abord
que, pour tout i = 1, . . . , k, la condition Dif ∈ IM entrâıne ∂Pf/∂Yi = 0.
Sinon, comme Pf (h, f) appartient à IM , on a Di(Pf (h, f)) ∈ IM . On en
déduit

∂Pf
∂Yi

(h, f)Dihi +
k∑

j=1
j 6=i

∂Pf
∂Yj

(h, f)Dihj +
∂Pf
∂v

(h, f)Dif ∈ IM .

Comme IM est premier, des relations Dihi /∈ IM , Dihj ∈ IM et de l’hypo-
thèse Dif ∈ IM , on tire

∂Pf
∂Yi

(h, f) ∈ IM .

Cela implique, d’après (9.3) et (9.4), l’existence d’une série Q(Y, v) dans
C[[Y, v]](M (µ)) telle que l’on ait

∂Pf
∂Yi

(Y, v) = Q(Y, v)Pf(Y, v).

Or le degré en v de ∂Pf/∂Yi est strictement inférieur à l, car Pf est distingué.
On a donc une contradiction et ∂Pf/∂Yi = 0. Ainsi Dif ∈ IM entrâıne
∂Pf/∂Yi = 0.

Soient alors f1 et f2 dans mX,M . On suppose donc Df1D
′f2−D′f1Df2 ∈

IM pour toutes dérivations D, D′ de Der(IM ). On peut supposer f1 /∈ IM .
Il existe un système de paramètres h1, . . . , hk avec h1 = f1. On a donc
D1f1 /∈ IM et Dif1 ∈ IM pour i = 2, . . . , k. Les relations Dif2D1f1 −
Dif1D1f2 ∈ IM impliquent Dif2 ∈ IM pour i = 2, . . . , k. D’après ce qui
précède, on a alors ∂Pf2/∂Yi = 0, 2 ≤ i ≤ k. La série Pf2 ne dépend donc
que des variables Y1 et v. Ceci achève la preuve du théorème 7.

10. Remarque. Dans le cas où M = 1, on a aussi M (d) = 1 et le
théorème 7 n’est autre que le théorème de A. Płoski [14]. Pour une suite M
quelconque, on observe une perte de régularité, mesurée par l’entier d, sur
la classe M. Dans le cas où l’idéal IM du théorème est réduit à {0}, on peut
donner une estimation précise de cette perte.

11. Théorème. Soient f1 et f2 des éléments de mX,M . On suppose
ord(f1) ≤ ord(f2) et rang(∂fi/∂Xj)1≤i≤2, 1≤j≤s = 1 (ceci signifie qu’au sens
des séries formelles tous les mineurs d’ordre 2 sont nuls). Alors il existe une
série P (u, v) 6= 0 de C[[u, v]](M (ord(f1))) telle que P (f1, f2) = 0.

Preuve. L’hypothèse de rang signifie exactement Df1D
′f2−D′f2Df1 =0

pour toutes les dérivations D, D′. Le théorème 11 correspond donc au
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théorème 7 avec IM = (0). Il suffit simplement de prouver d = ord(f1). On
reprend donc la démonstration du théorème 7. On peut supposer h1 = f1.
On peut clairement choisir pour h2, . . . , hk des séries d’ordre 1. On a alors
µ = dimC(C[[X]](M)/(h1, . . . , hk)C[[X]](M)) = ord(f1) ; soient e1, . . . , eµ
des monômes formant une base correspondante. Clairement on a

ord(ei) ≤ µ− 1 pour tout i = 1, . . . , µ.

On construit alors des séries Ri,j(Y ), 1 ≤ i, j ≤ µ, comme dans (9.1).
D’après le théorème 2, pour tout j = 1, . . . , µ, il existe des séries Ri,j(Y ) de
C[[Y ]](M (µ)) telles que l’on ait

f2 · ej =
µ∑

i=1

Ri,j(h)ei.

Cette égalité s’obtient, d’après (2.4), en écrivant

f2(X) · ej =
k∑

i=1

(ui − hi(X))Qi,j(u,X) +
µ∑

i=1

Ri,j(u)ei.

En posant u = 0 dans cette dernière égalité, on obtient

f2(X) · ej = −
k∑

i=1

hi(X)Qi,j(u,X) +
µ∑

i=1

Ri,j(0)ei.

Par des considérations de support dans la division d’Hironaka, on a, pour
tout j = 1, . . . , µ,

(11.1) ord(f2ej) ≤ min(ord(Ri,j(0)ei).

Or, par hypothèse, ord(f2) ≥ µ. Par conséquent, aussi ord(f2ej) ≥ µ. S’il
existe i tel que Ri,j(0) 6= 0, l’inégalité (11.1) donne une contradiction.
Par construction la série D(Y, v) = det(Ri,j(Y ) − vδi,j) de C[[Y ]](M (µ))[v]
est donc d’ordre exactement µ. Donc, d’après le théorème A, puisqu’ici
(0, . . . , 0, µ) est le bon exposant privilégié deD(Y, v), pour toute série S(Y, v)
de C[[Y, v]](M (µ)) on a

S(Y, v) = Q(Y, v)D(Y, v) +R(Y, v)

avec Q(Y, v) et R(Y, v) dans C[[Y, v]](M (µ)) et R(Y, v) polynômial en v de
degré strictement inférieur à µ. On considère alors

JM = {S(Y, v) ∈ C[[Y, v]](M (µ)) : S(h, f2) = 0}.
On peut choisir Rf2(Y, v) de JM dans C[[Y ]](M (µ))[v] distingué et de degré
minimal. On peut aussi choisir Pf2(Y, v) de JM dans C[[Y ]](M (µ))[v] dis-
tingué et de degré minimal parmi ceux qui vérifient

ord(Pf2) = degv(Pf2).
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Clairement on a
degv(Rf2) ≤ degv(Pf2).

De plus, par le théorème [10, 3.3], on a

(11.2) Pf2(Y, v) = Q1(Y, v)Rf2(Y, v) +R1(Y, v)

avec Q1(Y, v) et R1(Y, v) dans C[[Y, v]](M (µ)) et R1(Y, v) polynômial en
la variable v de degré strictement inférieur à degv(Rf2). De (11.2), on tire
R1(h, f2) = 0. Ainsi par minimalité du degré de Rf2 , on a R1(Y, v) = 0.
Grâce à des considérations d’ordre, l’égalité (11.2) permet donc d’écrire

degv(Pf2) = degv(Rf2).

Pour toute série S(Y, v) de C[[Y, v]](M (µ)), on peut alors appliquer le théo-
rème A et écrire

S(Y, v) = Q(Y, v)Pf2(Y, v) +R(Y, v)

avec Q(Y, v) et R(Y, v) dans C[[Y, v]](M (µ)) et R(Y, v) polynômial en la
variable v de degré strictement inférieur à degv(Pf2). On en déduit, par
minimalité du degré, R(Y, v) = 0 et donc que JM est engendré par Pf2 . On
montre alors, comme dans la preuve du théorème 7, que Pf2 ne dépend que
des variables Y1 et v.

12. Exemple. On pose f1(x) =
∑∞
n=1 M2nx

2n et f2(x) = x2. On a f1 et
f2 dans C[[x]](M), rang(∂fi/∂x)1≤i≤2 = 1 et min(ord(f1), ord(f2)) = 2. Soit
P (u, v) =

∑∞
n=1 M2nv

n − u. On vérifie sans difficulté P ∈ C[[u, v]](M (2)) et
P (f1, f2) = 0.

On obtient facilement d’autres propriétés de l’application F = (f1, f2).
On pose

R = {S(u, v) ∈ C[[u, v]] : S(f1, f2) = 0}.
ClairementR est un idéal premier de C[[u, v]]. En fait,R est l’idéal engendré
par P (u, v) sur C[[u, v]]. En effet, si S(u, v) est une série telle que S(f1, f2)
= 0, on peut écrire (division de Weierstrass par rapport à u)

S(u, v) = Q(u, v)
( ∞∑

n=1

M2nv
n − u

)
+R(v).

Ainsi l’égalité S(f1, f2) = 0 implique R(x2) = 0, soit R(v) = 0, ce qui donne
le résultat.

Soit N une suite vérifiant (H1) et (H2) telle que l’anneau C[[X]](N) soit
strictement inclus dans C[[X]](M (2)). On montre aussi qu’il n’existe pas de
série S(u, v) 6= 0 dans C[[u, v]](N) telle que S(f1, f2) = 0. Sinon, puisque
l’anneau C[[u, v]](N) est factoriel [9], on peut clairement supposer S(u, v)
irréductible dans C[[u, v]]. D’après ce qui précède, il existe Q(u, v) dans
C[[u, v]] telle que S(u, v) = Q(u, v)P (u, v). Comme S(u, v) est irréductible,
la série Q(u, v) est inversible et S(u, v) est régulière d’ordre 1 en u. Le
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théorème de préparation de Weierstrass dans C[[v]](N)[u] donne l’existence
d’uniques séries T (u, v) inversibles dans C[[u, v]](N) et W (v) dans C[[v]](N)
telles que l’on ait

S(u, v) = T (u, v)(u−W (v)).

Par unicité de la représentation, on conclut W (v) =
∑∞
n=1M2nv

n, ce qui
n’est pas possible car W (v) appartient à C[[v]](N) a priori. Le polynôme
P (u, v) est donc la “meilleure” relation formelle entre f1 et f2 (au sens de
l’échelle de régularité définie par les suites M).

13. Notations. Dans toute la suite, on considère F (X) = (f1(X), . . . ,
fp(X)) une application formelle de Cs dans Cp avec, pour tout 1 ≤ i ≤ p,
fi(X) dans C[[X]](M) et fi(0) = 0. On note JF la matrice jacobienne de
l’application F. Soit R l’idéal des relations entre les fi, 1 ≤ i ≤ p, défini par

R = {R ∈ C[[u1, . . . , up]] : R ◦ F = 0}.
On sait bien [5], [6] que si p = s et rang(JF ) = s, alorsR est réduit à {0}. En
revanche, d’après le théorème 11, si rang(JF ) = 1, alors R n’est pas réduit
à {0}. De plus, si M = 1, c’est-à-dire si l’application F est analytique,
A. M. Gabrielov a montré que l’idéal R était engendré par des séries con-
vergentes [6]. Comme dans l’exemple 12, on généralise ce résultat pour une
suite M quelconque.

14. Proposition. Soit M une suite de réels positifs vérifiant (H1) et
(H2). Soit une application F (X) = (f1(X), . . . , fp(X)) de Cs dans Cp avec,
pour tout 1 ≤ i ≤ p, fi(X) dans C[[X]](M). On note JF sa matrice jacobi-
enne. On suppose rang(JF ) = 1. Alors l’idéal R des relations entre les fi,
1 ≤ i ≤ p, est engendré par des séries de C[[u1, . . . , up]](M (min ord(fi))).

Preuve. C’est une conséquence directe du théorème 11. Sans restrein-
dre la généralité, on suppose min(ord(fi)) = ord(f1). D’après la preuve
du théorème 11, il existe p − 1 polynômes non nuls Pi(u1, ui), pour i =
2, . . . , p, de C[[u1]](M (ord(f1)))[ui] distingués, de degré minimal tels que l’on
ait Pi(f1, fi) = 0 et ord(Pi) = degui(Pi). Par des considérations élémentaires
de hauteur, on vérifie que ces séries engendrent l’idéal des relations entre
les fi.

Remarque. L’exemple 12 montre que la perte de régularité sur la crois-
sance des coefficients est optimale.

15. Notations. On reprend les notations du paragraphe 13. On sait
que, si on suppose p ≤ s et rang(JF ) = p, la propriété suivante est vérifiée
[11] :

(∗) il existe un entier d tel que, pour tout A de C[[X]], si A◦F appartient
à C[[X]](M) alors A appartient à C[[X]](M (d)).
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Dans le cas où la matrice jacobienne de l’application F n’est pas de rang
maximal, la conclusion précédente est fausse [11]. Dans [11], on pose alors
la question suivante : si l’idéal R des relations entre les fi, 1 ≤ i ≤ p, n’est
pas réduit à {0}, sous quelle hypothèse la propriété suivante est-elle vraie :

(∗∗) il existe un entier d tel que, pour tout A de C[[X]], si A◦F appartient
à C[[X]](M) alors il existe une série Ã de C[[X]](M (d)) telle que
Ã ◦ F = A ◦ F ?

On s’intéresse au cas rang(JF ) = 1. On a alors le résultat suivant.

16. Théorème. Soit M une suite de réels positifs vérifiant (H1) et (H2).
Soit une application F (X) = (f1(X), . . . , fp(X)) de Cs dans Cp avec, pour
tout 1 ≤ i ≤ p, fi(X) dans C[[X]](M). On note JF sa matrice jacobienne.
On suppose rang(JF ) = 1. Alors on a (∗∗) avec d = min(ord(fi)).

Pour démontrer ce théorème, on utilise le lemme suivant.

17. Lemme. Soit M une suite de réels positifs vérifiant (H1) et (H2).
Soit une application F (X) = (f1(X), . . . , fp(X)) de Cs dans Cp avec, pour
tout 1 ≤ i ≤ p, fi(X) dans C[[X]](M). On note JF sa matrice jacobienne.
On suppose aussi rang(JF ) = 1. Alors il existe une application formelle
H(X) = (h1(X), . . . , hs(X)), de Cs dans Cs, à composantes dans C[[X]](M)
et de jacobien non nul telle que F ◦ H ne dépende que d’une variable. De
plus, on a min(ord(fi ◦H)) = min(ord(fi)).

Preuve. C’est un cas particulier du lemme 8 de [11] qui généralise le cas
analytique [5].

18. Preuve du théorème 16. Soit A de C[[X]] tel que A◦F ∈ C[[X]](M).
Le lemme 17 donne une application H(X), de Cs dans Cs, à composantes
dans C[[X]](M) et de jacobien non nul telle que G = F ◦H ne dépende que
d’une variable. On note G = (g1, . . . , gp). On a min(ord(gi)) = min(ord(fi))
= µ. Les séries gi, pour 1 ≤ i ≤ p, ne dépendent donc que d’une seule
variable. Par commodité, on note x cette variable. On note aussi c = A◦G.
Clairement on a

(18.1) dimC(C[[x]](M)/(g1(x), . . . , gp(x))C[[x]](M)) = µ.

Comme dans (9.2), on en déduit une relation du type

(18.2) c(x)µ+r1(g1(x), . . . , gp(x))c(x)µ−1+. . .+rµ(g1(x), . . . , gp(x)) = 0

avec ri(u) dans C[[u]](M (µ)) pour tout i = 1, . . . , µ. On pose

R = {S(u) ∈ C[[u]] : S(g1, . . . , gp) = 0}.
D’après (18.2), la série A(u)µ + r1(u)A(u)µ−1 + . . .+ rµ(u) appartient à R.
On pose
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E = {S(u,w) = wj + b1(u)wj−1 + . . .+ bj(u) ∈ C[[u]](M (µ))[w] :

j ≥ 1 et S(u,A(u)) ∈ R}.
D’après ce qui précède, l’ensemble E est non vide. Soit alors Pmin(u,w) de
E de degré minimal l ≥ 1 en w. On écrit

Pmin(u,w) = wl + p1(u)wl−1 + . . .+ pl(u)

avec l ≥ 1, pi(u) ∈ C[[u]](M (µ)) pour i = 1, . . . , l, et pl(u) /∈ R. D’après
la proposition 14, il existe des séries a1(u), . . . , am(u) de C[[u]](M (µ)) qui
engendrent l’idéal R. On a donc

(18.3) A(u)l+p1(u)A(u)l−1 + . . .+pl−1(u)A(u)+pl(u) =
m∑

i=1

Qi(u)ai(u),

avec Qi(u) dans C[[u]] pour i = 1, . . . ,m. D’après le théorème d’approxima-
tion d’Artin dans C[[u]](M (µ)) (cf. [9]), il existe des séries Ã(u) et Q̃i(u),
avec i = 1, . . . ,m, qui vérifient la relation

(18.4) Ã(u)l+p1(u)Ã(u)l−1+. . .+pl−1(u)Ã(u)+pl(u) =
m∑

i=1

Q̃i(u)ai(u).

En regroupant (18.3) et (18.4), on obtient l’existence de séries αi(u), pour
i = 1, . . . , l − 2, de C[[u]](M (µ)) telles que l’on ait

(18.5) (A(u)− Ã(u))(A(u)l−1 + α1(u)A(u)l−2 + . . .

+ αl−2(u)A(u) + pl−1(u)) ∈ R.
Cas l ≥ 2. Si on a A(u)l−1 +α1(u)A(u)l−2 + . . .+αl−2(u)A(u)+pl−1(u)

∈ R, alors on obtient clairement un polynôme de degré l− 1 qui appartient
à E. Ceci est impossible par minimalité de l. Comme R est un idéal premier,
on a donc A(u)−Ã(u) ∈ R. Ainsi il existe une série Ã de C[[u]](M (µ)) telle
que l’on ait

Ã ◦ F ◦H = A ◦ F ◦H.
Comme le jacobien de l’application H est non nul, on a aussi Ã ◦F = A◦F.

Cas l = 1. De (18.5), on tire directement A(u)− Ã(u) ∈ R. On termine
comme dans le cas précédent.

Remarques. Lorsque l’application F est de rang générique r > 1 non
maximal, sous quelles hypothèses a-t-on encore (∗∗) ? Dans le cas analy-
tique cette question est résolue dans [6]. Dans le cas Gevrey, le problème
reste ouvert. On peut cependant remarquer que la démonstration précédente
reste valable lorsque l’on a encore (18.1), c’est-à-dire lorsque l’idéal engendré
par les composantes de l’application G, obtenue après transformation de F
comme dans le lemme 17, est de codimension finie.
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Laboratoire de Mathématiques, UMR 8524
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