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¦L§�¨�©«ª�¬[�®�¯�°Nª[±²«©�§¡³p´ a�µ�¶·a�¸¹\_^k^mb ´ a�eIcfa�¸»ºI¼L\_c�\_^<bda�a�j�b ´ \[b]\_^ T b�½4e¾jf¶·¸¡¿ÀkÁ TÃÂ eI^k^ka Â bda�XÄX.eI¸¹\_¶·^�jÅeIÆ�b ´ a ÀkÁ \_^ka C Ç�X.¶·È�a�cfa�^<b�Æ²cfeI¸ C Ç�\_cfa S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶£¿Â \ Á·Á T a�Ê<¼k¶£iI\ Á a�^<b�ËDÌ/^�iM¶·a"½ÍeIÆkb ´ a4`�eI¶·^ Â \_cfÎ4b ´ a�eIcfa�¸ÏU�jfa�a4aIËÐºkËkÑ�ÒÅe�ÇIÓ ´ \ À Ë[Ô�Ì�Ç<ÕhÖ!×ØZ
a"iDa�c T jf¶·¸ ÀkÁ TyÂ eI^k^ka Â bda�X¾X.eI¸¹\_¶·^ D  C

Â \_^ S ap¸¹\ ÀkÀ a�X Á e Â \ Á·Á TÙS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶£¿Â \ Á·Á T eI^<bde&a"iDa�c T ¸y¼ Á bd¶£¿ Â eI^k^ka Â bda�XÚX.eI¸¹\_¶·^ G ½�¶£b ´ ¸ÉeIcfa¡b ´ \_^Äb�½4e S eI¼k^�X�\_c TÀ eI¶·^<b�j�Ç S ¼.bÅ¼�j|¼L\ Á·Á T ¶·^Ã\_^&¶·^kÛk^k¶£bda Á T iI\ Á a�^<b�½�\ T Ë�Ü�^&b ´ a�eNb ´ a�c ´ \_^�X�Ç�¶·Æ G ¶ÝjÅ\
k ¿ Â eI^k^ka Â bda�XyX.eI¸¹\_¶·^�½�¶£b ´ eI¼.b�¶Ýj|e Á \[bda�X S eI¼k^�X�\_c T À eI¶·^<b�j,\_^�X D  C ¶Ýj�\�j|¶·¸ ÀkÁ TÂ eI^k^ka Â bda�XÞX.eI¸¹\_¶·^�Ç�b ´ a�^&b ´ aÉÒÅcf¼k^�jfl T b ´ a�eIcfa�¸ßU�jfa�a�aIËÐºkË�Ñ�ÒÅe�Ç�Ó ´ \ À Ë�Ô�Ì�Ç�Õ!àh×ØZ
ºI¶£iDa�j�b ´ a¾a"áM¶Ýj|bda�^ Â a¹eIÆp\â¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº f Æ²cfeI¸ G eI^<bde D Ç�½ ´ ¶ Â ´ ¶Ýj ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â Ç
k ¿HiI\ Á a�^<b�Ç S ¼.bÙ^keNb Á e Â \ Á·Á TãS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ ÂNä ¶·^Úb ´ ¶Ýj Â \Nj|a k ¿HiI\ Á a�^ Â a¢eIÆ f ¸Éah\_^�j
b ´ \[b�Æ²eIc�a"iDa�c T w ∈ D b ´ a¾a�Ê<¼L\[bd¶·eI^ f(z) = w

´ \Nj�¶·^ G a"ák\ Â b Á T k j|e Á ¼.bd¶·eI^�j
U Â eI¼k^<bd¶·^kº¢¸Ù¼ Á bd¶ ÀkÁ ¶ Â ¶£b T Z Ë�Ó ´ \ À bda�c�Ô]Ì�eIÆ�Ñ�ÒÅeN×�¶Ýj"Ç�¶·^ À \_c|bd¶ Â ¼ Á \_c�Ç�X.a"iDeNbda�X&bde¾b ´ a
j|bd¼�X T eIÆ,j|¶·¸É¶ Á \_c À cfe S Á a�¸¾j�Ëå Ë_æ�¶·ºIe Â lN\�Ñ æ�¶·× ´ \Nj7Æ²eI¼k^�Xy\ Â Á \Njfj�eIÆk¸y¼ Á bd¶£¿ Â eI^k^ka Â bda�XyX.eI¸¢\_¶·^�j�½ ´ ¶ Â ´ Â \_^ S a
¸¹\ ÀkÀ a�X¾eI^<bde�b ´ a�¼k^k¶£b�X.¶Ýj Â B(0, 1) Á e Â \ Á·Á TÉS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T \_^�X m ¿HiI\ Á a�^<b Á T Ç
½ ´ a�cfa m ≤ 24 UØ¶·^çeI¼kc À \ À a�c�Ç«j|¶·¸É¶ Á \_c Á T bdeÃÑ æ�¶·×*Ç«\¡¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº f Æ²cfeI¸ X eI^<bde Y
¶Ýj Â \ Á·Á a�X m ¿dèNéNê·ë"ì�í!Ç m ∈ N Ç�¶·Æ�Æ²eIc]ah\ Â ´ y ∈ Y b ´ aÙjfa"b {f−1(y)} ´ \NjÅ^keâ¸ÉeIcfa
b ´ \_^ m a Á a�¸¾a�^<b�j�Z Ëå ËDæ�¶·ºIe Â lN\ ´ \Nj�\ Á jfe À cfehiDa�XÙb ´ \[b�a"iDa�c T Ûk^k¶£bda Á TÙÂ eI^k^ka Â bda�X¾X.eI¸¹\_¶·^ÙeIÆ C ÇI^keNbS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â bde C \ {0} Ç Â \_^ S a�¸¹\ ÀkÀ a�XmeI^<bde C Á e Â \ Á·Á TmS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T
\_^�X m ¿HiI\ Á a�^<b Á T ÇLÆ²eIc�j|eI¸¾a m ∈ N Ë
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Ì/^Íb ´ a À cfa�j|a�^<b À \ À a�cÙ½�a À cfehiDaBb ´ \[b m = 3 \_^�X m = 5 ¶·^Íb ´ a Â \Nj|aBeIÆÁ e Â \ Á·Á TÚS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¸¹\ ÀkÀ ¶·^kºDjyÆ²cfeI¸ X.eI¸¹\_¶·^�jyeIÆ�\ç¸y¼ Â ´ ½�¶ÝX.a�c Â Á \NjfjyeI^<bde
C \_^�X eI^<bde B(0, 1) Ç�cfa�j À a Â bd¶£iDa Á T Ë��ãaÃ\ Á j|e j ´ eh½»b ´ \[b¢¶·^Fb ´ açÛkcdjCb Â \Nj|a&b ´ aÂ eI^�j|b \_^<b m = 3 ¶Ýj S a�j|b À eDjdj|¶ S Á aIË

	�§�
��±Ø©9¬�����¯��²ª��N§ �ãa�½�¶ Á·Á Â eI^�j|¶ÝX.a�c]X.eI¸¹\_¶·^�j�½�¶£b ´ \_^&¶Ýjfe Á \[bda�X S eI¼k^�X�\_c T
Æ²c�\_ºI¸Éa�^<b�Ë

Definition. �ãa6j ´ \ Á·Á jd\ T b ´ \[b�\pX.eI¸¹\_¶·^ D ⊂ C ´ \Nj�\_^������Iê£éNí/ë������ �.ì!�Dé#"�$% "dé�& '¾ë!ìLí4¶·Æ�eI^ka�eIÆ7b ´ a�Æ²e Á·Á eh½�¶·^kº Â eI^�X.¶£bd¶·eI^�j ´ e Á Xkj)(
U�Ì|Z ³p´ a�cfaya"áM¶Ýj|b�j�\ Â eI^<bd¶·^�¼k¼k¸ K ⊂ ∂D Ç�X.¶·È«a�cfa�^<b]Æ²cfeI¸ \ À eI¶·^<b�Ç�\_^�XÞ\_^

e À a�^çj|a"b U jf¼ Â ´ b ´ \[b K ⊂ U \_^�X (∂D \K) ∩ U = ∅ Ë
U�ÌfÌ|Z ³p´ a�cfaÉa"áM¶Ýj|b�j�\+*IeIcdX�\_^Ú\_c Â Γ ⊂ ∂D ½�¶£b ´ X.¶Ýj|bd¶·^ Â b�a�^�Xkj ξ, η \_^�Xã\_^

e À a�^�X.¶Ýj Â B jf¼ Â ´ b ´ \[b ξ, η ∈ ∂B Ç Γ \{ξ, η} ⊂ B \_^�X (∂D\Γ )∩B = ∅ Ë
U�ÌfÌfÌ|Z ³p´ a�cfaÃa"áM¶ÝjCb�jâ\ À eI¶·^<b a ∈ ∂D \_^�X�\_^ e À a�^�X.¶Ýj Â B(a)

Â a�^<bdcfa�X�\[b
a jf¼ Â ´ b ´ \[b (B(a) \ {a}) ∩ ∂D = ∅ U a ¶ÝjÙ\_^ ¶Ýj|e Á \[bda�X À eI¶·^<bÙeIÆpb ´ aS eI¼k^�X�\_c T ∂D) Ë

�Äa]½�¶ Á·Á�À cfehiDa�b ´ a�Æ²e Á·Á eh½�¶·^kºÉb ´ a�eIcfa�¸+(
,.-0/21435/76 Ö98;: % é<�=� 'Éé �²ì D ⊂ C Ç D 6= C\{a} Ç?>Mé ��éNì@���)�Nê·éNí/ëA�;��� �.ì!�Dé#"�$% "dé�& '¾ë!ìLí Ç�íB>Më"ìmíB>Më�"dë�ë�C#���!íB�Åé 3 D/èNéNê·ë"ì�í�êE��F éNê²êG$H����>I�NêE�#'J� "LK2>9�MFN'¾é�K9K2�²ì�& % "�� ' D

�_ìLíO� C PRQ5>Më<F��_ìS�!í/é_ìLí 3 ���T��ë�� íUKS� ���A�V�"ê·ëWP
Ì/^>b ´ a À cfe�eIÆ=½�a¡½�¶ Á·Á Â eI^�jf¶ÝX.a�c�b ´ cfa�a Â \Nj|a�j�Ç�\ Â�Â eIcdX.¶·^kº&bdemb ´ a Â \Nj|a�j�¶·^Äb ´ a

\ S ehiDa�X.a�Ûk^k¶£bd¶·eI^�ËDÌ/^�b ´ a Â \Njfa�eIÆ�\ÅX.eI¸¹\_¶·^y½�¶£b ´ \_^Ù¶Ýj|e Á \[bda�X S eI¼k^�X�\_c T Æ²c�\_ºI¸¾a�^<b
eIÆ�b T À a¹U�ÌfÌfÌ|Z=½�a�¼�j|a�b ´ a�Æ²e Á·Á eh½�¶·^kº Á a�¸É¸¹\MË

Lemma ËTX7ë�í D ⊂ C �dëâéY�9� 'Éé#�²ì�ÇZ�²ì�[�ìS�Øí/ë�ê\$YF��_ìkì«ëAF�í/ë��]� " k D�FA�Nìkì«ëAF�í/ëA�«Ç
k > 2 Ç^�A�7F�>&íB>.éNí ∂D = E ∪∞ Ç^_^>Më�"dë E ���¡é`��� �.ì!�Dë��a�"ë�íOPbQ5>Më"ìãíB>Më�"dë¾ëAC ���!í
íB_��@KS� �²ìLíB�+� % E �A�7F�>ÚíB>MéNí E êG�Hë��c�_ìd�_ì«ëc�A�M�<ëe� % íB>Mëc�!íB"dé �f&#><í�êG�²ì«ëmíB>="�� �9&#>
íB>��#�"ëgKS� �²ì�íB�)Ph "���� % P�æ�a"b K S aBb ´ a Â Á eDjfa�X Â eI^<iDa"á ´ ¼ Á·Á eIÆ E \_^�X Á a"b lz S aç\Äj|¼ ÀkÀ eIc|b
j|bdc�\_¶·º ´ b Á ¶·^ka�bdeÙb ´ a�jfa"b K \[b�b ´ a À eI¶·^<b z ∈ ∂K Ëi ¶·cdj|b¡½�a¹½�¶ Á·Á j ´ eh½ b ´ \[b¡b ´ a�cfaBa"áM¶Ýj|b�j z ∈ ∂K j|¼ Â ´ b ´ \[b lz ∩ K 6= {z} Ëj ¼ ÀkÀ eDjfaIÇ�eI^mb ´ a Â eI^<bdc�\_c T ÇLb ´ \[b lz ∩K = {z} Æ²eIc�a"iDa�c T z ∈ ∂K Ë i ¶£á z ∈ ∂K
\_^�X¤X.a�^keNbda S<T

ln, n ∈ N Ç�b ´ amjCbdc�\_¶·º ´ b Á ¶·^ka�j À \_c�\ Á·Á a Á bde lz Ç�\[b¡X.¶Ýj|b \_^ Â a 1/n
Æ²cfeI¸ lz \_^�X Á T ¶·^kºmeI^>b ´ a¾j�\_¸ÉaÉjf¶ÝX.aÉeIÆ lz \Nj K Ë ³ \_l�¶·^kºkÇ�Æ²eIc�a"iDa�c T n ∈ N Ç7\À eI¶·^<b zn ∈ E Á T ¶·^kº S a"b�½4a�a�^ ln \_^�X lz Ç�½�a�e S b \_¶·^Þ\¾j|a�Ê<¼ka�^ Â a (zn) ½ ´ ¶ Â ´ç´ \Nj
\¡jf¼ S jfa�Ê<¼ka�^ Â a Â eI^<iDa�cfºIa�^<b�bde¹\ À eI¶·^<b a ∈ E Ç S a Â \_¼�jfa E ¶Ýj�\ Â eI¸ À \ Â b�jfa"b�Ë�Ü�ÆÂ eI¼kcdjfaIÇ a ∈ lz Ë j ¶·^ Â a lz ∩ K = {z} Ç�½4a ´ \�iDa a = z Ë ³p´ ¼�j"Ç z ∈ E \_^�X¤j|e
∂K ⊂ E Ç S<T b ´ a�\_c S ¶£bdc�\_cf¶·^ka�jdj�eIÆ z Ëj ¶·^ Â a ∂K ¶Ýj�\ Â ¼kc|iDa�½ ´ ¶ Â ´ S eI¼k^�Xkjp\ Â eI^<iDa"á Â eI¸ À \ Â bpjfa"b�Ç<½�aÅX.a�X.¼ Â a�b ´ \[b
∂D = ∂K ∪∞ Ë ³p´ ¼�j�Ç D ¶ÝjÅ\¡b�½�eN¿ Â eI^k^ka Â bda�XÞX.eI¸¹\_¶·^�Ç�½ ´ ¶ Â ´ Â eI^<bdc�\NX.¶ Â b�jÅb ´ a
\Njdj|¼k¸ À bd¶·eI^�j�eIÆ7b ´ a Á a�¸É¸¢\MË



� þfõ/ï ü�ü Ùù�ô ñhþ ü�þ ó�þ�� �_ñ�ô·õ�ó�ï ���Nô�ÿ��!ö � ���
� eh½�Ç Á a"b z ∈ ∂K S a�jf¼ Â ´ b ´ \[b lz ∩K 6= {z} Ë ³�´ a�^&¶·^ lz ∩K Ç�b ´ a�cfa�a"áM¶Ýj|bÀ eI¶·^<b�j�X.¶·È�a�cfa�^<b�Æ²cfeI¸ z Ç Á T ¶·^kº&eI^>eI^ka¾j|¶ÝX.a¾eIÆ z Ë���¸¾eI^kºâb ´ a�¸ b ´ a�cfaÉa"áM¶Ýj|b�j�\À eI¶·^<b z′ ¸ÉeDj|b�X.¶Ýj|b \_^<b�Æ²cfeI¸ z Ë j ¶·¸É¶ Á \_c Á T Ç�½�a Â ´ e�eDjfa¹\ À eI¶·^<b z′′ ¸ÉeDjCb�X.¶ÝjCb \_^<b

Æ²cfeI¸ z \_¸ÉeI^kºB\ Á·Á,À eI¶·^<b�j Á T ¶·^kºâeI^Ãb ´ aÙeNb ´ a�c�jf¶ÝX.aÙeIÆ z UØ¶·Æ=j|¼ Â ´ À eI¶·^<b�j�X.e¢^keNb
a"áM¶Ýj|b�ÇIb ´ a�^¡½4a�b \_lIa z′′ = z Z Ë i cfeI¸Rb ´ a Â ´ eI¶ Â a�eIÆ z′, z′′ \_^�X¡Æ²cfeI¸(b ´ a À cfe À a�c|bd¶·a�j
eIÆ�b ´ a Â Á eDjfa�X Â eI^<iDa"á ´ ¼ Á·Á K eIÆ E ¶£b�Æ²e Á·Á eh½�jpb ´ \[b z′, z′′ ∈ E Ë� a�^ Â aIÇkb ´ a�\Njdj|a�c|bd¶·eI^&eIÆ�b ´ a Á a�¸É¸¹\ ´ e Á Xkj�Ë

� eh½�Ç.½4a�ºI¶£iDa�b ´ a À cfe�eIÆ�eIÆ ³p´ a�eIcfa�¸ ÖNË
h "���� % PÉÖNË i ¶·cdjCb�Çp\Njdj|¼k¸Éa&b ´ \[b D ´ \Nj¢\_^ ¶Ýjfe Á \[bda�X S eI¼k^�X�\_c T Æ²c�\_ºI¸¾a�^<b¢eIÆ

b T À a U�ÌfÌfÌ|Z Ë ³�´ a�^�Ç S<T \ ´ eI¸ÉeIºIc�\ À ´ T Çp½4a>¸¹\ À b ´ a>¶Ýjfe Á \[bda�X À eI¶·^<b a eIÆ ∂D
eI^<bde ∞ ÇL\_^�Xâb ´ a�cfa�j|b�eIÆ ∂D eI^<bde¹\ Â eI¸ À \ Â b�jfa"b E Ë

Ì/^ iM¶·a"½ eIÆ]b ´ a Á a�¸É¸¹\Þb ´ a�cfaça"áM¶Ýj|b¹b�½�e X.¶·È�a�cfa�^<b À eI¶·^<b�j¹¶·^ E jf¼ Â ´ b ´ \[b
E Á ¶·a�jâeI^ eI^kaÄj|¶ÝX.a>eIÆ�b ´ aÄjCbdc�\_¶·º ´ b Á ¶·^ka>ºIeI¶·^kº¤b ´ cfeI¼kº ´ b ´ eDj|a À eI¶·^<b�j"Ë ³ \_lIa
b�½�e À eI¶·^<b�j¾eIÆ�b ´ a&¶·^<bda�cdj|a Â bd¶·eI^ eIÆ E \_^�XÍb ´ ¶Ýj Á ¶·^ka&jf¼ Â ´ b ´ \[b¾b ´ a�¶·c¾X.¶ÝjCb \_^ Â a
¶Ýj�¸¹\[áM¶·¸y¼k¸ À eDjdj|¶ S Á aIÇ�\_^�XÚjfa�^�XÄb ´ a�¸ eI^<bde −1, 1

S<T \ Á ¶·^kah\_cy¸¹\ ÀkÀ ¶·^kºkË0�ãaÂ \_^>\Njdjf¼k¸Éa�b ´ \[bÅb ´ a�^çb ´ a¡j|a"b E bdc�\_^�jfÆ²eIcf¸¾jÅeI^<bdeB\ Â eI¸ À \ Â b�jfa"b]¶·^ Â Á ¼�X.a�XÞ¶·^
b ´ aÉ¼ ÀkÀ a�c ´ \ Á Æ�¿ ÀkÁ \_^ka P+ = {z ∈ C : Im z > 0} Ë	��j�\âcfa�jf¼ Á b�Ç D ¶Ýj�¸¹\ ÀkÀ a�XS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T eI^<bdeF\ãX.eI¸¢\_¶·^ D1 ½ ´ ¶ Â ´ ¶·^ Â Á ¼�X.a�jâb ´ a Á eh½�a�c ´ \ Á Æ�¿ ÀkÁ \_^ka
P− = {z ∈ C : Im z < 0} Ç�b ´ aÙc�\ T j (−∞,−1), (1,∞) Ç S ¼.b�X.e�a�jÅ^keNb]¶·^ Â Á ¼�X.a
b ´ a À eI¶·^<b�j −1, 1 Ë³�´ a À e Á T ^keI¸É¶�\ Á Q(z) = z3 − 3z ¶Ýj Á e Â \ Á·Á T&S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¶·^ D1 Ë2�Äa�½�¶ Á·Á
j ´ eh½2b ´ \[b Q(D1) = C Ë

Ì/^�X.a�a�X�Ç.j|¶·^ Â a S = (−∞,−1)∪ (1,∞) ⊂ D1 \_^�X Q(S) = R Ç�¶£b4¶Ýj�j|¼�
 Â ¶·a�^<b
bde¢e S j|a�c|iDayb ´ \[b]b ´ aya�Ê<¼L\[bd¶·eI^ Q(z) = w Ç w ∈ C \ R Ç ´ \Nj�\¹j|e Á ¼.bd¶·eI^ z ∈ P− Ë³p´ ¶Ýj6Æ²e Á·Á eh½�j=Æ²cfeI¸ b ´ a�Æ�\ Â b4b ´ \[b4b ´ a�cfe�eNb�j ζ1 Ç ζ2 Ç ζ3 eIÆ�b ´ ¶Ýj4a�Ê<¼L\[bd¶·eI^ S a Á eI^kºybde
C \ R \_^�X ζ1+ ζ2+ ζ3 = 0 Ë� Ë � eh½ Â eI^�jf¶ÝX.a�c D ½�¶£b ´ \_^&¶Ýj|e Á \[bda�X S eI¼k^�X�\_c T Æ²c�\_ºI¸Éa�^<b�eIÆ�b T À a¹U�ÌfÌ|Z Ë7�ÄaÂ \_^ç\Njdjf¼k¸Éa]b ´ \[b (∂D \ Γ ) ∩ ∂B = ∅ Ë

æ�a"b G S a�\�jf¼ S X.eI¸¹\_¶·^âeIÆ D ½ ´ ¶ Â ´ ¶Ýj4¶·^ Â Á ¼�X.a�X S a"b�½�a�a�^¹b ´ a *IeIcdX�\_^B\_c Â Γ
\_^�X¾\_^¾e À a�^¹\_c Â γ eIÆ�b ´ a Â ¶·c Â Á a ∂B Ç�CeI¶·^k¶·^kº�b ´ a�a�^�Xkj�eIÆ Γ U�j|a�a�b ´ a�X.a�Ûk^k¶£bd¶·eI^�Z Ë� a�^keNbda S<T

K b ´ a Â eI^k^ka Â bda�X Â eI¸ À eI^ka�^<b�eIÆ4b ´ a S eI¼k^�X�\_c T ∂D jf¼ Â ´ b ´ \[b
Γ ⊂ K \_^�X S<T

D̂ b ´ a6j|¶·¸ ÀkÁ T�Â eI^k^ka Â bda�X�X.eI¸¢\_¶·^�j|¼ Â ´ b ´ \[b D ⊂ D̂ Ç ∂D̂ = K Ë�Ì/^
iM¶·a"½�eIÆ�b ´ a]µp¶·a�¸¢\_^k^¾b ´ a�eIcfa�¸ b ´ a�cfa]a"áM¶ÝjCb�j�\ S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº�Æ²cfeI¸ D̂
eI^<bde�b ´ a ´ \ Á Æ�¿ ÀkÁ \_^ka P+ Ë � a�^keNbda S<T

D∗, G∗, γ∗ b ´ a�¶·¸¢\_ºIa�j=eIÆ�b ´ aÅjfa"b�j D,G, γ Ç
cfa�j À a Â bd¶£iDa Á T ¼k^�X.a�c�b ´ a�\ S ehiDa�¸¹\ ÀkÀ ¶·^kºkËj ¶·^ Â a ∂G = γ∪Γ ¶Ýj7\g*IeIcdX�\_^ Â ¼kc|iDaIÇ[\ Á·Á<À eI¶·^<b�j�eIÆ ∂G \_cfa=\[bfb \_¶·^L\ S Á a=Æ²cfeI¸ G Ë
� Á·Á�À eI¶·^<b�j�eIÆ γ∗ \_cfay\[bfb \_¶·^L\ S Á ayÆ²cfeI¸ G∗ Ç�\_^�X γ∗ ¶Ýjpb ´ a ´ eI¸Éa�eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¶·¸¹\_ºIa
eIÆ γ Ë j ¶·^ Â aÉb ´ a¹j|a"b�eIÆ À eI¶·^<b�j�½ ´ ¶ Â ´ Â eIcfcfa�j À eI^�XÄbde À eI¶·^<b�j�eIÆ ∂G∗ \[bfb \_¶·^L\ S Á a
Æ²cfeI¸ G∗ ¶Ýj4a"iDa�c T ½ ´ a�cfa�X.a�^�jfa]¶·^ γ ∪ Γ U�j|a�a¾Ñ�ÒÅekÇLÓ ´ \ À ËkÌfÌ�Ç«Õ��[×ØZ ÇMb ´ a�cfa�a"áM¶ÝjCb�\[bÁ ah\Nj|b�b�½�e À eI¶·^<b�j ζ1, ζ2 ∈ ∂G∗ \ γ∗ \[bfb \_¶·^L\ S Á a¹Æ²cfeI¸ G∗ Ë i cfeI¸ b ´ ¶Ýj�¶£b�Æ²e Á·Á eh½�j
b ´ \[b ζ1, ζ2 ∈ R Ë
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æ�a"b l1, l2 ⊂ G∗ S a]b ´ aÅb�½�eJ*IeIcdX�\_^&\_c Â j�½ ´ ¶ Â ´ a�^�Xâ¶·^ ζ1 Ç ζ2 ÇL\_^�X Á a"b γ1, γ2S a]b ´ a À cfa�¶·¸¹\_ºIa�jp¶·^ G eIÆ l1, l2 Ç.cfa�j À a Â bd¶£iDa Á T Ë � a�^keNbda S<T
γ3 ⊂ G \ *IeIcdX�\_^&\_c Â

½ ´ ¶ Â ´ CeI¶·^�j]b ´ a¾\_c Â j γ1, γ2 Ç7\_^�X S<T
l3 ⊂ G∗ b ´ a¡¶·¸¹\_ºIa¡eIÆ γ3 Ë�Ü�Æ Â eI¼kcdj|aIÇ�½4aÂ \_^ Â ´ e�eDjfa γ3 ¶·^Ãjf¼ Â ´ \É½p\ T b ´ \[bÅb ´ aÙjfa"b γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ Γ

S eI¼k^�Xkj�\¹j|¶·¸ ÀkÁ TÂ eI^k^ka Â bda�XãX.eI¸¹\_¶·^ G′ ⊂ G \_^�X ∂G′ ¶Ýj�\c*IeIcdX�\_^ Â ¼kc|iDaIË ³p´ a�^Þb ´ a Â Á eDj|¼kcfa¾eIÆ
G′ ¶Ýj ´ eI¸Éa�eI¸¾eIc À ´ ¶ Â bdeÙb ´ a Â Á eDjf¼kcfa�eIÆ7b ´ a�X.eI¸¹\_¶·^ G′∗ ⊂ G∗ Ç S eI¼k^�X.a�X S<T b ´ aÂ ¼kc|iDa l1 ∪ l2 ∪ l3 ∪ R Ë³�´ a�cfa�Æ²eIcfaIÇ,¶·^ G′∗ b ´ a�cfa¢a"áM¶Ýj|b�j¡\çj|a�¸É¶£¿/X.¶Ýj Â ½�¶£b ´ Â a�^<bdcfa z0 ∈ R \_^�Xã½�¶£b ´
X.¶�\_¸Éa"bda�c�¶·^ Â Á ¼�X.a�Xm¶·^ R Ë

� ÀkÀkÁ T ¶·^kºBb ´ aÉÆ²¼k^ Â bd¶·eI^ (z0 − z)−1 ½4a¡¸¢\ À D∗ S ¶ ´ e Á eI¸¾eIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T eI^<bdeç\
X.eI¸¹\_¶·^ D1 ⊂ P+ j|¼ Â ´ b ´ \[b ∂D1 \R ¶Ýj�¶·^ Â Á ¼�X.a�XB¶·^m\ÙX.¶Ýj Â�Â a�^<bdcfa�X&\[bpg�a�cfekÇkeIÆ
\¡j|¼�
 Â ¶·a�^<b Á T Á \_cfºIa�c�\NX.¶·¼�j�Ë� T \�bdc�\_^�j Á \[bd¶·eI^¡½�a4bdc�\_^�jfÆ²eIcf¸(b ´ a�¼ ÀkÀ a�c ´ \ Á Æ�¿ ÀkÁ \_^ka P+ eI^<bde�¶£b�jfa Á Æ�¶·^¡jf¼ Â ´
\y½p\ T b ´ \[b ∂D1 \ R ¶Ýjp¶·^ Â Á ¼�X.a�Xm¶·^âb ´ a�j|a Â bdeIc {z : Arg z ∈ (0, π/4)} Ë³ e�b ´ ¶Ýj6bdc�\_^�j Á \[bd¶·eI^¢¶·¸¢\_ºIa�eIÆ D1 ½�a�^keh½ \ ÀkÀkÁ T b ´ a�¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº 1 + eiπαz1−α Ç
½ ´ a�cfa α ∈ (0, 1/4) \_^�X z1−α ¶Ýj¡b ´ a&¸¹\_¶·^ S c�\_^ Â ´ eIÆÅb ´ a À eh½4a�c�Ë ³�´ a�^ D1¸¹\ À j�eI^<bdeÉ\ÙX.eI¸¹\_¶·^ D2 ⊂ {z : Arg(z − 1) ∈ (πα, π)} Ç<½ ´ eDj|a S eI¼k^�X�\_c T ∂D2Â eI^�jf¶ÝjCb�j�eIÆ�c�\ T j (−∞, 1], {1 + teiπα : t ≥ 0} \_^�Xâ¸¹\ TMS a�eIÆ�eNb ´ a�c Â eI¸ À eI^ka�^<b�jÁ T ¶·^kºÉ¶·^Bb ´ a�j|a Â bdeIc {z : Arg(z − 1) ∈ (πα, π4 (1 + 3α))} Ë� a"á�b�Ç S<T b ´ am¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº ϕ(z) = z2 Ç,½4aâbdc�\_^�jfÆ²eIcf¸ D2

S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T
eI^<bde D3 = ϕ(D2) Ë ³p´ a S eI¼k^�X�\_c T ∂D3

Â eI^�jf¶Ýj|b�jâeIÆ�b ´ aÃc�\ T [0,∞) Ç=eIÆ�b ´ a
\_c Â L = {(1 + teiπα)2 : t ≥ 0} \_^�XÞ¸¢\ TMS a¡eIÆ=eNb ´ a�c Â eI¸ À eI^ka�^<b�j�Ç�½ ´ ¶ Â ´ \_cfa
¶·^ Â Á ¼�X.a�XB¶·^ P+ ËLÜ S j|a�c|iDa]b ´ \[b L Á ¶·a�jp¶·^¢b ´ a�jfa Â bdeIc {z : Arg z ∈ (0, 2πα)} \_^�X
¶Ýj�\Nj T ¸ À bdeNbd¶ Â bde¡b ´ a�c�\ T {tei2πα : t ≥ 0} \Nj t→∞ Ë

æ�a"b ψ(z) = (z−1)1+α/2 = exp{(1+α/2)[ln |z−1|+ iArg(z−1)]} ÇI½ ´ a�cfa
Arg(z − 1) iI\_cf¶·a�j�¶·^ (0, 2π) Ç�\_^�X Á a"b D4

S aÙb ´ a S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¶·¸¹\_ºIa¡eIÆ D3¼k^�X.a�c ψ Ë
µpeNb \[bd¶·eI^Ùb ´ cfeI¼kº ´ −πα/2 j|a�^�Xkj D4 eI^<bde�\�X.eI¸¹\_¶·^ D5 jf¼ Â ´ b ´ \[b D5 ⊃ P−\_^�X ∂D5 ⊃ [−1, 0]∪{z : Arg z = πα/2}∪L′ ÇN½ ´ a�cfa L′ ¶Ýj,b ´ ap¶·¸¹\_ºIapeIÆ�b ´ a�\_c Â

L ¼k^�X.a�c�b ´ a�¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº e−iπα/2ψ(z); b ´ a S eI¼k^�X�\_c T ∂D5 ¸¹\ T \ Á jfe�¶·^ Â Á ¼�X.a�jfeI¸ÉaÀ eI¶·^<b�j�eIÆ P+ Ë ³p´ a�cfa�Æ²eIcfaIÇ�\ ÀkÀkÁ T ¶·^kº�jf¼ Â�Â a�jfjf¶£iDa Á T b ´ ap¸¹\ ÀkÀ ¶·^kºDj 1+2z \_^�X Q(z)
bde D5 Ç�½�a�e S b \_¶·^>\ Á e Â \ Á·Á T&S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \_^�X&^keNbÅ¸ÉeIcfa�b ´ \_^ 3 ¿HiI\ Á a�^<b]¸¹\ À ¿À ¶·^kº�Æ²cfeI¸ D5 eI^<bde C Ç S a Â \_¼�j|a Q(P−) ⊃ C\R \_^�X Q((−∞,−1)∪(1,∞)) = R Ç
\Nj�j ´ eh½�^B¶·^Bb ´ a�Ûkcdj|b À \_c|b�eIÆ�b ´ a À cfe�eIÆ�Ë

��j�\Bcfa�j|¼ Á b�Ç7½4a ´ \�iDa¢\ Á e Â \ Á·Á T>S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â 3 ¿HiI\ Á a�^<b�¸¢\ ÀkÀ ¶·^kºmÆ²cfeI¸ D
eI^<bde C Ë

�MË � eh½ Á a"b D ´ \�iDa¹\_^Ä¶Ýj|e Á \[bda�X S eI¼k^�X�\_c T Æ²c�\_ºI¸Éa�^<b�eIÆ6b T À aÃU�Ì|Z Ë ³p´ a�^ K
¶Ýj�b ´ a S eI¼k^�X�\_c T eIÆp\Bjf¶·¸ ÀkÁ T>Â eI^k^ka Â bda�XÚX.eI¸¹\_¶·^ D0 jf¼ Â ´ b ´ \[b D ⊂ D0 \_^�X
∂D \K ⊂ K0 Ç«½ ´ a�cfa K0 ⊂ D0 ¶Ýj�\ Â eI¸ À \ Â b�jfa"b�¶·^ C Ë��Ã\ À D0

S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc|¿À ´ ¶ Â \ Á·Á T eI^<bdeyb ´ aÅ¼ ÀkÀ a�c ´ \ Á Æ�¿ ÀkÁ \_^ka P+ Ë ³�´ a�^ K0 bdc�\_^�j|Æ²eIcf¸¾j�eI^<bdeÉ\ Â eI¸ À \ Â b
K0 ⊂ P+ Ë ³�´ a�¶·¸¹\_ºIa�eIÆ D ¼k^�X.a�cpb ´ ¶Ýj�¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº¡½�¶ Á·Á S a�X.a�^keNbda�X S<T

D1 Ë
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� eh½ ¶£b�¶Ýj�jf¼�
 Â ¶·a�^<b�bdeâbdc�\_^�jfÆ²eIcf¸ D1 \Nj]¶·^Þb ´ aÉjfa Â eI^�X À \_c|b�eIÆ6b ´ a À cfe�eIÆ�Ë

Ó4eI^�j|a�Ê<¼ka�^<b Á T Ç6½�ame S b \_¶·^9\ Á e Â \ Á·Á T¤S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \_^�X 3 ¿HiI\ Á a�^<b¹¸¢\ ÀkÀ ¶·^kº f
Æ²cfeI¸ D eI^<bde C Ë

� Ë i ¶·^L\ Á·Á T Ç�½�a¹½�¶ Á·Á�À cfehiDa¢b ´ \[b¡¶·^ÍeI¼kc Â Á \NjdjyeIÆ�X.eI¸¹\_¶·^�j�½�¶£b ´ \_^Í¶Ýj|e Á \[bda�XS eI¼k^�X�\_c T Æ²c�\_ºI¸Éa�^<b�Ç�b ´ a�cfaâa"áM¶ÝjCbÉX.eI¸¹\_¶·^�j�½ ´ ¶ Â ´ Â \_^k^keNb S a¹¸¢\ ÀkÀ a�XÚeI^<bde CÁ e Â \ Á·Á TBS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T \_^�X 2 ¿HiI\ Á a�^<b Á T Ëj a"b D = C \ {a1, . . . , aM} Çk½ ´ a�cfa M > 1 ¶Ýj�\_^m¶·^<bda�ºIa�c�Ç«\_^�Xmj|¼ ÀkÀ eDjfa�b ´ \[b
b ´ a�cfa�a"áM¶Ýj|b�j�\ Á e Â \ Á·Á TBS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â 2 ¿HiI\ Á a�^<b�¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº f Æ²cfeI¸ D eI^<bde C Ë

Ü�Æ Â eI¼kcdj|aIÇ�b ´ a À eI¶·^<b�j a1, . . . , aM \_^�X ∞ \_cfa¹¶Ýj|e Á \[bda�XÍjf¶·^kºI¼ Á \_cf¶£bd¶·a�jÙeIÆ f Ë³p´ a�`�¶ Â \_cdX¢b ´ a�eIcfa�¸»\_^�XBeI¼kc�jf¼ ÀkÀ eDj|¶£bd¶·eI^&b ´ \[b f ¶Ýj 2 ¿HiI\ Á a�^<b�¶·¸ ÀkÁ T b ´ \[b�^keI^ka
eIÆ6b ´ aÉ\ S ehiDa À eI¶·^<b�j Â \_^ S a¾\_^Þa�jdj|a�^<bd¶�\ Á jf¶·^kºI¼ Á \_cf¶£b T eIÆ f Ë ³�´ ¼�j f ¶ÝjÅc�\[bd¶·eI^L\ Á
\Njy\â¸¾a�cfeI¸ÉeIc À ´ ¶ Â Æ²¼k^ Â bd¶·eI^ÚeI^ C Ë i cfeI¸ b ´ ¶Ýjy\_^�XÄeI¼kc�jf¼ ÀkÀ eDj|¶£bd¶·eI^Úb ´ \[b f ¶Ýj
2 ¿HiI\ Á a�^<b�Ç�¶£b4Æ²e Á·Á eh½�j6b ´ \[b f ´ \Nj6eI^ka À e Á a�eIÆ�b ´ aÅj|a Â eI^�X¹eIcdX.a�c�\[b ∞ Ç<eIc=eI^ka À e Á a
eIÆ�b ´ aâÛkcdj|bÉeIcdX.a�c¾\[b ∞ \_^�XÍeI^ka À e Á aBeIÆ�b ´ aâÛkcdj|bÉeIcdX.a�c¾\[b¾\ À eI¶·^<b α ∈ C Ç
eIc À e Á a�j¾eIÆ�b ´ amÛkcdj|b¾eIcdX.a�c¢\[bÉb�½�e À eI¶·^<b�j α, β ∈ C, α 6= β Ç�eIcÉeI^ka À e Á a&eIÆ
b ´ aÙj|a Â eI^�XÃeIcdX.a�c�\[b�\ À eI¶·^<b α ∈ C Ë å Ê<¼k¶£iI\ Á a�^<b Á T Ç f ¶ÝjÅX.a�Ûk^ka�X S<T eI^kayeIÆ,b ´ a
Æ²e Á·Á eh½�¶·^kºÉÆ²eIcf¸y¼ Á \Nj)(

UØ¶²Z f(z) = Az2 +Bz + C Ç
UØ¶·¶²Z f(z) = Az +B + C

z−α Ç
UØ¶·¶·¶²Z f(z) = A+ Bz+C

(z−α)(z−β) Ë
Ì/^ Â \Nj|a¾UØ¶²Z Ç.¶·Æ A = 0 Ç�b ´ a�^ f ´ \Nj4b ´ a]Æ²eIcf¸ f(z) = Bz +C \_^�Xâ¶£b Â \_^k^keNb�¸¢\ À
D eI^<bde C Ë ��jdj|¼k¸¾a�b ´ \[b A 6= 0

ä ½�a Â \_^ À ¼.b A = 1 Ë�Ì/Æ,½�a�½�cf¶£bda w0 = f(z0) Ç
½ ´ a�cfa z0 = −B/2 ÇIb ´ a�^ z0 /∈ D Ç S a Â \_¼�jfa f ¶Ýj Á e Â \ Á·Á T¡S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¶·^ D \_^�X
f ′(z0) = 0 Ë j ¶·^ Â a f(z) = (z− z0)2 +w0 ÇDb ´ a�a�Ê<¼L\[bd¶·eI^ f(z) = w0

´ \Nj6eI^ Á T b ´ a
X.eI¼ S Á a�cfe�eNb z0 Ë ³p´ a�\Njdj|¼k¸ À bd¶·eI^Bb ´ \[b f ¶Ýj 2 ¿HiI\ Á a�^<b�\_^�XBb ´ a�Æ�\ Â b�b ´ \[b z0 /∈ Dj ´ eh½2b ´ \[b w0 /∈ f(D) Ë � a�^ Â a f(D) 6= C Ë

Ì/^ Â \Njfa¡UØ¶·¶²Z�½�a Â \_^¹cfa"½�cf¶£bda f ¶·^¾b ´ aÅÆ²eIcf¸ f(z) = A(z−α) +C/(z − α) Ë.Ì/Æ
A= 0 eIc C = 0 Çhb ´ a�^ f ¶Ýj�\ ´ eI¸ÉeIºIc�\ À ´ T \_^�X Â eI^�j|a�Ê<¼ka�^<b Á T f(D) 6=C Ë j ¼ ÀkÀ eDjfa
AC 6= 0 \_^�X Á a"b d,−d S a4b ´ apjdÊ<¼L\_cfapcfe�eNb�j�eIÆ C/A Ë ³�´ a�^Ùb ´ a À eI¶·^<b�j z1 = α+d
\_^�X z2 = α− d X.eÙ^keNb S a Á eI^kºÙbde D Ç S a Â \_¼�j|a f ¶Ýj Á e Â \ Á·Á T¹S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¶·^ D
\_^�X f ′(zj) = 0 Ç j = 1, 2 Ë j a"b wj = f(zj) Ç j = 1, 2 ÇL\_^�X Â eI^�jf¶ÝX.a�cpb ´ a�a�Ê<¼L\[bd¶·eI^
f(z) = w1 Ë � T b ´ a Â ´ \_^kºIaBeIÆpiI\_cf¶�\ S Á a ζ = (z − α)/d ½4a¢ºIa"bÙb ´ aâa�Ê<¼L\[bd¶·eI^
ζ + 1/ζ = 2 Ç6½ ´ ¶ Â ´ ´ \Nj¹eI^ Á T b ´ aÃX.eI¼ S Á aÃcfe�eNb ζ = 1 Ë ³p´ ¼�jÉb ´ aÃa�Ê<¼L\[bd¶·eI^
f(z) = w1

´ \Nj6b ´ aÅX.eI¼ S Á a�cfe�eNb z1 = α+d Ë j ¶·¸É¶ Á \_c Á T Ç<b ´ a�a�Ê<¼L\[bd¶·eI^ f(z) = w2´ \Nj�b ´ a�X.eI¼ S Á a�cfe�eNb z2 = α− d Ë ³p´ ¶Ýj�\_^�XBb ´ a�\Njfjf¼k¸ À bd¶·eI^&b ´ \[b f ¶Ýj 2 ¿HiI\ Á a�^<b
j ´ eh½�jpb ´ \[b wj /∈ f(D) Ç j = 1, 2 Ë � a�^ Â a f(D) 6= C Ë

Ì/^ Â \NjfamUØ¶·¶·¶²Z�¶£b�jf¼�
 Â a�jÅbde Â eI^�j|¶ÝX.a�c]b ´ aÙÆ²¼k^ Â bd¶·eI^ f(z) = Bz+C
(z−α)(z−β) Ë j ¶·^ Â a

f ′(z) 6= 0 ¶·^ D ÇDeI¼kc6jf¼ ÀkÀ eDjf¶£bd¶·eI^¾b ´ \[b f ¶Ýj 2 ¿HiI\ Á a�^<b4¶·¸ ÀkÁ ¶·a�j�b ´ \[b g(z) = 1/f(z)
¶Ýj Á e Â \ Á·Á T¹S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¶·^ D \_^�X¹¸¹\ À j D eI^<bde C \ {0} 2 ¿HiI\ Á a�^<b Á T Ë � eh½4a"iDa�c�Ç
b ´ ¶Ýj�¶Ýjp¶·¸ À eDjdjf¶ S Á aIÇ�\Nj�j ´ eh½�^m¶·^âb ´ a À cfa"iM¶·eI¼�j Â \Njfa�j"Ë
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j ¶·^ Â açÛk^k¶£bda Á T Â eI^k^ka Â bda�X�X.eI¸¹\_¶·^�j�Ç�X.¶·È�a�cfa�^<bâÆ²cfeI¸ C \ {0} Ç4\_cfaÞX.eI¸¹\_¶·^�j

½�¶£b ´ \_^m¶Ýjfe Á \[bda�X S eI¼k^�X�\_c T Æ²c�\_ºI¸Éa�^<b�ÇL½4a�e S b \_¶·^&b ´ a�Æ²e Á·Á eh½�¶·^kº¹ºIa�^ka�c�\ Á ¶·gh\[bd¶·eI^
eIÆ,æ�¶·ºIe Â lN\���j�cfa�jf¼ Á b Â ¶£bda�XB¶·^Bb ´ a�¶·^<bdcfeMX.¼ Â bd¶·eI^�Ë
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C \ {0} Ç�íB>Më"ìmíB>Më�"dë�ëAC#��� íB�]éÙêf�WF éNê²ê\$�� ��>��Nêf� 'J� "LK2>9�MF�é_ì!� 3 D/èNéNê·ë"ì�í 'Éé�K9K!�²ì & % "�� '
D �_ìLíO� C PRQ5>Më<FA�NìS�!í/é_ì�í 3 ���<�dë�� í5KI�#�A�A�V�"ê·ë�P

Ì/^ÍÑ æ�¶·×�¶£b]¶Ýj]\ Á jfe À cfehiDa�Xçb ´ \[bÅb ´ a�cfaÙa"áM¶Ýj|b�j]\¾Æ²¼k^ Â bd¶·eI^Ã½ ´ ¶ Â ´ ¸¹\ À j"Ç Á e Â \ Á·Á TS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T \_^�X 24 ¿HiI\ Á a�^<b Á T Ç«\yX.eI¸¹\_¶·^ D ½�¶£b ´ \_^B¶Ýj|e Á \[bda�X Â eI¸ À eI^ka�^<b
eIÆ C \D eI^<bde¡b ´ a�e À a�^m¼k^k¶£b�X.¶Ýj Â B(0, 1) Ë

�Äa]½�¶ Á·Á�À cfehiDa�b ´ a�Æ²e Á·Á eh½�¶·^kºÉb ´ a�eIcfa�¸mË
,.-0/21435/76 � 8;: % D ⊂ C ���mé ' �.ê íB� D�F��_ì�ì�ë�F"í/ë�� �9� 'Éé#�²ì _^�ØíB>ÍéNì ���)�Nê·éNí/ëA�

�A� �Mì?�Dé " $ % "déW&#'Éë"ì�í � % íB$ Kkë�U�Ì|ZR� "píB$ Kkë�U�ÌfÌ|Z Ç«íB>Më"ì¾íB>.ë "�ë�ëAC#��� íB�pé 5 D/èNéNê£ë"ìLí Ç�êE��F éNê²êG$
� ��>��Nêf� 'J�#"OK2>=�MFT'Éé�K9K2�²ì�& % "A� ' D �_ì�íO�¹íB>Më � ����F B(0, 1) Ph "���� % PÉÖNË �Åjf¼k¸Éa�b ´ \[b D ´ \Nj�\_^Þ¶Ýjfe Á \[bda�X S eI¼k^�X�\_c T Æ²c�\_ºI¸Éa�^<b�eIÆ�b T À a&U�Ì|Z
\_^�X Á a"b K S a�b ´ aycfa Á a"iI\_^<b Â eI^<bd¶·^�¼k¼k¸mË ³p´ a�^ K ¶Ýj�b ´ a S eI¼k^�X�\_c T eIÆ6\¾j|¶·¸ ÀkÁ TÂ eI^k^ka Â bda�X¤X.eI¸¹\_¶·^ D0 ⊂ C jf¼ Â ´ b ´ \[b D ∩ D0 6= ∅ Ë i cfeI¸ b ´ aâX.a�Ûk^k¶£bd¶·eI^¤¶£b
Æ²e Á·Á eh½�jpb ´ \[b ∂D \K ⊂ K0 Çk½ ´ a�cfa K0 ⊂ D0 ¶Ýj�\ Â eI¸ À \ Â b�j|a"b�¶·^ C Ë

æ�a"b ζ = ϕ(z)
S a�\ S ¶ ´ e Á eI¸¾eIc À ´ ¶ Â ¸¹\ ÀkÀ ¶·^kºÉÆ²cfeI¸ D0 eI^<bde B(0, 1) \_^�X Á a"b

B′
S a¾\ Â ¶·c Â ¼ Á \_c�e À a�^>^ka�¶·º ´ S eI¼kc ´ e�eMX>eIÆ6b ´ a À eI¶·^<b ζ = −1 Ë?�ãa Â \_^Ä\Njdj|¼k¸Éa

b ´ \[b4b ´ a Â eI¸ À \ Â b�jfa"b K0 = ϕ(K0) ¶Ýj4¶·^ Â Á ¼�X.a�X¢¶·^B\�jf¶·¸ ÀkÁ T¾Â eI^k^ka Â bda�XâX.eI¸¢\_¶·^
E1 ⊂ B(0, 1) jf¼ Â ´ b ´ \[b E1∩ B′ 6= ∅ Ëæ�a"b L = P+∩Q−1((−∞,−2)) ÇI½ ´ a�cfa Q(ζ) = ζ3−3ζ Ë<Ì*b6¶Ýj Â Á ah\_c�b ´ \[b L ¶Ýj
\�jf¶·¸ ÀkÁ a4\_^�XÙ\_^L\ Á T bd¶ Â \_c Â ½ ´ ¶ Â ´ CeI¶·^�j7b ´ a À eI¶·^<b�j ζ = 1 Ç ζ =∞ Ë i ¶£á A ∈ L \_^�X
X.a�^keNbda S<T

D′ b ´ a¾j|¶·¸ ÀkÁ TÞÂ eI^k^ka Â bda�XãX.eI¸¹\_¶·^>½ ´ ¶ Â ´ ¶Ýj�e S b \_¶·^ka�X>Æ²cfeI¸ P+ S<T
cfa�¸ÉehiM¶·^kºÉb ´ a À \_c|b�eIÆ L CeI¶·^k¶·^kº A \_^�X ∞ Ë�æ�a"b η = ψ(w)

S a�\ S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â
¸¹\ ÀkÀ ¶·^kºÚÆ²cfeI¸ D′ eI^<bde B(0, 1) Ë j a"b E2 = ψ(D′′) Ç�½ ´ a�cfa D′′ ⊂ D′ ¶ÝjÉb ´ a
X.eI¸¹\_¶·^ S eI¼k^�X.a�X S<T b ´ a¾\_c Â L \_^�XÃb ´ aÉc�\ T [1,+∞) Ë ³�´ aÉjf¶·¸ ÀkÁ TÞÂ eI^k^ka Â bda�X
X.eI¸¹\_¶·^ E2 ¶Ýj S eI¼k^�X.a�X S<T \_^¾e À a�^â\_c Â eIÆ«b ´ a Â ¶·c Â Á a ∂B(0, 1) \_^�X S<T \ *IeIcdX�\_^Â ¼kc|iDa Γ ′′ ⊂ B(0, 1) ËS�ãa Â \_^ç\Njdjf¼k¸Éa�b ´ \[b�b ´ ay\ S ehiDay\_c Â eIÆ ∂B(0, 1) ¶·^ Â Á ¼�X.a�j
ζ = 1 Ë ³�´ a�^Äb ´ a�cfa¾a"áM¶Ýj|b�jy\ Â ¶·c Â ¼ Á \_c�e À a�^ã^ka�¶·º ´ S eI¼kc ´ e�eMX B1 eIÆ ζ = 1 jf¼ Â ´
b ´ \[b B1 ∩B(0, 1) = B1 ∩ E2 Ë³�´ a ¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº ζ+a

1+aζ Ç¾½�¶£b ´ À cfe À a�c Á T Â ´ eDj|a�^ a ∈ (−1, 1) Ç¾bdc�\_^�jfÆ²eIcf¸¾j
B(0, 1) \B′ ¶·^<bde B(0, 1) ∩B1 Ë ³�´ a�^

w = ψ−1

(
ϕ(ζ) + a

1 + aϕ(ζ)

)

¸¹\ À j D S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T eI^<bdeB\¾X.eI¸¹\_¶·^ D2 ⊂ D′ jf¼ Â ´ b ´ \[b ∂D2 \ ∂D′ ⊂
ψ−1(E2) = D′′ Ë

Ü S jfa�c|iDa&b ´ \[b Q(P+) ⊃ C \ R U C¼�jCbB\Nj¹Æ²eIc P− ¶·^ À \_c|b 2 eIÆ]b ´ a À cfe�eIÆ
eIÆ ³p´ a�eIcfa�¸ ÖhZ Ë �meIcfa�ehiDa�c�Ç Q ¸¹\ À jÙb ´ aÃj|a"b (−∞,−2) ∪ (2,∞)

S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc|¿
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À ´ ¶ Â \ Á·Á T eI^<bdeÞ¶£b�jfa Á ÆÅ\_^�XÍÆ²eIcÙa"iDa�c T w ∈ [−2, 2] b ´ aBa�Ê<¼L\[bd¶·eI^ Q(z) = w
´ \Nj

b ´ cfa�a�cfe�eNb�j�U Â eI¼k^<bd¶·^kº¾¸y¼ Á bd¶ ÀkÁ ¶ Â ¶£b T Z Ë ³�´ ¼�j Q(P+) = C \ [−2, 2] \_^�X Q(D′) =
C \ ([−2, 2] ∪ (−∞, A′]) ÇM½ ´ a�cfa A′ = Q(A) < −2 Ë j a"b D3 = Q(D′) Ë

�Äa>½�¶ Á·Á j ´ eh½ b ´ \[bmb ´ aÄ¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº Q ¶·^ b ´ aÄ¼ ÀkÀ a�c ´ \ Á Æ�¿ ÀkÁ \_^ka P+ ºI¶£iDa�j
\ 2 ¿HiI\ Á a�^<b Â ehiDa�cf¶·^kºãeIÆ P+ Ë ³ eãX.e>b ´ ¶Ýj¡b \_lIa w ∈ P+ \_^�X R jfe Á \_cfºIamb ´ \[b
\ Á·Á cfe�eNb�j z ∈ P+ eIÆ�b ´ aBa�Ê<¼L\[bd¶·eI^ Q(z) = w

S a Á eI^kº>bdeÃb ´ aB¶·^<bda�cf¶·eIcÉeIÆ�b ´ aÂ Á eDjfa�X Â ¼kc|iDa ΓR Â eI^�jf¶ÝjCbd¶·^kºÉeIÆ�\yj|a�¸É¶£¿ Â ¶·c Â Á a CR \_^�X¢b ´ a]jfa�ºI¸Éa�^<b [−R,R]
ä X.a"¿

^keNbda S<T
Nw b ´ a�^�¼k¸ S a�cpeIÆ�b ´ a�j|a�cfe�eNb�j"Ç Â eI¼k^<bda�XB½�¶£b ´ ¸y¼ Á bd¶ ÀkÁ ¶ Â ¶£b T Ë���jf¶·^kº¡b ´ a

\_cfºI¼k¸Éa�^<b À cf¶·^ Â ¶ ÀkÁ aIÇk½�a ´ \�iDa
2πNw = ∆ΓR arg(Q(z)− w)

= ∆CR arg(z3) +∆CR arg

(
1− 3

z2
− w

z3

)
+∆[−R,R] arg(z3−3z − w),

´ a�^ Â aIÇLÆ²eIc R→∞ Ç
2πNw = 3π + π + o(1).³p´ ¼�j Nw = 2 Ë� eh½¤e S jfa�c|iDa�b ´ \[b Q(D′′) = P+ Ë ³�´ a�cfa�Æ²eIcfa Q(D2) = D3 \_^�X�b ´ a�¸¢\ ÀkÀ ¶·^kº

Q ¶·^ D2 ¶Ýj Á e Â \ Á·Á TBS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \_^�X 2 ¿HiI\ Á a�^<b�Ë
Ì/^yb ´ ¶Ýj,½p\ T ½�a�e S b \_¶·^¾\ Á e Â \ Á·Á TyS ¶ ´ e Á eI¸¾eIc À ´ ¶ Â \_^�X 2 ¿HiI\ Á a�^<b�¸¢\ ÀkÀ ¶·^kº]Æ²cfeI¸

D eI^<bde D3 Ç S ¼.b�eI^ Á T À eI¶·^<b�j�Æ²cfeI¸ P+ Â \_^ S a Â ehiDa�cfa�Xâb�½�¶ Â aIË� Ë � eh½ ½�a=½�¶ Á·Á j ´ eh½Íb ´ \[b�¶·^yb ´ a Â \Nj|a�eIÆ D ½�¶£b ´ \_^y¶Ýjfe Á \[bda�X S eI¼k^�X�\_c T Æ²c�\_ºN¿
¸Éa�^<b=eIÆ�b T À aÙU�ÌfÌ|Z ÇDb ´ a�cfa]\ Á jfe�a"áM¶ÝjCb�j�\ Á e Â \ Á·Á TÉS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â 2 ¿HiI\ Á a�^<b4¸¢\ ÀkÀ ¶·^kº
Æ²cfeI¸ D eI^<bde D3 Ëi eIc�b ´ ¶Ýj À ¼kc À eDjfaIÇ�½4a¹¸¹\ À D eI^<bde D1

Á e Â \ Á·Á TÚS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T \_^�X 2 ¿
iI\ Á a�^<b Á T UØ^keNb \[bd¶·eI^�Æ²cfeI¸ À \_c|b 2 eIÆ�b ´ a À cfe�eIÆMeIÆ ³�´ a�eIcfa�¸ ÖhZ Ë � a"á�b�Çh\Nj�¶·^ À \_c|b 1 eIÆ
b ´ a À cfe�eIÆ�eIÆ ³�´ a�eIcfa�¸ � ÇN½4ap¸¹\ À P+ eI^<bde B(0, 1)

S<T \ ´ eI¸ÉeIºIc�\ À ´ T jf¼ Â ´ b ´ \[b
b ´ ap¶·^k^ka�c Â eI¸ À eI^ka�^<b�j�eIÆ�b ´ ap¶·¸¹\_ºIa�eIÆ D1

S a Á eI^kº�bdeÅb ´ apX.eI¸¢\_¶·^ E1 ⊂ B(0, 1) Ë� eh½�ÇNbde�e S b \_¶·^¹\ Á e Â \ Á·Á TÙS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â 2 ¿HiI\ Á a�^<b6¸¢\ ÀkÀ ¶·^kº�Æ²cfeI¸ D eI^<bde D3 ÇI¶£b¶Ýjpj|¼�
 Â ¶·a�^<bpbdeÙcfa À ah\[bpb ´ a�j�\_¸Éa]j|bda À j�\Nj�¶·^ À \_c|b�ÖÅeIÆ�b ´ a À cfe�eIÆ7eIÆ ³p´ a�eIcfa�¸ � Ë
�MË � eh½P½�a Â eI^�j|bdcf¼ Â b�\ Á e Â \ Á·Á T&S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â 3 ¿HiI\ Á a�^<b]¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº¾Æ²cfeI¸ D3eI^<bde B(0, 1) Ë
æ�a"b 0 < c < d \_^�X bdc�\_^�j|Æ²eIcf¸ D3 eI^<bde C \ ((−∞, 0] ∪ [c, d]) Á ¶·^kah\_c Á T ;

b ´ a�^�Ç�eIÆ Â eI¼kcdjfaIÇ<b ´ a�¼ ÀkÀ a�c ´ \ Á Æ�¿ ÀkÁ \_^ka P+ ¸¢\ À j�eI^<bde�¶£b�jfa Á Æ�Ë � a"á�b�\ ÀkÀkÁ T ¶·^kº�b ´ a
Æ²¼k^ Â bd¶·eI^ −i√z−1√

z+1
U √z ¶ÝjÅb ´ aÙ¸¹\_¶·^ S c�\_^ Â ´ eIÆ�b ´ aÉjfÊ<¼L\_cfa¡cfe�eNb!Z�½4aybdc�\_^�jfÆ²eIcf¸

C \ ((−∞, 0]∪ [c, d]) eI^<bde B(0, 1) ½�¶£b ´ \�jfa�ºI¸Éa�^<b [ai, bi] cfa�¸ÉehiDa�XÃUØ¶·^¹iM¶·a"½�eIÆ
b ´ a�\_c S ¶£bdc�\_cf¶·^ka�jfjpeIÆ c, d Ç�½�a Â \_^m\Njdjf¼k¸ÉaÅb ´ \[b a, b \_cfa�\_c S ¶£bdc�\_c T ^�¼k¸ S a�cdj�jf¼ Â ´
b ´ \[b −1 < a < b < 1) Ë ³�´ ¶Ýjp¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº¾jfa�^�Xkj P+ eI^<bde¡b ´ a�cf¶·º ´ b�jfa�¸É¶£¿/X.¶Ýj Â Ë� a�^keNbda S<T

D4 b ´ a�¶·¸¹\_ºIa�eIÆ B(0, 1)\ [ai, bi] ¼k^�X.a�c�b ´ a�¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº i 4
√

31+z
1−z Ë³p´ a�^ D4 = P+ \ l Ç=½ ´ a�cfa l ¶ÝjB\ Â Á eDjfa�X \_c Â ¶·^ Â Á ¼�X.a�X�¶·^ b ´ aÞ¼ ÀkÀ a�cBjfa�¸É¶£¿Â ¶·c Â Á a {z ∈ P+ : |z| = 4

√
3} Ë �&eIcfa�ehiDa�c�Ç�b ´ a�cf¶·º ´ b�j|a�¸¾¶£¿/X.¶Ýj Â eIÆ B(0, 1) ½�¶ Á·Á S a

bdc�\_^�jfÆ²eIcf¸Éa�X¾eI^<bde D′4 = {z ∈ P+ : |z| > 4
√

3} Ë�Ì/^¾b ´ ¶Ýj�½p\ T ½�a�e S b \_¶·^â\ Á e Â \ Á·Á T
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S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \_^�X 2 ¿HiI\ Á a�^<b4¸¢\ ÀkÀ ¶·^kº�Æ²cfeI¸ D eI^<bde D4 Ç S ¼.b=¶·^ D4 eI^ Á T À eI¶·^<b�j
Æ²cfeI¸ D′4

Â \_^ S a Â ehiDa�cfa�Xâb�½�¶ Â aIË
Ì/^ÄiM¶·a"½ eIÆ�b ´ a¢\_c S ¶£bdc�\_cf¶·^ka�jdjyeIÆ a, b ½4a Â \_^Í\Njdj|¼k¸¾a¡b ´ \[b�b ´ aâ\_c Â l jCb \_c|b�j

Æ²cfeI¸ b ´ a À eI¶·^<b 4
√

3eiπ/4 \_^�XBÛk^k¶Ýj ´ a�j�\[b 4
√

3e3iπ/4 Ë� eh½ Â eI^�j|¶ÝX.a�c�b ´ a�¶·¸¹\_ºIa�eIÆ D4 ¼k^�X.a�cpb ´ a�¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº
f(z) =

z3 − 3z

z2 − 1
.

j ¶·^ Â a f(z) = z + z
z+1 + z

z−1 \_^�X a"iDa�c T j|¼k¸¾¸¹\_^�X eIÆ�b ´ aÃcf¶·º ´ bf¿ ´ \_^�X jf¶ÝX.a
bdc�\_^�jfÆ²eIcf¸¾j P+ eI^<bde>¶£b�jfa Á Æ]\_^�X f(R) ¶Ýjyb ´ aBcfah\ Á \[áM¶Ýj�Ç Â ehiDa�cfa�XÍb ´ cfa�aâbd¶·¸Éa�j�Ç
¶£b¾Æ²e Á·Á eh½�j¡b ´ \[b f(P+) ¶Ýj¡b ´ am¼ ÀkÀ a�c ´ \ Á Æ�¿ ÀkÁ \_^ka P+ Â ehiDa�cfa�XFb ´ cfa�ambd¶·¸Éa�j"Ë=Ì/^
b ´ aÉcfa�¸¹\_¶·^k¶·^kº À \_c|b�eIÆ6b ´ a À cfe�eIÆ=½4aÙ½�¶ Á·Á bdcfah\[b�b ´ aÉ¶·¸¹\_ºIa f(X) eIÆ�\âX.eI¸¹\_¶·^
X ⊂ D4 \Nj�\ À \_c|b�eIÆ7b ´ a�µp¶·a�¸¢\_^k^mjf¼kcfÆ�\ Â a�eIÆ�b ´ a�¶·^<iDa�cdj|a�Æ²¼k^ Â bd¶·eI^�Ë

Ü S jfa�c|iDaÉb ´ \[b f ′ iI\_^k¶Ýj ´ a�j�¶·^ P+ eI^ Á T \[b�b ´ a À eI¶·^<b�j z1 = 4
√

3eiπ/4 Ç z2 =
4
√

3e3iπ/4 Ë ³p´ a T \_cfa¡b ´ a S c�\_^ Â ´ À eI¶·^<b�j�eIÆ6b ´ a¾µ�¶·a�¸¹\_^k^ãj|¼kcfÆ�\ Â a f(P+) Ë7Ì*b�¶Ýj
e S iM¶·eI¼�j�b ´ \[b f(− 4

√
3) =

4
√

33 Ç f( 4
√

3) = − 4
√

33 \_^�X
f : { 4
√

3eit : t ∈ [0, π]} → { 4
√

33eiτ : τ ∈ [π, 0]}.
�ãa]½�¶ Á·Á a"ák\_¸É¶·^ka�b ´ a�¶·¸¢\_ºIa f(∂D′4) ËI�Äa ´ \�iDa (

f : (−∞,− 4
√

3]→ (−∞, 4
√

33],

f : { 4
√

3eit : t ∈ [π, 3π/4]} → { 4
√

33eiτ : τ ∈ [0, 7π/12]},
\_^�Xmjf¶·^ Â a z1 \_^�X z2 \_cfa�jf¶·¸ ÀkÁ a�g�a�cfeDj�eIÆ f ′(z), ½�a�\ Á j|e ´ \�iDa (

f : { 4
√

3eit : t ∈ [3π/4, π/4]} → { 4
√

33eiτ : τ ∈ [7π/12, 5π/12]},
f : { 4
√

3eit : t ∈ [π/4, 0]} → { 4
√

33eiτ : τ ∈ [5π/12, π]},
f : (

4
√

3,+∞]→ [
4
√

33,+∞].
i cfeI¸ b ´ ¶Ýj�¶£b�Æ²e Á·Á eh½�j]b ´ \[b f(D′4) ¶Ýj�\âµp¶·a�¸¢\_^k^>jf¼kcfÆ�\ Â a R1 ½ ´ ¶ Â ´ Â eI^�jf¶ÝjCb�j�eIÆ
b�½�e Â e À ¶·a�j�eIÆ�b ´ a¢jfa�¸É¶£¿/X.¶Ýj Â B+ = {z ∈ P+ : |z| < 4

√
33} \_^�XãeI^ka Â e À T eIÆ

b ´ amX.eI¸¹\_¶·^ B̂+ = {z ∈ P+ : |z| > 4
√

33} Ë �meIcfa�ehiDa�c�Ç B̂+ ¶Ýj¡j|bd¼ Â lÚbde>eI^kaÂ e À T eIÆ B+ \ Á eI^kºâb ´ a¾\_c Â { 4
√

33eiτ : τ ∈ [7π/12, π]} Ç S ¼.b�bde¢b ´ aÙeNb ´ a�c Â e À T
eIÆ B+ \ Á eI^kºyb ´ a�\_c Â { 4

√
33eiτ : τ ∈ [0, 5π/12]} Ë � Â�Â eIcdX.¶·^kº Á T ÇMb ´ aÅ¶·¸¹\_ºIaÅeIÆ�b ´ a

jfa�¸É¶£¿/X.¶Ýj Â {z ∈ P+ : |z| < 4
√

3} ¶Ýj�\mµp¶·a�¸¢\_^k^ãj|¼kcfÆ�\ Â a R2 ½ ´ ¶ Â ´ Â eI^�jf¶Ýj|b�j�eIÆ
b�½�e Â e À ¶·a�jyeIÆ B̂+ \_^�XÚeI^ka Â e À T eIÆ B+ Ç,jCbd¼ Â l \ Á eI^kº>\_c Â j�eIÆpb ´ a¢jfa�¸É¶£¿ Â ¶·c Â Á a
{z ∈ P+ : |z| = 4

√
33} Ë³�´ a�cfa�Æ²eIcfaIÇ.b ´ a�µ�¶·a�¸¹\_^k^Bj|¼kcfÆ�\ Â a R = f(D4)

Â ehiDa�cdj4b ´ aÅ½ ´ e Á a]¼ ÀkÀ a�c ´ \ Á Æ�¿ÀkÁ \_^ka P+ Ç S a Â \_¼�jfa f(l) = { 4
√

33eiτ : τ ∈ [5π/12, 7π/12]} ⊂ f({ 4
√

3eit :
t ∈ [0, π/4)}) ∪ f({ 4

√
3eit : t ∈ (3π/4, π]}) Ë �meIcfa�ehiDa�c�Ç�b ´ ay¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº f ¶ÝjÅ^keNb

¸ÉeIcfa]b ´ \_^ 2 ¿HiI\ Á a�^<b�¶·^ D′4 \_^�XB¶·^ D4 \D′4 Ë



� þfõ/ï ü�ü Ùù�ô ñhþ ü�þ ó�þ�� �_ñ�ô·õ�ó�ï ���Nô�ÿ��!ö ��� �
� eh½�a"iDa�c�ÇDb ´ a À eI¶·^<b�j6Æ²cfeI¸ D4 \D′4 ½�a�cfa�¼k^k¶£iI\ Á a�^<b Á T¹Â ehiDa�cfa�X S<T b ´ a Á e Â \ Á·Á TS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¶·¸¹\_ºIa�eIÆ�b ´ a�X.eI¸¹\_¶·^ D Ç�\_^�XBb ´ a À eI¶·^<b�j D′4 ½�a�cfa Â ehiDa�cfa�X&^keNb

¸ÉeIcfa�b ´ \_^Ãb�½�¶ Â aIË ³p´ ¼�j"Ç«b ´ a À eI¶·^<b�j]eIÆ�b ´ a¡µ�¶·a�¸¹\_^k^Þjf¼kcfÆ�\ Â a�j R2 \_cfa Â ehiDa�cfa�X
^keNb�¸ÉeIcfa4b ´ \_^Ùb�½�¶ Â a S<T b ´ a Á e Â \ Á·Á TyS ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â ¶·¸¹\_ºIapeIÆ D ÇI\_^�Xyb ´ a À eI¶·^<b�j
eIÆ R \R2 \_cfa Â ehiDa�cfa�XB¼k^k¶£iI\ Á a�^<b Á T Ëi cfeI¸ b ´ ¶Ýj6¶£b6Æ²e Á·Á eh½�j�b ´ \[b6b ´ a Â eI^�j|bdcf¼ Â bda�X¾¸¹\ ÀkÀ ¶·^kº�eI^ D Â ehiDa�cdj�b ´ a�¼ ÀkÀ a�c´ \ Á Æ�¿ ÀkÁ \_^ka P+ ^keNb�¸ÉeIcfa]b ´ \_^mÛ.iDa�Æ²e Á X�Ë� eh½P¶£b�¶Ýj�jf¼�
 Â ¶·a�^<b�bdeÉ¸¹\ À P+ S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â \ Á·Á T eI^<bde B(0, 1) Ë

Conjecture. QU>.ë<F��_ì7� í/é_ìLí 5
% "�� ' QU>Më�� "dë�' 2 F é_ì ��ë�"dë K�ê·é9F�ë��a� $ 3 På Ëkæ�¶·ºIe Â lN\mÑ æ�¶£× ´ \Nj�cfa�¸¹\_cflIa�X¹b ´ \[bpb ´ a�eIcfa�¸¹j�\ S eI¼.b Á e Â \ Á·Á T¢S ¶ ´ e Á eI¸ÉeIc À ´ ¶ Â

¸¹\ ÀkÀ ¶·^kºDj�Æ²cfeI¸ ¸y¼ Á bd¶£¿ Â eI^k^ka Â bda�XãX.eI¸¹\_¶·^�j�eI^<bdeç\âX.¶Ýj ÂÉÂ \_^ S a¾\ ÀkÀkÁ ¶·a�X>¶·^>b ´ a
¶·^<iDa�j|bd¶·º<\[bd¶·eI^�eIÆ]¸¹\ ÀkÀ ¶·^kºDj¹Æ²cfeI¸ X.eI¸¢\_¶·^�j¾eIÆÅb ´ aÃj À \ Â a Cn, n ≥ 1 Ç6eI^<bde n ¿
X.¶·¸Éa�^�jf¶·eI^L\ Á Â eI¸ ÀkÁ a"áB¸¹\_^k¶·Æ²e Á Xkj"Ë

Ü S jfa�c|iDaBb ´ \[b¾¶·Æ�½4a Â eI¸ S ¶·^kaBeI¼kc ³�´ a�eIcfa�¸ � ½�¶£b ´ i eIcf^��pjfj¹\_^�X j bdeI¼.b ��j
cfa�jf¼ Á b�Æ²cfeI¸ Ñ i j ×*Ç.½�a�e S b \_¶·^Bb ´ a�Æ²e Á·Á eh½�¶·^kº Â eIcfe Á·Á \_cf¶·a�j)(

� 143?1����	�43�
 � 8;: % é '<�.ê�íB� D�FA�_ì�ì«ëAF�í/ëA� �=� 'Éé �²ì D ⊂ C >.é �ãé_ì ���)�Nê·éNí/ëA�
�A� �Mì?�Dé " $ % "déW&#'Éë"ì�í�� % íB$ Kkë¢U�Ì|Z@� "¹íB$ Kkë¢U�ÌfÌ|Zâé_ì?� X ���¹éYFA�_ì�ì�ë�F�í/ëA� � �Hë '¾é_ìkì
����" % é=F�ë ( FA�#'�Kké9F�íR� "���Kkë!ì ) Ç6íB>Më"ìÚíB>Më�"dë¾ëAC#��� íB�¡é_ì m D/èNéNê£ë"ìLípêE��F éNê²êG$ � ��>��Nêf� 'J� "�D
K2>=�MF�'¾é�K9K2�²ì�& f % "�� ' D �_ìLíO� X _^�ØíB> m ≤ 5 · 14 = 70 P

� 143?1����	�43�
 �S8;: % X = D1 × · · · × Dn Ç._^>Më�"dë>íB>Më �9� 'Éé#�²ìS� Dj Ç j =
1, . . . , n Ç % �.ê [�ê4íB>Mëmé ���A��'�K«íB�M�_ìS�c� %�� � "��Nê²ê·é " $ 2 Ç�é_ì?� Y ���âéYF��_ì�ì�ë�F"í/ë���Kké "�é#D
F�� '�Kké9F�í n D�� ��'Éë"ì7�A�M�_ì«éNê F�� '�K�ê·ëACH'Éé_ì7� % �NêE�«Ç�íB>Më"ì>íB>Më�"dë¡ëAC#��� íB�yé¹êf�WF éNê²ê\$+����>I�NêE� D
'J�#"OK2>=�MF�éNì!� m D/èNéNê£ë"ìLí?'Éé�K9K2�²ì�& f % "�� ' X �_ìLíO� Y _^�ØíB> m ≤ 5n[(2n+1)4n+2] P
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