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Courants algébriques et courants de Liouville

par M. Blel (Monastir), S. K. Mimouni (Monastir)
et G. Raby (Poitiers)

Abstract. We define in C
n the concepts of algebraic currents and Liouville currents,

thus extending the concepts of algebraic complex subsets and Liouville subsets. After
having shown that every algebraic current is Liouville, we characterize those positive
closed currents on C

n which are algebraic. Let T be a closed positive current on C
n. We

give sufficient conditions, relating to the growth of the projective mass of T , so that T is
Liouville. These results generalize those previously obtained by N. Sibony and P. M. Wong,
and K. Takegoshi in the geometrical case, i.e. when T = [X] is the current of integration
on an analytical complex subset of C

n.

Introduction. Un sous-ensemble analytique complexe de C
n est un

espace de Liouville si ses seules fonctions holomorphes bornées sont les con-
stantes. C

n est donc un espace de Liouville ainsi que, plus généralement, un
sous-ensemble algébrique complexe de C

n et le graphe {(z, w); w = f(z),
z ∈ X} défini par une fonction holomorphe sur une sous-variété algébrique
complexe X de C

n. De nombreux auteurs ont donné des conditions suff-
isantes pour qu’un sous-ensemble analytique complexe de C

n soit de Liou-
ville, par exemple [KA96], [RO80],[SI-WO81], [TA93], [TO96]. Le problème
de la caractérisation des espaces de Liouville reste ouvert, alors qu’un sous-
ensemble algébrique de C

n se caractérise par une propriété de croissance du
volume de sa trace sur la boule B(r) centrée en 0 et de rayon r (cf. [ST64]).
Plus précisément, un sous-ensemble analytique complexe X de C

n, de di-
mension p, est algébrique si et seulement si il existe une constante C > 0
telle que

Vol(X ∩B(r)) ≤ Cr2p pour tout r > 0.
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Dans cet article nous étendons ces notions aux courants positifs fermés
en définissant les courants algébriques et les courants de Liouville. Nous
généralisons à ces types de courants les résultats connus dans le cas géomé-
trique, c’est-à-dire lorsque T = [X] est le courant d’intégration sur un sous-
ensemble analytique complexe X de C

n.
Ainsi, dans la section 2, si T est un courant positif fermé sur C

n, de
dimension p, on dit que T est algébrique s’il existe une constante C > 0 telle
que

σT (B(r)) ≤ Cr2p pour tout r > 0,

où σT = T∧ 1
p!(i∂∂|z|2)p est la mesure trace du courant T . Nous caractérisons

ces courants algébriques par l’algébricité de leurs tranches sur les hyperplans,
d’une part par tranches concourantes et d’autres part par tranches parallèles
aux hyperplans de coordonnées.

La notion de courant de Liouville est introduite dans la section 3. Si
T est un courant positif fermé sur C

n, on dit que T est de Liouville si
pour toute fonction f holomorphe sur C

n et bornée sur le support de T ,
on a ∂∂(|f |2T ) = 0. On montre alors que tout courant algébrique est de
Liouville. Plus précisément, on démontre que si T est un courant positif
fermé sur C

n vérifiant

lim
R→+∞

1

(logR)2

R\
1

σT (B(r))

r2p+1
dr = 0,

alors toute fonction u plurisousharmonique et bornée sur le support de T
vérifie ∂∂(uT ) = 0.

Pour l’essentiel, la section 4 est consacrée à la généralisation d’un théo-
rème de K. Takegoshi ([TA93]). En particulier on montre que si T est un
courant positif fermé de dimension p sur C

n, vérifiant
+∞\
1

dr

rνT (r)
= +∞ où νT (r) =

σT (B(r))

τpr2p

(τp désignant le volume de la boule unité de C
p), alors T est de Liou-

ville. La condition suffisante obtenue n’est pas nécessaire comme l’illustre
l’exemple où T est le courant d’intégration sur l’ensemble de Liouville défini
par {(z, w) ∈ C

2; w = e−iz2}.
La fin de cet article est dédiée à la caractérisation des courants positifs

fermés dans C
n, de dimension n− 1, à support contenu dans {|P | < C}, où

P est un polynôme non constant sur C
n. Nous montrons que ces courants

sont algébriques et obtenus comme moyenne de courants d’intégrations sur
des sous-ensembles algébriques.

Les résultats des sections 4 et 5 ont été annoncés dans [MI00]. Les auteurs
remercient J.-P. Demailly pour l’aide et les conseils qu’il a apportés au cours
de l’élaboration de ce travail.
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1. Notations. Soit Ω un ouvert de C
n. On considère les opérateurs

d = ∂ + ∂ et dc = (i/2)(∂ + ∂) de sorte que ddc = i∂∂. Soit β = (i/2)∂∂|z|2
la forme de Kähler sur C

n et α = i∂∂ log |z|. On note D(p,q)(Ω) l’espace
des formes différentielles de bidegré (p, q) de classe C∞ à support compact
dans Ω. On munit cet espace de la topologie usuelle de la convergence uni-
forme sur tout compact de toutes les dérivées des coefficients. L’espace des
formes linéaires continues sur D(p,q)(Ω), noté D′

(p,q)(Ω), est appelé l’espace

des courants de bidimension (p, q) sur Ω. Soit T ∈ D′
(p,q)(Ω) ; alors T s’écrit

canoniquement sous la forme

T =
∑

|I|=n−p, |J |=n−q

TI,J
i(n−p)(n−q)

2(p+q)/2
dzI ∧ dzJ ,

où TI,J sont des distributions et la somme est étendue à tous les multi-indices

I et J strictement croissants. Si p = q on pose σp = ip
2

/2p.
Un courant T ∈ D′

(p,p) est dit positif si pour toutes formes α1, . . . , αp de

classe C∞ et de bidegré (1, 0),

T ∧ iα1 ∧ α1 ∧ · · · ∧ iαp ∧ αp

est une mesure positive.
On appelle mesure trace d’un courant positif fermé T de bidimension

(p, p) la mesure de Radon positive

σT = T ∧ βp

p!
.

Si T =
∑

|I|=|J |=n−p TI,Jσp dzI ∧ dzJ , alors σT = (
∑

|I|=n−p TI,I)β
n/n!. On

note σT (r) = σT (B(0, r)) et νT (r) = σT (r)/τpr
2p, avec τp = πp/p!, le volume

de la boule unité de C
p. On rappelle la formule de Lelong–Jensen pour un

courant positif : si R > r on a

νT (R) − νT (r) =
\

B(0,R)\B(0,r)

T ∧ αp.

Il en résulte que la fonction νT (r) est croissante en r. La limite limr→0 νT (r)
est appelée le nombre de Lelong du courant T au point 0 (cf. [LE-GR86]).

2. Courants algébriques

Définition 2.1. Un courant positif fermé T sur C
n de bidimension (p, p)

est dit algébrique, s’il existe une constante C > 0 telle que

νT (r) =
σT (r)

τpr2p
=

1

πpr2p

\
B(0,r)

T ∧ βp ≤ C ∀r > 0.

Exemple. Si P est un polynôme non nul sur C
n, alors le courant

(i/π)∂∂ log |P | est algébrique.
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Remarques.

1. Dans le cas où T = [X] est le courant d’intégration sur un ensem-
ble analytique X de C

n, W. Stoll [ST64] a démontré que l’ensemble
analytique X est algébrique ssi le courant T est algébrique.

2. Comme l’applicationR 7→ νT (R) = σT (B(0, R))/τpR
2p est croissante,

elle admet une limite quand R tend vers +∞. Cette limite est appelée
le degré d’algébricité du courant T et sera notée δ(T ).

3. Il résulte de la formule de Lelong–Jensen que si T est un courant
positif fermé de bidimension (p, p) algébrique, alors

T
Cn T ∧ αp <

+∞. Alors, d’après le théorème de Skoda–El Mir [SK82], [EL84], le

courant se prolonge en un courant positif fermé sur P
n. On note T̃

ce prolongement. Si π : C
n+1 \ {0} → P

n est la projection canonique,

alors le courant π∗(T̃ ) est un courant positif fermé de bidimension
(p+1, p+1) sur C

n+1 \{0} et se prolonge en un courant positif fermé
Θ sur C

n+1. Le courant Θ est un courant conique, i.e. h∗RΘ = Θ pour
tout R ∈ C

∗, avec hR l’homothétie de centre l’origine et de rapport R
(hR(z) = Rz).

4. Dans le cas p = n− 1 (cf. [LE-GR86], [BL89], [BL92], [FO-SI95]) on
a les équivalences suivantes :

(i) θ est un courant conique de bidegré (1, 1);
(ii) il existe une fonction v ∈ Psh(Cn) telle que θ = ddcv et v(λz) =

v(z) + c log |λ| pour tous λ ∈ C
∗ et z ∈ C

n (c = νθ(0)).

On rappelle le lemme suivant (cf. [BL-DE-MO90]) qui caractérise les courants
coniques.

Lemme 2.2. Soit Θ un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur

C
n où 1 ≤ p ≤ n − 1. Alors il y a équivalence entre les quatre propriétés

suivantes :

(a) Θ est invariant par les homothéties ha de rapport a ∈ C
⋆.

(b) Θ est invariant par les homothéties hr de rapport r > 0.
(c) Θ ∧ αp = 0 sur C

n \ {0}.
(d) Θ est l’extension à C

n de l’image réciproque d’un courant positif

fermé θ sur P
n−1 par la projection π : C

n \ {0} → P
n−1.

Lemme 2.3. Si T est un courant positif fermé de bidimension (p, p)
sur C

n, on définit la fonction de comptage NT par

NT (r) =

r\
1

νT (t)

t
dt.

Alors on a les équivalences suivantes :
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(i) T est algébrique.

(ii) νT (r) = O(1).
(iii) NT (r) = O(log(r)).

La démonstration est élémentaire.

Algébricité et tranchage (slicing). On rappelle d’abord la définition de la
tranche d’un courant positif fermé sur une hypersurface (cf. [RA96]). Pour
le tranchage dans un cadre plus général, on renvoi le lecteur à [BM-EM97].
Si T est un courant positif fermé sur C

n et L l’hypersurface définie par
L = {z1 = 0}, la tranche (ou le slice) de T sur L, notée T ↾L, est définie si
la limite existe par

〈T ↾L, ϕ〉 = lim
ε→0

1

πε2

〈
T, ϕ ∧ i

2
dz1 ∧ dz1χ{|z1|<ε}

〉
,

où χ{|z1|<ε} désigne la fonction caractéristique du cylindre {|z1| < ε} et ϕ ∈
Dp−1,p−1(C

n). De plus, à ω ∈ P
n−1, on associe l’hyperplan Lω = {fω = 0}

avec fω(z) = ω.z/‖ω‖.
La tranche T ↾Lω existe sauf sur un ensemble A ⊂ P

n−1 pluripolaire
[RA96] ; elle est définie par

T ↾Lω = ddc(log |fω|T ).

On se propose de mettre en évidence le lien entre l’algébricité d’un
courant positif fermé et l’algébricité de ses tranches sur les hypersurfaces.

Théorème 2.4. Soit T un courant positif fermé sur C
n de bidimension

(p, p) avec 1 ≤ p ≤ n − 1. S’il existe un sous-ensemble A non pluripolaire

de la grassmannienne Gn−1,n tel que la tranche de T sur chaque hyperplan

L de A est algébrique, alors le courant T est algébrique.

Corollaire 2.5. Soit T ∈ D′
n−1,n−1(C

n) un courant positif fermé. On

suppose qu’il existe un polynôme P non constant et une constante C > 0
tels que SuppT ⊂ {z; |P (z)| < C}. Alors T est algébrique.

Dans le cas où T est le courant d’intégration sur un ensemble analy-
tique X, on retrouve le résultat de Togni [TO96]. On donnera dans la sec-
tion 5 une caractérisation de ces courants qu’on appellera courants à support

tubulaire.

Démonstration du corollaire 2.5. Il existe un sous-ensemble A pluripo-
laire de P

n−1 tel que la tranche T ↾Lω de T sur Lω existe pour ω 6∈ A (cf.
[RA96], [BM-EM97]). On pose A′ = A ∪ {ω; P ↾Lω = const}. Alors A′ est
encore pluripolaire et pour ω 6∈ A′, T ↾Lω est un courant positif fermé et
Supp(T ↾Lω) ⊂ {z ∈ Lω; |P (z)| < C}. Donc par récurrence on se ramène au
cas n = 1 qui est alors évident puisque dans ce cas µ = T est une mesure
positive à support compact.
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On rappelle la formule de Croffton (cf. [SI74]) : si S est un courant positif
fermé de bidimension (1, 1) sur C

n, alors

νS(r) =
σS(r)

πr2
=

\
Pn−1

( \
Lω∩B(0,r)

S↾Lω

)
dω.

En appliquant cette formule au courant S = T ∧ αp−1 on aura

NT (r) =
\

Pn−1

NT ↾Lω (r) dω.

Pour la suite de la démonstration du théorème 2.4 on généralise le
résultat de Molzon–Shifman–Sibony [MO-SH-SI81] aux courants positifs
fermés de C

n.

Lemme 2.6. Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur

C
n, p ≥ 1. Si µ est une mesure de probabilité sur P

n−1 = G(n−1,n), on notera

U le potentiel logarithmique de µ défini par

U(z) =
\

Pn−1

K(z, ω) dµ(w) avec K(z, ω) = log
|z| |ω|
|z.ω| .

On suppose que U ≤ C < +∞. Alors, pour tout entier k ∈ N
∗ il existe deux

constantes C1 > 0, ak > 0 telles que pour tout r > 0,

C1NT

(
e−2Cr

2

)
≤

\
Pn−1

NT ↾Lω (r) dµ(ω) ≤ akNT (kr), ak = O

(
log

(
1

k

))
.

Démonstration. Rappelons que Lω est l’hyperplan de C
n passant par 0

et défini par fω = 0 avec fω(z) = ω.z/‖ω‖, ω ∈ P
n−1. Il résulte des travaux

de G. Raby que T ↾Lω = ddc(log |fω|T ) sauf pour ω dans un sous-ensemble
pluripolaire de P

n−1.
Soit k > 1. On note

µk =
\

U(n)

ψ1/k(g)(g∗µ) dg

une régularisation de µ, avec U(n) le groupe unitaire dans C
n. On note

Uk le potentiel de µk. Il résulte des hypothèses faites sur la mesure µ que
0 ≤ U ≤ C et 0 ≤ Uk ≤ C pour tout k ∈ N

∗. On pose Vk = log |z|−Uk. On a

Vk(z) =
\

Pn−1

log |fω| dµk(ω).

Alors

πp−1
\

Pn−1

νT ↾Lω (r) dµk(ω)

=
\

Pn−1

1

r2p−2

( \
B(0,r)

ddc(log |fω|T ) ∧ βp−1
)
dµk(ω)
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=
1

r2p−2

\
B(0,r)

ddc
( \

Pn−1

log |fω| dµk(ω)
)
T ∧ βp−1

=
1

r2p−2

\
B(0,r)

ddcVk ∧ T ∧ βp−1.

On a log |z| − C ≤ Vk(z) ≤ log |z|. On pose A(r) = {z; Vk(z) ≤ log r}. Il en
résulte que B(0, r) ⊂ A(r) ⊂ B(0, eCr).

Si on pose

t(r) = sup
z∈Supp T∩A(r)

|z|2, I(r) =
1

r2p−2

\
B(0,r)

ddcVk ∧ T ∧ βp−1,

on a t(r) ≤ e2Cr2 et

I(r) ≥ e−2Ct(r)

r2p

\
A(r/eC)

ddcVk ∧ T ∧ βp−1

=
e−2Ct(r)

r2p

\
∂A(r/eC)

dcVk ∧ T ∧ βp−1

≥ e−2C

r2p

\
∂A(re−C)

|z|2dcVk ∧ T ∧ βp−1

=
e−2C

r2p

\
A(r/eC)

dVk ∧ dc|z|2 ∧ T ∧ βp−1 +
e−2C

r2p

\
A(r/eC)

|z|2ddcVk ∧ T ∧ βp−1

≥ e−2C

r2p

\
∂A(r/eC)

Vkd
c|z|2 ∧ T ∧ βp−1 − e−2C

r2p

\
A(r/eC)

VkT ∧ βp

≥ e−2C

r2p

\
A(re−C/2)

(log re−C − Vk)T ∧ βp ≥ e−2C log 2

r2p

\
A(r/2eC)

T ∧ βp

≥ e−2C log 2

r2p

\
B(0,r/2eC)

T ∧ βp.

Il en résulte que

νT

(
re−C

2

)
≤

\
Pn−1

νT ↾Lω (r) dµk(ω), NT

(
re−C

2

)
≤

\
Pn−1

NT ↾Lω (r) dµk(ω).

La même inégalité reste valable pour la mesure µ en faisant tendre k vers
+∞.

On démontre l’autre inégalité de la même manière. D’où l’algébricité
de T .
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Remarque. Si X est un ensemble algébrique de C
2, alors les tranches

de X sur les droites complexes parallèles aux axes sont algébriques. On note
〈X,ω1〉 respectivement 〈X,ω2〉 la tranche de X sur l’axe {z1 = ω1} respec-
tivement {z2 = ω2}. Dans [AU95], Aupetit étudie le problème inverse. Re-
marquons que si un sous-ensemble X de C

2 est fermé et tel que ces tranches
〈X,ω1〉 et 〈X,ω2〉 sont algébriques, alors X n’est pas forcément un sous-
ensemble analytique : il suffit par exemple de prendre X = {(z, z); z ∈ C}.
Si on ajoute l’hypothèse que C

2 \X est un ouvert d’holomorphie, alors Au-
petit démontre que X est un sous-ensemble algébrique. La démonstration
peut être simplifiée de la manière suivante. Dans [AU95], le premier lemme
montre dans ce cas que X est un sous-ensemble analytique dont la masse
totale des tranches 〈X, z1〉 et 〈X, z2〉 est bornée indépendamment de z1 et
z2 par une constante M , en dehors d’un ensemble fini. Alors si on utilise la
formule de tranchage [BM-EM97], on aura

1

R2

\
B(0,R)

[X] ∧ β ≤ 1

R2

\
D(0,R)

‖〈X, z1〉‖ idz1 ∧ dz1

+
1

R2

\
D(0,R)

‖〈X, z2〉‖ idz2 ∧ dz2 ≤ 2Mπ.

Donc X est algébrique. On se propose de généraliser ce résultat aux courants
positifs fermés dans C

n. On énonce :

Théorème 2.7. Soit T un courant positif fermé de bidimension (1, 1)
sur C

n. Soit πj : C
n → C la projection sur la j ème coordonnée de C

n définie

par πj(z1, . . . , zn) = zj. On note 〈T, πj , zj〉 la tranche du courant T sur

π−1
j (zj). On suppose que pour tout 1 ≤ j ≤ n, il existe un compact Kj de

C tel que 〈T, πj , zj〉 est algébrique pour zj 6∈ Kj . Alors le courant T est

algébrique.

Pour la commodité d’écriture, on fera la démonstration du théorème
dans le cas n = 1. On rappelle que la mesure 〈T, πj , zj〉 est algébrique si elle
est bornée.

Pour la démonstration on rappelle le lemme suivant (cf. [BM-EM97]).

Lemme 2.8. Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur un

ouvert Ω de C
n, avec 1 ≤ p ≤ n−1. Soit v une fonction plurisousharmonique

sur Ω telle que v ≥ −1 et Ω′ = {v < 0} ⊂⊂ Ω. Soit K un compact de Ω′.

Si CK = − supK v, alors pour tout 1 ≤ s ≤ p on a\
K

T ∧ (ddcu)p ≤ C−s
K

\
Ω′

T ∧ (ddcv)s ∧ (ddcu)p−s.

Démonstration du théorème 2.7. Pour la démonstration on reprend des
techniques de [BM-EM97] pour donner une estimation de la masse d’un
courant en fonction de la masse de ses tranches.
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Sans perte de généralité on suppose que la masse totale des tranches
〈T, π1, z1〉 et 〈T, π2, z2〉 de T est bornée par une constante c > 0 pour tout
z1 ∈ K1 et z2 ∈ K2. (Pour cela il suffit de prendre les ensembles

Am = {z1 ∈ K1; ‖〈T, π1, z1〉‖ ≤ m},
Bm = {z2 ∈ K2; ‖〈T, π2, z2〉‖ ≤ m}.

Pour tout m ∈ N, ces ensembles sont des boréliens qui recouvrent respective-
ment K1 et K2. Donc il existe m ∈ N tel que Am et Bm sont non polaires.
Ils contiennent donc chacun un compact non polaire.) On considère les fonc-
tions extrémales de K1 et K2,

u∗1(z1) = sup
u∈SH(C)

{u(z1); u(z1) ≤ a+ log(1 + |z1|), et u ≤ −1 sur K1},

u∗2(z2) = sup
u∈SH(C)

{u(z2); u(z2) ≤ a+ log(1 + |z2|), et u ≤ −1 sur K2}.

Comme K1 et K2 sont des compacts non polaires, il existe des constantes
A, s, t > 0 telles que

max

(
−1, log

(
1 + |z1|

s

))
≤ u∗1(z1) ≤ A+ log(1 + |z1|),

max

(
−1, log

(
1 + |z2|

t

))
≤ u∗2(z2) ≤ A+ log(1 + |z2|).

Soit R > 0 assez grand. On pose

vR(z1, z2) =
u∗1(z1) −A

log(1 +R)
+
u∗2(z2) −A

log(1 +R)
− 2.

La fonction v est psh et Ω′
R = {vR < 0} ⊂⊂ C

2. Il est facile de démontrer

que K = B(0, R) ⊂ Ω′ et que CK = − supK vR = O(1/log(1 +R)). On pose
u(z1, z2) = |z|2/R2 − 1. En appliquant le lemme précédent et la formule de
tranchage on a

1

R2

\
B(0,R)

T ∧ β ≤ c−1
K

\
Ω′

T ∧ ddcvR

≤ C
\

K1

〈T, π1, z1〉(1) ddcu∗1 + C
\

K2

〈T, π2, z2〉(1) ddcu∗2 ≤M,

ce qui démontre que T est algébrique.

3. Courants de Liouville. Un espace analytique complexe est dit de

Liouville si les seules fonctions holomorphes bornées sur cet espace sont
les constantes. Par le théorème de Liouville classique, C vérifie cette pro-
priété, l’espace C

n, ainsi que les graphes au-dessus de C
n (de la forme

{(z, w); w = f(z), z ∈ C
n} où f est une application holomorphe sur C

n) sont
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aussi de Liouville. Plusieurs auteurs ([SI-WO81], [TA93], [KA96] et [TO96])
ont déja étudié les espaces ayant cette propriété. Néanmoins le problème de
la caractérisation des espaces de Liouville reste encore ouvert.

Nous étendons cette propriété aux courants positifs fermés comme suit :

Définition 3.1. Un courant positif fermé sur C
n est dit de Liouville

si toute fonction holomorphe f sur C
n bornée sur le support de T vérifie

ddc(|f |2T ) = 0.

Théorème 3.2. Soit T un courant positif fermé sur C
n et u une fonction

plurisousharmonique positive tels que

lim
r→+∞

νuT (r)

log r
= 0.

Alors ddcu ∧ T = 0.

Corollaire 3.3. Tout courant algébrique est de Liouville.

La réciproque est fausse. Il suffit de prendre le courant d’intégration sur
l’hypersurface de C

2 définie par {z = (z1, z2) ∈ C
2; z2 = ez1}. Pour d’autres

exemples on peut se référer à la thèse de M. T. Togni [TO96] et [DE79].

Remarque. Le théorème précédent généralise le résultat classique sui-
vant : si u est une fonction psh sur C

n telle que sa moyenne sur la boule
de centre 0 et de rayon r, notée Λ(u, r), vérifie Λ(u, r) = o(log r), alors u
est constante. Ce résultat se déduit du fait que l’application r 7→ Λ(u, r) est
convexe croissante de log r.

Pour démontrer le théorème 3.2, on aura besoin de quelques résultats
intermédiaires. On pose

f(r) =
1

πp−1r2p−2

\
B(0,r)

ddcu ∧ T ∧ βp−1 = ν(ddcu ∧ T, 0, r).

Il est bien connu que la fonction f est croissante et limr→0 f(r) = 0. On
note pour la suite

h(r) = νuT (r) =
1

πpr2p

\
B(0,r)

uT ∧ βp.

Lemme 3.4. Il existe deux constantes C ′, C ′′ > 0 indépendantes de R
telles que

R\
1

f(t)

t
dt ≤ C ′h(2R) + C ′′.
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Démonstration. On a

R\
1

f(t)

t
dt =

R\
1

dt

t

1

πp−1t2p−2

\
B(0,t)

ddcu ∧ T ∧ βp−1

=

R\
1

dt

t

1

πp−1t2p−2

\
S(0,t)

dcu ∧ T ∧ βp−1

=
1

2πp−1

\
B(0,R)\B(0,1)

d|z|2 ∧ dcu ∧ T ∧ βp−1

|z|2p

=
1

2πp−1

\
B(0,R)\B(0,1)

du ∧ dc|z|2 ∧ T ∧ βp−1

|z|2p

=
1

2πp−1

1

R2p

\
S(0,R)

uT ∧ βp−1 ∧ dc|z|2

− 1

2πp−1

\
S(0,1)

uT ∧ βp−1 ∧ dc|z|2

− 1

2πp−1

\
B(0,R)\B(0,1)

uT ∧ d
(
βp−1 ∧ dc|z|2

|z|2p

)
.

Comme \
B(0,R)\B(0,1)

uT ∧ d
(
βp−1 ∧ dc|z|2

|z|2p

)
=

\
B(0,R)\B(0,1)

uT ∧ αp ≥ 0,

alors

R\
1

f(t)

t
dt ≤ F (R) =

1

2πp−1R2p

\
S(0,R)

uT ∧ βp−1 ∧ dc|z|2 + C ′′.

De plus,

2R\
R

F (s)

s
ds =

1

2πp−1

2R\
R

ds

s

(
1

s2p

\
S(0,s)

uT ∧ βp−1 ∧ dc|z|2
)

=
1

2πp−1

2R\
R

ds

s

( \
S(0,s)

uT ∧ βp−1 ∧ dc|z|2
|z|2p

)

=
1

2πp−1

\
B(0,2R)\B(0,R)

uT ∧ γ ∧ βp−1

|z|2p+2
,
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avec γ = d|z|2 ∧ dc|z|2. On rappelle la relation classique

αp =
βp

|z|2p
− p

γ ∧ βp−1

|z|2p+2

qui s’obtient par récurrence sur p. Il en résulte que

γ ∧ βp−1

|z|2p+2
≤ βp

|z|2p
.

Le courant uT est positif et ddc(uT ) ≥ 0, donc la fonction F est croissante.
Il en résulte que

2R\
R

F (t)

t
dt ≤ 1

2πp−1
=

\
B(0,2R)\B(0,R)

uT ∧ βp

|z|2p

≤ 1

2πp−1R2p

\
B(0,2R)

uT ∧ βp = 22p−1πh(2R).

Donc

F (R) ≤ 22p−1π

log 2
h(2R).

Corollaire 3.5. Avec les notations et les hypothèses précédentes,
ddcu ∧ T = 0.

Démonstration. On a
r\
1

f(t)

t
dt = o(log r) ;

comme f est croissante,

r2\
r

f(t)

t
dt ≥ f(r) log r,

donc f(r) log r = o(log r), ainsi limr→+∞ f(r) = 0 ; ce qui donne f ≡ 0. Il
en résulte que ddcu ∧ T = 0.

On se propose de donner des conditions suffisantes pour qu’un courant
positif fermé soit de Liouville. On généralise le théorème de Sibony et Wong
[SI-WO81], démontré pour les courants d’intégration sur un ensemble ana-
lytique, aux courants positifs fermés sur C

n.

Théorème 3.6. Soit T un courant positif fermé sur C
n de bidimen-

sion (p, p) et soit u une fonction plurisousharmonique positive sur C
n. On

suppose que

lim
R→+∞

M(u,R)NT (R)

(logR)2
= 0, où M(u,R) = sup

|z|≤R
u(z).

Alors ddcu ∧ T = 0.



Courants algébriques et courants de Liouville 257

Démonstration. Il suffit de démontrer le théorème pour les fonctions
psh de classe C∞. En effet, il suffit de prendre les régularisées uj de u avec
un noyau régularisant radial positif et appliquer le théorème de Bedford–
Taylor : ddcuj ∧ T converge faiblement vers ddcu ∧ T . On pose

f(r) =
\

B(r)

T ∧ ddcu ∧ αp−1.

Alors en appliquant le théorème de Stokes on a

f(r) =
\

S(r)

T ∧ dcu ∧ αp−1.

Si 0 < s < r on a
r\
s

f(t)

t
dt =

r\
s

dt

t

\
S(t)

dcu ∧ T ∧ αp−1

=
1

2

\
B(r)\B(s)

d log |z|2 ∧ dcu ∧ T ∧ αp−1

=
1

2

\
B(r)\B(s)

du ∧ dc log |z|2 ∧ T ∧ αp−1

=
1

2

\
S(r)

uT ∧ αp−1 ∧ dc log |z|2 − 1

2

\
S(s)

uT ∧ αp−1 ∧ dc log |z|2

− 1

2

\
B(r)\B(s)

uT ∧ αp.

Le dernier terme est négatif, le deuxième terme est borné. Pour le premier
terme

2R\
R

2dr

r

r\
s

f(t)

t
dt ≥ 2 log 2

R\
s

f(t)

t
dt,

et

2R\
R

2dr

r

r\
s

f(t)

t
dt =

1

2

\
B(2R)\B(R)

uT ∧ αp−1d log |z|2 ∧ dc log |z|2

− log 2

2

\
S(s)

uT ∧ αp−1 ∧ dc log |z|2 −
2R\
R

dr

r

\
B(r)\B(s)

uT ∧ αp

≤ M(2R)

2

\
B(2R)\B(R)

T ∧ αp−1 ∧ γ

|z|4 + C ′
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≤ M(2R)

2

\
B(2R)\B(R)

T ∧ βp

|z|2p
+ C ′

=
M(2R)

2R2p

\
B(2R)

T ∧ βp + C ′ ≤ CνT (2R)M(2R) + C ′.

Donc
R\
s

f(t)

t
dt ≤ 1

2 log 2
CνT (2R)M(2R) +

C ′

2 log 2
.

Il en résulte que

f(s) log
r

s
≤

r\
s

f(t)

t
dt ≤ CM(2r)νT (2r)

2 log 2
+

C ′

2 log 2
,

et

f(s)

R\
s

log r
s

r
dr =

f(s)

2

(
log

R

s

)2

≤ CM(2R)

2 log 2
NT (2R) +

C ′

2 log 2
log

R

s
.

Il en résulte que

f(s) ≤ C
M(2R)NT (2R)
(
2 log 2 log R

s

)2 +
C ′

2 log 2 log R
s

.

L’hypothèse faite sur u et T donne donc f(s) = 0 et par suite ddcu∧T = 0.

4. Théorème de K. Takegoshi pour les courants positifs fermés.

Sous les notations de la section précédente et du théorème 3.6, si u est
une fonction plurisousharmonique positive sur C

n, nous avons donné une
condition sur le courant positif fermé T et sur la croissance de u pour obtenir
ddcu∧ T = 0. K.Takegoshi [TA96] a, quant à lui, montré que si T = [X] est
le courant d’intégration sur un ensemble analytique complexe vérifiant

lim
r→+∞

r\
1

dt

tν[X](t)
= +∞,

alors les seules fonctions psh bornées sur X sont les constantes. Dans cette
section, on généralise ce dernier résultat aux courants positifs fermés. Pour
cette généralisation, qui figure au théorème 4.3, nous avons besoin de la
proposition 4.1 et de l’estimation qui figure au théorème 4.2.

Dans toute la suite, τ est une fonction exhaustive C∞ et ωr la mesure
superficielle sur {τ = r} telle que pour tout x ∈ {τ = r}, l’élément de
volume βn(x)/n! s’écrit

βn(x)

n!
= dτ(x) ∧ ωr(x).
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Proposition 4.1. Soient T un courant positif fermé de bidimension

(1, 1), (Tj)j une suite de courants positifs fermés à coefficients continus qui

converge faiblement vers T et u une fonction psh C∞ positive sur C
n, et soit

τ une fonction psh C∞ exhaustive. Alors

lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(dτ ∧ dcu∧ Tj)ωr =
\

{τ<r}

ddcu∧ T pour presque tout r > 0.

Démonstration. Pour tout réel t positif on a
t\
0

dr
\

{τ=r}

tr(dτ ∧ dcu ∧ Tj)ωr =
\

{τ<t}

tr(dτ ∧ dcu ∧ Tj) dτ ∧ ωr

=
\

{τ<t}

dτ ∧ dcu ∧ Tj =

t\
0

dr
\

{τ=r}

dcu ∧ Tj ,

et par suite\
{τ=r}

tr(dτ ∧ dcu ∧ Tj)ωr =
\

{τ=r}

dcu ∧ Tj pour presque tout r > 0.

D’autre part on a

lim
j→+∞

\
{τ=r}

dcu ∧ Tj = lim
j→+∞

\
{τ<r}

ddcu ∧ Tj =
\

{τ<r}

ddcu ∧ T ;

en effet, soit (ϕε)0<ε<r une famille de fonctions C∞ à support dans {τ < r}
telle que 0 ≤ ϕε ≤ 1 et ϕε ≡ 1 sur {τ < r − ε}; alors
∣∣∣
\

{τ<r}

ddcu ∧ Tj −
\

{τ<r}

ddcu ∧ T
∣∣∣ ≤

∣∣∣
\

{τ<r}

(1 − ϕε)dd
cu ∧ Tj

∣∣∣

+
∣∣∣
\

{τ<r}

ϕεdd
cu ∧ Tj −

\
{τ<r}

ϕεdd
cu ∧ T

∣∣∣ +
∣∣∣
\

{τ<r}

(ϕε − 1)ddcu ∧ T
∣∣∣.

On a

lim
j→+∞

∣∣∣
\

{τ<r}

ϕεdd
cu ∧ Tj −

\
{τ<r}

ϕεdd
cu ∧ T

∣∣∣

= lim
j→+∞

|〈ddcu ∧ Tj , ϕε〉 − 〈ddcu ∧ T, ϕε〉| = 0.

De plus

lim
ε→0

\
{τ<r}

(ϕε − 1)ddcu ∧ T = 0,

car T est à coefficients mesures.
De même on a

lim
ε→0

\
{τ<r}

(ϕε − 1)ddcu ∧ Tj = 0.
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Donc

lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(dτ ∧dcu∧Tj)ωr =
\

{τ<r}

ddcu∧T pour presque tout r > 0.

Théorème 4.2. Soient T un courant positif fermé de bidimension (1, 1),
(Tj)j une suite de courants positifs fermés à coefficients continus qui con-

verge faiblement vers T et u une fonction psh C∞ positive sur C
n, et soit τ

une fonction psh C∞ exhaustive. Alors
( \

{τ<r}

ddcu ∧ T
)2

≤
( \

{τ<r}

ddcτ ∧ T
)

lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(du ∧ dcu ∧ Tj)ωr

pour presque tout r > 0.

Démonstration. La démonstration se fait en deux étapes :

1ère étape. Si T est une forme continue positive fermée de bidimen-
sion (1, 1), alors pour tout z de C

n il existe un système de coordonnées au
voisinage de ce point tel que

T =
∑

|I|=n−1

TIIσn−1dzI ∧ dzI .

Alors au point z on a

dτ ∧ dcu ∧ T =
n∑

j=1

(
∂τ

∂zj
dzj +

∂τ

∂zj
dzj

)

∧
n∑

k=1

i

2

(
∂u

∂zk
dzk − ∂u

∂zk
dzk

)
∧

∑

|I|=n−1

TIIσn−1dzI ∧ dzI

=
n∑

j=1

(
∂τ

∂zj

∂u

∂zj
+
∂τ

∂zj

∂u

∂zj

)
TIjIj

βn

n!

avec Ij = {1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n}, donc

tr(dτ ∧ dcu ∧ T ) =
n∑

j=1

(
∂τ

∂zj

∂u

∂zj
+
∂τ

∂zj

∂u

∂zj

)
TIjIj

= 2Re

n∑

j=1

∂τ

∂zj

∂u

∂zj
TIjIj

.

D’après l’inégalité de Cauchy–Schwarz on a

(tr(dτ ∧ dcu ∧ T ))2 ≤ 4

n∑

j=1

∂τ

∂zj

∂τ

∂zj
TIjIj

n∑

j=1

∂u

∂zj

∂u

∂zj
TIjIj

≤ tr(du ∧ dcu ∧ T ) tr(dτ ∧ dcτ ∧ T ),



Courants algébriques et courants de Liouville 261

et par suite

tr(dτ ∧ dcu ∧ T ) ≤
√

tr(du ∧ dcu ∧ T )
√

tr(dτ ∧ dcτ ∧ T ) ;

en appliquant maintenant l’inégalité de Cauchy–Schwarz pour les intégrales
on obtient( \

{τ=r}

tr(dτ∧dcu∧T )ωr

)2
≤

\
{τ=r}

tr(du∧dcu∧T )ωr

\
{τ=r}

tr(dτ∧dcτ∧T )ωr.

2ème étape. Soit T est un courant positif fermé de bidimension (1, 1)
et (Tj)j une suite de courants définis par des formes continues positives
fermées qui converge faiblement vers T . D’après l’étape précédente, pour
toute fonction psh u et pour tout j > 0 on a
( \

{τ=r}

tr(dτ∧dcu∧Tj)ωr

)2
≤

\
{τ=r}

tr(du∧dcu∧Tj)ωr

\
{τ=r}

tr(dτ∧dcτ∧Tj)ωr.

D’après la proposition 4.1 on a

lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(dτ ∧ dcu ∧ Tj)ωr =
\

{τ<r}

ddcu ∧ T pour presque tout r > 0

et

lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(dτ ∧dcτ ∧Tj)ωr =
\

{τ<r}

ddcτ ∧T pour presque tout r > 0,

donc( \
{τ<r}

ddcu ∧ T
)2

≤
\

{τ<r}

ddcτ ∧ T lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(du ∧ dcu ∧ Tj)ωr

pour presque tout r > 0.

Théorème 4.3. Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p),
1 ≤ p ≤ n − 1, sur C

n. Soient τ : C
n → [inf τ,+∞[ une fonction psh

exhaustive de classe C2 non bornée g : (−∞,+∞) → (0,+∞) vérifiant les

conditions (i) et (ii) suivantes :

(i)

+∞\
δ

dt

g(t)
= +∞,

(ii) lim sup
r→∞

T
{τ<r} T ∧ (ddcτ)p

g(r)
< +∞.

Alors toute fonction u psh sur C
n positive vérifiant

lim sup
r→∞

( sup
{τ<r}∩Supp T

u2)

T
{τ<r} T ∧ (ddcτ)p

g(r)
< +∞

vérifie ddcu ∧ T = 0. En particulier , toute fonction psh u bornée sur le

support de T vérifie ddcu ∧ T = 0.
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Démonstration. Soit u une fonction psh, positive et de classe C∞ sur C
n.

Supposons que u vérifie\
{τ<r}

du ∧ dcu ∧ T ∧ (ddcτ)p−1 6= 0 ∀r > δ, δ > 0.

Posons

H(r) :=
\

{τ<r}

du ∧ dcu ∧ T ∧ (ddcτ)p−1

et soit (Tj)j une suite de courants positifs fermés C∞ qui converge faiblement
vers T . La formule de Stokes appliquée à cette intégrale donne

H(r)= lim
j→∞

( \
{τ=r}

udcu ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1 −
\

{τ<r}

uddcu ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1
)

≤ lim
j→∞

\
{τ=r}

udcu ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1 = lim
j→∞

1

2

\
{τ=r}

dcu2 ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1

= lim
j→∞

1

2

\
{τ<r}

ddcu2 ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1 =
1

2

\
{τ<r}

ddcu2 ∧ T ∧ (ddcτ)p−1.

D’après le théorème 4.2 on a

[H(r)]2 ≤ 1

4

( \
{τ<r}

ddcu2 ∧ T ∧ (ddcτ)p−1
)2

≤ 1

4

\
{τ<r}

ddcτ ∧ T ∧ (ddcτ)p−1 lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(du2 ∧ dcu2 ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1)ωr

≤ 1

4

\
{τ<r}

T ∧ (ddcτ)p lim
j→+∞

\
{τ=r}

4u2 tr(du ∧ dcu ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1)ωr

≤ ( sup
{τ<r}∩SuppT

u2)
\

{τ<r}

T ∧(ddcτ)p lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(du∧dcu∧Tj∧(ddcτ)p−1)ωr,

pour presque tout r > 0. D’après le lemme de Fatou on a, pour tous réels s
et t positifs tels que t > s ≥ 0,

t\
s

lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(du ∧ dcu ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1)ωr dr

≤ lim
j→+∞

t\
s

dr
\

{τ=r}

tr(du ∧ dcu ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1)ωr

=
\

{s<τ<t}

du ∧ dcu ∧ T ∧ (ddcτ)p−1 ≤ H(t) −H(s) =

t\
s

H ′(r) dr.
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H ′ existe presque partout car H est croissante, donc

lim
j→+∞

\
{τ=r}

tr(du ∧ dcu ∧ Tj ∧ (ddcτ)p−1)ωr ≤ H ′(r)

pour presque tout r > 0, et par suite

[H(r)]2 ≤ ( sup
{τ<r}∩Supp T

u2)
\

{τ<r}

T ∧ (ddcτ)p H ′(r)

pour presque tout r > 0, et puisque\
{τ<r}

T ∧ (ddcτ)p ≤ Cg(r),

alors

[H(r)]2 ≤ Cg(r)H ′(r) pour presque tout r > 0.

On en déduit alors que

+∞\
δ

1

g(r)
dr ≤ C

+∞\
δ

H ′(r)

H2(r)
dr ≤ C

H(δ)
< +∞.

Ceci contredit les hypothèses du théorème, donc\
{τ<r}

du ∧ dcu ∧ T ∧ (ddcτ)p−1 = 0,

alors

du ∧ dcu ∧ T ∧ (ddcτ)p−1 = 0.

Conséquences et optimalité des résultats. Dans ce paragraphe, nous dé-
duisons des extensions des résultats déjà trouvés pour les ensembles analy-
tiques ([SI-WO81] et [TA93]) aux courants positifs fermés. Nous étudions
ensuite l’optimalité de ces résultats.

Théorème 4.4. Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p),
1 ≤ p ≤ n− 1, sur C

n tel que

+∞\
δ

dt

tνT (t)
= +∞.

Alors toute fonction psh u bornée sur le support de T vérifie ddcu ∧ T = 0.

Démonstration. Soit τ(z) = log(1 + |z|2), soit ϕ la fonction psh exhaus-
tive sur C

n définie par ϕ(z) = 1 + ‖z‖2, et posons Bϕ(r) = {ϕ < r} et



264 M. Blel et al.

Sϕ(r) = {ϕ = r}. Alors\
Bϕ(r)

T ∧ (ddcτ)p =
\

Sϕ(r)

T ∧ dcτ ∧ (ddcτ)p−1

=
\

Sϕ(r)

T ∧ dc log(1 + ‖z‖)2) ∧ (ddc log(1 + ‖z‖)2))p−1

=
1

rp

\
Sϕ(r)

T ∧ βp−1 ∧ dc‖z‖2 =
1

rp

\
Bϕ(r)

T ∧ βp.

On remplace dans l’équation précédente r par er ; alors\
{τ<r}

T ∧ (ddcτ)p =
1

epr

\
{‖z‖2<er−1}

T ∧ βp =
(er − 1)p

epr
νT (

√
er − 1)

≤ νT (
√
er − 1).

En posant g(t) = νT (et) et en remarquant que

+∞\
δ

dt

tνT (t)
=

+∞\
log δ

dt

νT (et)
,

le résultat de ce théorème se déduit alors du théorème 4.3.

Corollaire 4.5. Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p)
sur C

n tel que

lim sup
r→+∞

NT (r)

(log r)2
< +∞.

Alors toute fonction psh u bornée sur le support de T est telle que

ddcu ∧ T = 0.

Ce corollaire généralise le théorème de N. Sibony et P. M. Wong [SI-
WO81] pour les courants positifs fermés.

Démonstration du corollaire 4.5. Soit T un courant positif fermé de bidi-
mension (p, p) dans C

n tel que

lim sup
r→+∞

NT (r)

(log r)2
< +∞.

Alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout r > 0 on a

νT (r)

log r
≤
Tr2

r
νT (t)

t dt

(log r)2
< C,

donc
1

r log r
<

C

rνT (r)
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et par suite
+∞\

δ

1

rνT (r)
dr = +∞.

D’après le théorème 4.4 toute fonction psh bornée sur le support de T vérifie
ddcu ∧ T = 0.

Dans la suite on donne un exemple de courant positif fermé tel que

+∞\
δ

1

rνT (r)
dr = +∞ et lim sup

r→+∞

NT (r)

(log r)2
= +∞.

Cet exemple montre que le corollaire précédent n’implique pas le théo-
rème 4.4.

Exemple. Soit

ϕ(z) = sup(log2 ‖z‖(log(log ‖z‖) − 1/2), 1).

Alors ϕ est psh car

ϕ(z) = sup(f(log ‖z‖), 1) avec f : t 7→ t2(log t− 1/2),

qui est convexe croissante pour t > 1. Donc T := ddcϕ est un courant positif
fermé. Pour r assez grand on a

νT (r) =
∂λ(ϕ, 0, r)

∂ log r
= r

∂λ(ϕ, 0, r)

∂r
= r

∂((log r)2(log(log r) − 1/2))

∂r
;

alors

νT (r) = 2 log r log(log r)

et
+∞\

δ

1

rνT (r)
dr =

1

2

+∞\
δ

dr

r log r log(log r)
= +∞.

Or on a
r\
δ

νT (t)

t
dt = (log r)2(log(log r) − 1/2) + C1, C1 est une constante,

donc

lim sup
r→+∞

NT (r)

(log r)2
= +∞.

Exemple de courants de Liouville ne vérifiant pas le théorème 4.4. Nous
allons nous intéresser au courant d’intégration sur l’ensemble analytique
M = {(z, w) ∈ C

2 ; w = e−iz2}, qui est bien de Liouville comme graphe
d’une fonction holomorphe (cf. [TO96]).
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Posons ϕ(z) = e−iz2

et M(r) = {z ∈ C; |z|2 + |e−iz2 − 1|2 < r2}. Alors
pour r > 2 on a

Vol(B(r) ∩M) =
\

M(r)

(1 + |ϕ′(z)|2) dλ(z)

≥
\

{|z|<r/2}∩{|e−iz2
|<r/2−1}

|ϕ′(z)|2 dλ(z),

ce qui permet d’obtenir après calculs la minoration suivante pour r > 2 :

Vol(B(r) ∩M) ≥ r2

8

2 log(r/2 − 1) − 1

(log(r/2 − 1))2
(r/2 − 1)2.

Or le second terme se comporte à l’infini comme r4/log r, il résulte donc que

+∞\
δ

1

rν[M ](r)
dr =

+∞\
δ

r

Vol(B(r) ∩M)
dr ≤ C

+∞\
δ

log r

r3
dr < +∞.

5. Courants positifs fermés à supports tubulaires. Soit T un
courant positif fermé sur C

n à support dans {|P | ≤ 1}, où P est un polynôme
non constant sur C

n à valeurs dans C. Alors T est algébrique d’après le
corollaire 2.5. On se propose dans ce paragraphe de donner un théorème
de support pour ce type de courants T ; pour ceci nous aurons besoin des
lemmes 5.1 et 5.2 suivants :

Lemme 5.1. Soient f une fonction holomorphe non constante sur C
n à

valeurs dans C, U un ouvert de C
n et T un courant positif fermé de bidegré

(1, 1) sur U . On suppose qu’il existe une mesure µU sur f(U) ⊂ C telle que

T =
\

f(U)

[f = t] dµU (t),

i.e. pour toute forme ψ ∈ Dn−1,n−1(U) on a

〈T, ψ〉 =
\

f(U)

( \
{f=t}

ψ
)
dµU (t).

Alors µU est positive et elle est unique.

Démonstration. Soit χ une fonction continue sur C et à support compact
dans f(U), et soit β ∈ Dn−1,n−1(U) une forme fortement positive sur U et
strictement positive sur f−1(Suppχ). On définit une fonction χ1 continue à
support compact dans f(U) par

χ1(t) := χ(t)
[ \
{f=t}

β
]−1

,
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et soit ψ la (n− 1, n− 1)-forme continue à support compact dans U définie
par ψ = (χ1 ◦ f)β. Alors

〈T, ψ〉 =
\

f(U)

( \
{f=t}

ψ
)
dµU (t)

=
\

f(U)

(
χ1(t)

\
{f=t}

β
)
dµU (t) =

\
f(U)

χ(t) dµU(t),

d’où l’unicité et la positivité de µU .

Lemme 5.2. Soit T un courant positif fermé de bidegré (1, 1) sur un

ouvert U de C
n tel que dz1 ∧ dz1 ∧ T = 0. Alors il existe une mesure de

Radon positive µU sur π(U), avec π : z 7→ z1 la projection canonique, telle

que

T =
\

π(U)

[z1 = t] dµU(t).

Démonstration. Soit K un compact de U . Il existe une fonction psh ϕ
sur U telle que

T = ddcϕ =

n∑

j,k=1

∂2ϕ

∂zj∂zk
dzj ∧ dzk sur un voisinage de K.

L’égalité dz1 ∧ dz1 ∧ T = 0 implique que pour tous j, k ≥ 2 on a

∂2ϕ

∂zj∂zk
= 0.

De plus, d’après l’inégalité de Cauchy–Schwarz, pour tout ε > 0 on a

∂2ϕ

∂zj∂zk
≤ ε

∂2ϕ

∂zj∂zj
+

1

ε

∂2ϕ

∂zk∂zk
.

On en déduit que T s’écrit, au voisinage de K,

T =
∂2ϕ

∂z1∂z1
dz1 ∧ dz1.

On remarque de plus que ∂2ϕ/∂z1∂z1 est holomorphe par rapport à la vari-
able zk pour tout k ≥ 2, car

∂

∂zk

(
∂2ϕ

∂z1∂z1

)
=

∂

∂z1

(
∂2ϕ

∂z1∂zk

)
= 0.

De même ∂2ϕ/∂z1∂z1 est antiholomorphe par rapport à la variable zk pour
tout k ≥ 2 puisque

∂

∂zk

(
∂2ϕ

∂z1∂z1

)
=

∂

∂z1

(
∂2ϕ

∂zk∂z1

)
= 0.
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Il s’ensuit que ∂2ϕ/∂z1∂z1 ne dépend pas des variables z2, . . . , zn. Soit ψ ∈
Dn−1,n−1(K) ; alors

〈T, ψ〉 =
\
U

∂2ϕ

∂z1∂z1
dz1 ∧ dz1 ∧ ψ

=
\

π(U)

( \
{z1}×Cn−1

ψ
) ∂2ϕ

∂z1∂z1
dz1 ∧ dz1 =

\
π(U)

( \
{z1=t}

ψ
)
dµ(t).

Théorème 5.3. Soit T un courant positif fermé de bidegré (1, 1) sur C
n.

On suppose qu’il existe un polynôme non constant P sur C
n tel que SuppT ⊂

{z ∈ C
n; |P (z)| < 1}. On note V (resp. Vi) l’espace des composantes irré-

ductibles des différentes fibres P−1(t) dans C
n, t ∈ C\{t1, . . . , tN} (resp. de

P−1(ti), où les ti sont les valeurs critiques de P ). Alors il existe une unique

mesure positive µ sur V = V ∐
∐

i Vi telle que

T =
\

v∈V

[P−1(t)]v dµ(v),

où [P−1(t)]v désigne le courant d’intégration sur la composante irréductible

v du sous-ensemble analytique P−1(t). C’est-à-dire que pour toute forme

différentielle ψ ∈ Dn−1,n−1(C
n),

〈T, ψ〉 =
\

v∈V

〈[P−1(t)]v, ψ〉 dµ(v).

Démonstration. T est algébrique, donc dP ∧ dP ∧ T = 0. Soit a ∈
C

n \ {dP = 0}. Alors il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que ∂P/∂zi(a) 6= 0.
On suppose que i = 1 ; alors il existe un voisinage U de a sur lequel
F (z) = (P (z), z2, . . . , zn) est un biholomorphisme, donc

dP ∧ dP ∧ T = F ∗(dz1 ∧ dz1 ∧ F∗T ) = 0 sur U,

d’où

dz1 ∧ dz1 ∧ F∗T = 0 sur F (U).

Pour toute forme ψ ∈ Dn−1,n−1(U), on a

〈T, ψ〉 = 〈T, F ∗F∗ψ〉 = 〈F∗T, F∗ψ〉,
donc d’après les lemmes 5.1 et 5.2, il existe une unique mesure de Radon
positive µU sur π(F (U)) = P (U) telle que

〈T, ψ〉 =
\

P (U)

〈[z1 = t], F∗ψ〉 dµU (t)

=
\

P (U)

〈F ∗[z1 = t], ψ〉 dµU(t) =
\

P (U)

〈[P = t], ψ〉 dµU(t) sur U.
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On munit C
n \ P−1({t1, . . . , tN}) de la relation d’équivalence ∼ telle que

z ∼ z′ si et seulement si z et z′ sont dans une même composante connexe de
P−1(P (z)). L’espace quotient (Cn\P−1({t1, . . . , tN}))/∼ muni de la topolo-
gie induite s’identifie à l’espace V des composantes connexes des différentes
P−1(t), t ∈ C \ {t1, . . . , tN}, où les ti sont les valeurs critiques de P . Con-
sidérons le revêtement P|V : V → C \ {t1, . . . , tN}. En faisant varier a sur

la même composante connexe v de P−1(t), puis varier t sur un voisinage
de P (a), l’unicité des mesures µU , U recouvrant un voisinage saturé assez
petit de v dans C

n \ P−1({t1, . . . , tN}), entrâıne que la famille (µU )U se
recolle bien en une seule mesure sur ce voisinage. Ceci permet de définir
une unique mesure ν sur la composante connexe de V contenant v. Ainsi
l’égalité précédente entrâıne que

T|Cn\P−1({t1,...,tN}) =
\

v∈V

[P−1(t)]v dν(v).

Par le théorème de prolongement de Skoda–El Mir, le prolongement trivial
T̃ de T|Cn\P−1({t1,...,tN}) existe. Le courant T − T̃ étant positif fermé sur C

n

de dimension n − 1 et à support dans les composantes de dimension n − 1
de {dP = 0}, d’après le théorème de support de H. Federer on a

T − T̃ =
∑

fini

ci[Xi], ci > 0.

De plus

dP ∧ dP ∧ (T − T̃ ) = dP ∧ dP ∧
∑

fini

ci[Xi] = 0,

et puisque les [Xi] sont algébriques, P est constant sur Xi. On a donc Xi ⊂
{P−1(ti)}. Le courant [Xi] s’écrit alors

[Xi] =
∑

1≤j≤k(i)

bi,j [P
−1(ti)]vj

,

où bi,j ≥ 0 et [P−1(ti)]vj
décrit les courants d’intégration sur les composantes

irréductibles de {P−1(ti)}. Finalement, on a

T = T̃ +
∑

fini

ai,j [P
−1(ti)]vj

=
\

v∈V

[P−1(t)]v dν(v) +
∑

fini

ai,j [P
−1(ti)]vj

,

où les ai,j sont positifs. La mesure µ du théorème est donnée par

µ = ν +
∑

ai,jδvj

où δvj
est la mesure de Dirac en vj .
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Remarque. On rappelle qu’un courant positif fermé T est dit extrémal

si, dès que T = T1 +T2 où les Tj sont positifs fermés non nuls, alors il existe
λ1, λ2 ≥ 0 tels que T = λ1T1 = λ1T2. Par exemple le courant d’intégration
sur un sous-ensemble analytique complexe irréductible de C

n est un courant
extrémal. Il résulte du théorème 5.3 qu’un courant positif fermé extrémal
de type (1, 1) dont le support est contenu dans {|P | < 1} est le courant
d’intégration sur un sous-ensemble algébrique irréductible.
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Poincaré, J. Math. Pures Appl. 75 (1996), 189–209.
[RO80] L. I. Ronkin, Liouville’s theorems for functions holomorphic on the zero

set of a polynomial, Ukrainian Math. J. 31 (1980), 462–464.
[SI-WO81] N. Sibony and P. M. Wong, Some remarks on the Casorati–Weierstrass

theorem, Ann. Polon. Math. 39 (1981), 165–174.
[SI74] Y. T. Siu, Analyticity of sets associated to Lelong numbers and the ex-

tension of closed positive currents, Invent. Math. 27 (1974), 53–156.
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Mathématiques
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