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Feuilletages orthogonaux du tore à feuilles ferméespar Jean-Marie Lion (Rennes)À la mémoire de Stanisªaw �ojasiewi
z et de René ThomAbstra
t. We give examples of pairs of orthogonal ve
tor �elds with 
losed orbits inevery homotopy 
lass of pairs of transversal ve
tor �elds on a two-dimensional riemanniantorus.1. Introdu
tion. On 
onsidère sur un tore (T, g) de dimension 2 munid'une métrique riemannienne de 
lasse Ck, k = 2, . . . ,∞, ω, une paire defeuilletages transverses (F1,F2) à feuilles toutes fermées. On asso
ie à 
haquefeuilletage Fi la famille Xi des 
hamps de ve
teurs sans singularité dont lesorbites sont les feuilles de Fi. La famille Xi est bien sûr non vide et si X ∈ Xialors Xi est égale à la famille des 
hamps fX ave
 f : T → R, Ck et sans zéro.On dé�nit la relation d'équivalen
e suivante. Deux paires (F1,F2) et
(F ′

1,F
′
2) sont équivalentes s'il existe une isotopie H : [0, 1]×T → T qui per-met de passer de la première à la se
onde paire. La 
lasse d'équivalen
e d'unepaire (F1,F2) est 
ara
térisée par la 
lasse d'isotopie d'une paire (V1, V2) 
on-stituée d'une feuille de 
ha
un des deux feuilletages. Puisque F1 et F2 sontdes feuilletages non singuliers et transverses de T, V1 et V2 sont homotopique-ment non triviales et ne sont pas homotopes. L'obje
tif de 
e texte est derépondre à une question de Guy Métivier en montrant qu'une paire de feuil-letages transverses (F1,F2) à feuilles toutes fermées est toujours équivalenteà une paire de feuilletages orthogonaux à feuilles toutes fermées.

Théorème. Soit (T, g) un tore T muni d'une métrique g de 
lasse Ck,
k = 2, . . . ,∞, ω, et γ1, γ2 deux 
ourbes fermées simples de T, non homotopeset non homotopiquement triviales. Il existe sur T deux feuilletages Ck, nonsinguliers, orthogonaux dont les feuilles sont des 
ourbes fermées homotopesà γ1 ou γ2.2000 Mathemati
s Subje
t Classi�
ation: 37C10, 57R25, 14P15.Key words and phrases: ve
tor �eld, torus, riemannian metri
, analyti
 geometry,isothermal 
oordinates, 
losed orbit. [207℄



208 J.-M. LionCethéorèmedoitbeau
oupàDominiqueCerveau. Ilm'aparléde laquestionde GuyMétivier, puis nous avons eu de nombreuses dis
ussions qui m'ont aidéà trouver la démonstration qui suit. Je le remer
ie très sin
èrement.On utilise le langage 
lassique des feuilletages qu'on peut trouver dans[Go℄ par exemple.2. Preuve du théorème. Observons qu'on peut se restreindre au 
asd'un tore plat. En e�et, notre problème ne dépend pas totalement de lamétrique g mais seulement de sa 
lasse 
onforme. Or le théorème d'existen
ede 
oordonnées isothermes (Gauss dans le 
as analytique, Ahlfors et Bersdans des 
as plus généraux ; voir [Ha℄ par exemple) assure que tout toreest 
onformément équivalent à un tore plat. Cet argument ne vaut qu'endimension deux.Un tore plat est le quotient de R
2 muni de la métrique eu
lidienne par unréseau et la 
lassi�
ation 
onforme des tores plats se fait par leurs modules.Aussi, par homotopie et similitude on peut supposer :

• L'axe Ru (ave
 u = (1, 0)) est une 
omposante 
onnexe du relevé de
γ1 dans R

2.
• Le tore T est le quotient de R

2 par Zu + Zv ave
 v = (λ, µ) où
0 ≤ λ < 1 et µ > 0.

• Une 
omposante 
onnexe du relevé de γ2 est la droite R(pu+ qv) ave

p ∈ Z, q ∈ N

∗ et p+λq ≥ 0. La 
ourbe γ2 s'enroule p fois parallèlementà u et q fois parallèlement à v.On représente dans la �gure 1 les tra
es des relevés de γ1 et γ2 dans undomaine fondamental.

u

u + vv

0

γ2

γ1Fig. 1. Domaine fondamental, γ1 et γ2 ave
 p = 2 et q = 3On va re
her
her une solution parmi les paires de feuilletages orthogonauxsur le tore qui se relèvent en des paires de feuilletages orthogonaux de R
2,
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tion du groupe de Lie des translations dirigées par lesve
teurs de la droite R(ru + v) (où r ∈ N est �xé plus loin) et invariantssous l'a
tion des translations de ve
teurs u et v.Si p + λq = 0 alors les feuilletages en droites horizontales et verti
alesinduisent sur le tore une paire de feuilletages solution.On suppose dorénavant que p + λq > 0.On note F le feuilletage a�ne de R
2 en droites parallèles à pu+ qv et depente eu
lidienne égale à qµ/(p + λq). Il passe au quotient en un feuilletage

FT du tore dont les feuilles sont des 
ourbes fermées homotopes à γ2. Enrevan
he, généralement les orbites de l'unique feuilletage orthogonal à FT nesont pas fermées.Soit r ∈ N tel que µ/(r + λ) < qµ/(p + λq). Soient δ+ et δ− les droitesdirigées par ru+v et qui passent respe
tivement par les points v/r et 0. Lefeuilletage a�ne F est transverse à ru+v. On note h : δ+ → δ− l'holonomieasso
iée à F qui à x ∈ δ+ asso
ie l'unique point de δ− qui est sur la mêmefeuille de F . C'est une translation vers la gau
he : il existe τ < 0 tel que si
(x1, x2) ∈ δ+ alors h(x) = (y1, y2) ave
 y1 = τ + x1.

u

u + vv

0

δ−δ+

Fig. 2. Feuilles de F et les droites δ+, δ− ave
 p = 2, q = 3 et r = 2Nous allons 
onstruire notre exemple de la façon suivante. Le feuilletagehorizontal est invariant sous l'a
tion du groupe de Lie des translations diri-gées par les ve
teurs de la droite R(ru + v) et des translations de ve
teurs
u et v. Il passe au quotient en un feuilletage du tore dont les feuilles sontdes 
ourbes fermées homotopes à γ1. Nous allons le déformer 
ontinûmenten préservant 
ette invarian
e pour obtenir un feuilletage dont le feuilletageorthogonal aura la même holonomie que F .On 
onsidère une fon
tion f : R → R, analytique, 1-périodique et quivéri�e :(1) si x ∈ [0, 1/2[ ∪ ]1/2, 1], −(r + λ)/µ < f ′(x) < µ/(r + λ),



210 J.-M. Lion(2) f(1/2) = 0 et f ′(1/2) = −(r + λ)/µ.Par exemple si λ = 0, µ = 2 et 0 < p/q < r = 1 alors f(x) = sin(2πx)/4π
onvient.On déduit de (1) que le graphe de εf est transverse aux droites parallèlesà ru+v et n'est jamais orthogonal à 
es droites si ε ∈ [0, 1[. En revan
he, legraphe de f est partout transverse aux droites parallèles à ru+v mais il estorthogonal à la dire
tion ru+v en (1/2, 0) d'après (2). On asso
ie don
 à lafon
tion analytique εf un feuilletage analytique Gε de R
2 dé�ni de la façonsuivante. Ses feuilles sont les translatés du graphe de εf parallèlement à

ru + v. Par passage au quotient on obtient sur le tore T un feuilletage ana-lytique, non singulier GTε dont les feuilles sont en raison de la périodi
ité de
f des 
ourbes fermées homotopes à γ1. On note G⊥

ε le feuilletage orthogonalà Gε. Le feuilletage G⊥

Tε
obtenu par passage au quotient est orthogonal à GTε.

Fig. 3. Les feuilles de GTε
et G⊥

T ε
entre δ+ et δ− lorsque ε = 1, 0 < ε < 1 et ε = 0Montrons qu'on peut 
hoisir ε ∈ [0, 1[ de telle sorte que les feuilles dufeuilletage G⊥

Tε
soient des 
ourbes fermées homotopes à γ2.D'après (1), si ε ∈ [0, 1[, le feuilletage Gε n'est jamais orthogonal auxdroites parallèles à ru+v et don
 le feuilletage orthogonal G⊥

ε est transverseà 
es droites. De plus, 
haque feuille de G⊥
ε 
oupe une et une seule fois toutedroite parallèle à ru + v. L'appli
ation d'holonomie hε : δ+ → δ− asso
iée à

G⊥
ε est don
 bien dé�nie : 
'est l'appli
ation qui à 
haque point de δ+ asso
iel'unique point de δ− qui est sur la même feuille de G⊥

ε . C'est une translation
ar G⊥
ε est invariant sous l'a
tion de R(ru + v) + Zv/r : il existe aε ∈ R telque si (x1, x2) ∈ δ+ alors hε(x) = (y1, y2) ave
 y1 = aε + x1. La fon
tion

ε ∈ [0, 1[ 7→ aε est 
ontinue, a0 = 0 et en raison de (2) on a limε→1− aε = −∞.Ainsi aε dé
rit tout l'intervalle ]−∞, 0] (et peut-être plus), lorsque ε dé
ritl'intervalle [0, 1[. On 
hoisit ε tel que aε = τ. Dans 
e 
as hε = h. Puisque
G⊥

ε et F sont invariants sous l'a
tion de R(ru+v)+Zv/r, les feuilles de G⊥

Tεsont homotopes à 
elles de FT : 
e sont des 
ourbes fermées homotopes à γ2.
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ite. On 
onserve les notations de la partie pré
é-dente. Les données sont don
 u,v, λ, µ, p, q et un entier r tel que µ/(r + λ)
< qµ/(p + λq). On pose α = µ/(r + λ). On dé�nit alors sur R

2 les deuxfamilles de 
hamps de ve
teurs
Xε =

(

1 −
ε

1 + α2
cos(2π(x − y/α))

)

∂

∂x
−

εα

1 + α2
cos(2π(x − y/α))

∂

∂y
,

Yε =
εα

1 + α2
cos(2π(x − y/α))

∂

∂x

+

(

1 −
ε

1 + α2
cos(2π(x − y/α))

)

∂

∂y
= X⊥

εoù ε ∈ [0, 1].À ε �xé, 
es deux 
hamps sont orthogonaux, invariants sous l'a
tiondu groupe de Lie des translations dirigées par les ve
teurs de la droite
R(ru + v) et invariants sous l'a
tion des translations de ve
teurs u et v.Un petit 
al
ul montre que si ε 6= 1 les 
hamps Xε et Yε sont transverses auxdroites parallèles à ru+v. Le 
hamp X1 est lui aussi transverse à 
es droites.Ce n'est pas le 
as du 
hamp Y1, qui est parallèle à la dire
tion ru+v le longdes droites du type R(ru+v)+kv/r, k ∈ Z, qui sont Y1-invariantes. Par pas-sage au quotient ils dé�nissent des paires de 
hamps de ve
teurs orthogonauxsur le tore T. Il existe une fon
tion f asso
iée à X1 
omme dans la partiepré
édente et pour 
haque ε ∈ [0, 1] il existe une fon
tion fε asso
iée à Xε.La situation est di�érente de 
elle de la partie pré
édente 
ar maintenant
fε ne s'exprime pas très fa
ilement en fon
tion de f, 
'est seulement Xε quidépend a�nement de ε. Cependant, en faisant une analyse semblable à 
ellede la partie 2 on montre qu'il existe ε tel que la paire de feuilletages du toreasso
iée à la paire (Xε, Yε) véri�e les 
on
lusions du théorème. L'intérêt de
et exemple expli
ite est qu'il est intégrable. Si on se restreint au tra
es dessolutions dans le domaine fondamental engendré par les dire
tions u et v,alors les solutions appartiennent à la 
l�ture pfa�enne [Sp℄ de la stru
tureo-minimale engendrée par la restri
tion de la fon
tion sinus à l'intervalle
[0, 2π].4. Une petite question de Ludwig Brö
ker. Pour �nir, je men-tionne une jolie question que Ludwig Brö
ker a posée à la suite de monexposé de mars 2004 au 
olloque RAAG de Cra
ovie. Il demande si on peutpré
iser le théorème de la façon suivante. Étant donnés T, γ1, γ2, est-
e que lafamille des paires (F1,F2) véri�ant les 
on
lusions du théorème est 
onnexe?À ma 
onnaissan
e le problème reste ouvert, même si on se limite aux paires
(F1,F2) qui se relèvent en des paires invariantes sous l'a
tion du groupe deLie des translations dirigées par les ve
teurs de la droite R(ru + v) (ave

r ∈ N ad ho
) et sous l'a
tion des translations de ve
teurs u et v.
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