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Opérateurs pseudo-différentiels définis en un point

par RyulcHI ISHIMURA (Chiba)

Abstract. We introduce the notion of pseudo-differential operators defined at a point
and we establish a canonical one-to-one correspondence between such an operator and its
symbol. We also prove the invertibility theorem for special type operators.

1. Introduction. Dans l'article [9], nous avons introduit la notion des
opérateurs pseudo-différentiels non-locaux et leurs symboles et nous avons
démontré la correspondance entre un opérateur et son symbole ainsi que le
théoreme d’inversibilité pour de tels opérateurs. Cette classe d’opérateurs
contient les opérateurs aux dérivées partielles eventuellement d’ordre in-
fini, les opérateurs différentiels-différence et les opérateurs de convolution
au noyau hyperfonction a support compact. Elle donne une version holo-
morphe de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels d’Hérmander ([6]).
En utilisant ces résultats, dans [10], nous avons étudié le prolongement
analytique et I'existence d’une solution holomorphe d’une équation pseudo-
différentielle non-locale et enfin nous avons établi un calcul opérationnel pour
des équations différentielles non-locales a coeflicients constants, surtout des
équations différentielles-différence a coefficients constants.

Par contre, la classe ainsi établie des opérateurs non-locaux ne peut pas
contenir des opérateurs différentiels d’ordre infini aux symboles fonctions
entieres du type exponentiel changeant avec le point considéré, comme par
exemple e*P.

Par ailleurs, dans [7], nous avons introduit les opérateurs différentiels,
eventuellement d’ordre infini, définis en un point comme les morphismes
continus d’un fibre du faisceau des germes de fonctions holomorphes en le
point considéré.

Dans le présent article, nous allons définir des opérateurs pseudo-différen-
tiels défini en un point du fibré cotangent T* X, ce qui généralise des opéra-
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teurs pseudo-différentiels non-locaux et a la fois des opérateurs différentiels
définis en un point. Pour un opérateur ainsi généralisé, nous définirons son
symbole et nous démontrerons une correspondance canonique entre la classe
des opérateurs pseudo-différentiels définis en un point et la classe de leurs
symboles. Nous démontrerons qu’un opérateur pseudo-différentiel & un sym-
bole du type spécial admet un inverse dans I’anneau des opérateurs pseudo-
différentiels en le point envisagé.

2. Notations. Dans cette section, nous rappelons quelques notations
de [9] et [10]. Dans cet article, pour simplicité, on pose X := C™ et désigne
par Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X. Pour tout compact
convexe M C X, on utilisera deux fonctions d’appui suivantes : pour tout

C: <C17"'7C77«) € (Cn’
Hp(C) := sup Re(z, (),
zeM
I(C) = inf Refz,0),

ou (z,() = Z?:l zjC; avec z = (21,...,2p), que l'on désignera parfois
par z-(. Pour un ensemble C'C C", soient C° le polaire {z € X | Re (z,¢) > 0
pour tout ¢ € C}, C?* son antipodale —C = {—z | z € C} et conv(C
Penveloppe convexe de C. Pour tous A, B C X, on pose A+ B :={a+1b|
acAbe Blet A-B:={a—0b|ac A,be B}. Pour tous ¢,d € C, on
note [a,b] := {da+(1=N)b |0 <X <1}, ]a,b[:={Aa+(1-Nb|0< <1}
et [a,ac0[ := {Aa | A > 1} etc.
Dans la suite, on fixe un point p = (x9,&) € T*X.

DEFINITION 2.1. Soit MM = (M(z))zex une famille de compacts con-
vexes de X indexée par x € X telle que pour tout voisinage ouvert borné
U de xg, 'ensemble M = My := conv |,y M (x) soit compact. Appelons
M une famille de supports sur X en xg. Pour deux familles de supports
M = (M(z)) et M = (M'(z)), on écrira M < M si M(xz) C M'(x) pour
tout z € X.

Pour une famille de supports 91, on posera

A ={(z,y) e X x X |z:=y—ax € M(x)}.

Si M(x) = M pour tout z € X, on écrira aussi Ays au lieu de Agy. Et Aoy
sera écrit simplement A ([9]).

Pour tous x € X et ¢ € C", considérons les demi-espaces ouverts de X

(2.1) He(x) :={z € X | Re(z,() > Hy() (O}
(2.2) Ie(x) :={z € X [Re(z,¢) > Inya) (O }-
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3. Définition des opérateurs pseudo-différentiels en un point.
Dans tout le reste de Darticle, on supposera que 91, M’ etc. sont toujours
des familles comme dans la définition 2.1. Pour tout cone convexe propre
fermé I' C X & sommet 0 contenu dans {&}°% U {0} et pour £ > 0, on pose
I. = I.(&) == (I' + &) N {&}°%. Soit alors S C X x X un ensemble fermé
tel que Ca(S) C X x I, Ca(S) étant le cone normal de S le long de A,
qui est un ensemble conique fermé dans Th(X x X) (voir [13]). On désigne
par ¢;; la projection X x X x X — X x X sur les i-ieme et j-iéme com-
posantes : ¢; j(z1,x2,23) = (24, 2;). On rappelle la définition d’un ordinal
propre ([12, définition 3.1.1]). Un ensemble fermé S C X x X est un ordinal
propresi : (1) S D A, (ii) q1,3(qi55’ N qi%S’) C S, (iii) qiéS N qiéS 0P S est
une application propre.

DEFINITION 3.1. 9 = (M(2))zex étant comme dans la définition 2.1,
un ensemble fermé Z C X x X sera dit un semi-ordinal par rapport a 9 ou
a support dans 9N 8’il existe un ordinal propre S tel que

0) S+ACS,
(i) S+ Am C Z,
(il) q13(q12Z Nay3Z) C Z + Agp,

(iii) ar, %Z axy %Z KLy Agn est une application propre.

Un ensemble fermé Z C X x X sera appelé un 91-ordinal ou bien un ordinal
par rapport a (ou a support dans) 9 s’il est l'intersection d’un nombre fini
de semi-ordinaux a support dans 9, c’est-a-dire, il existe un nombre fini de
semi-ordinaux Z; (1 <1 < N) a support dans I tels que Z = mz]L Z;. Un
ensemble ouvert W C X sera dit Z-ouvert si {y € X | (z,y) € Z, x € W}
C W, c’est-a-dire, en désignant par g; la i-ieme projection de X x X dans X,
onaq(ZNg 'W)cw.

DEFINITION 3.2. Soient Z et Z’ deux ordinaux par rapport a 9 =
(M(z))gex et M = (M'(x))zex, respectivement. Le couple (Z,Z’) sera
dit composable par rapport a un 9MM"-ordinal Z” avec M’ = (M"(z))zex
si M"(z) est un compact convexe avec M (z) + M'(x) € M"(x) pour tout
x € X et de plus Z” D Z' o Z et I'application ¢3 : qi%Z N qQ_’?l)Z’ — 7" est
propre. On désignera Z' o Z := q173(q1_7%Z N qi%Z’).

DEFINITION 3.3. Soient 7,7’ € X x X deux ordinaux par rapport &
M, M’ respectivement, dont le couple (Z, Z') soit composable par rapport
a un ordinal Z”. Soient D1, Do, D}, D}, quatre voisinages ouverts de 2. On
dit que (D1, Dg; DY, D}) est (Z,Z')-rond si {y € X | (z,y) € Z, (y,2) € Z',
x € Dy, z € Dy} C Dy N D, cest-a-dire, en désignant par ¢; la i-ieme
projection de X x X x X dans X,
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(3.1) 02(a13Z Naz3Z' N g7 D1 N a5 Dh) C Dy N DS
Nous dirons simplement Z-rond si M =M, Z = 7.

DEFINITION 3.4. Un 9M-ordinal Z sera dit dans la direction & s'il y a
un ordinal propre correspondant S satisfaisant a

Ca(S) C X x It

avec I' un cone convexe fermé. Pour un M-ordinal Z7 C X x X dans la
direction & et deux voisinages ouverts quelconques D1, Do de xg, on définit
maintenant

E(Z; Dy, Dy) := HY(Dy x Da, OUT).
Ici Og?’xn))( signifie le faisceau des (0, n)-formes holomorphes.

Remarquons que pour deux familles de supports 9t et M’ avec M = M’
et ordinaux Z et Z’ par rapport a 9t et M, respectivement, et pour quatre
ouverts Dy, Dy, D}, D}, si D1 C D}, Dy C D} et Z D Z', alors on a le
morphisme canonique

E(Z'; D}, D) — E(Z; Dy, Ds).

Dans le cas ou M(x) = M est un compact convexe fixé pour tout x € X, la
définition est une généralisation de celle donnée dans la définition 3.4 de [9]
et elle nous permet de prendre Dq, Dy aussi petits que 'on veut. En effet,
dans [9], on était obligé de supposer l'ouvert Dy de contenir Dy + M.

DEFINITION 3.5. On pose

Ep = lim  E(Z; Dy, Dy)
M, Z,D1,D2

ou I parcourt les familles de supports en xy ordonnées par <, Z parcourt
les ordinaux dans la direction &y par rapport a 9, et D, Do parcourent les
voisinages ouverts de xg; on appelera tout P € SER;] un opérateur pseudo-
différentiel en le point p.

PROPOSITION 3.6. Soient Z,Z' deux ordinauz par rapport a I, M, re-
spectivement, en & tels que (Z,Z') soit composable par rapport a un M’ -
ordinal Z". Soient Dy, D2, D}, D}, quatre voisinages ouverts de xq tels que
(D1, Dy; Dy, D)) soit (Z,Z")-rond. Alors on a le morphisme naturel suivant
que nous appelons la composition :

E(Z, Dl,Dg) (024 g(Zl; ll,Dé) — 5(2”; Dl, D/Q)

R

En particulier, cela munit E[p

] de la structure d’anneau.
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Démonstration. On a d’abord, par le “cup-product”, le morphisme
&(Z; D1, D2) ® E(Z'; DY, D))
= H}(D1 x D2, O1%) @ Hy (D} x Dy, OF1%)

— Hn Dy x (D2 N DY) x DQ,(’)E?X")?)XX)

4 52Ng; *1Z/<

Comme dans [9], compte tenu de la définition 3.2, on applique la proposi-
tion 3.1.4 de [12] :

H2 gs (D1 X (D211 D7) x Dy, O )
— HZ//(Dl x Dy, Rqy 3'Og(><X2<X)

Enfin, 'intégration le long de fibre Sql . dxo donne

HZY(Dy x Dby, Ry 5088 ) — Hu(Dy x Dy, 007)). m

Pour tous P € £(Z; D1, D2) et Q € E(Z'; DY, D5), on désigne par Qo P €
E(Z"; Dy, Db) l'image par ce morphisme et appelons-la composition de P

et Q.

PROPOSITION 3.7. Pour un M-ordinal Z en &y, soient D1, Dy deux voisi-
nages ouwverts de xo dans X. Soient W, Wy C X deux Z-ouverts tels que
Wo C W et W\ Wy C Dy. Alors, pour tout k, on a le morphisme naturel

E(Z; D1, D3) @ Hip gy, (Da VW, Ox) — Hip (D1 N W, Ox).

Démonstration. Soit g; la i-ieme projection de X x X dans X, i =1, 2.
Posons A := ¢, YT)Nn Z. Alors le “cup-product” donne

E(Z; Dy, Dy) @ Hi(Dy N W, Ox)
— HJ(Dy x Da, OU%) @ HE(Dy N W, Ox)
— HI5(Dy x (Dan W), 007%).

Comme dans la preuve précédente, on peut prouver facﬂement que q; ! (TN
A est un ouvert dans A et la projection Qg7 M)A a1 ( )N A — T est

propre. D’oi on peut appliquer la proposition 3.1.4 de [12] :
H ™MDy x (D n W), 081
— HEH(Dy, Rgy0\0M) = HEYE(Dy n W, RgnoC%).
Par I'intégration le long de fibre de g1, on a

HI*(Dy N W, RgnOYLy) — HE(D1 N W, Ox).
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En particular, dans le cas de k =1, on a :

COROLLAIRE 3.8. Dans la situation de la proposition, soit P € E(Z;
Dy, D3). Alors on a l'opération

P:O(DsNWy)/O(DaNW) — O(D1 N Wy)/O(Dy "W).
De méme, lorsque p est réel, opérateur pseudo-différentiel en p opere
sur les germes des microfonctions définies en p :

PROPOSITION 3.9. Soit R := R" C X = C" et soit p = (x0,&) réel,
c’est-a-dire p € T* R. Désignons par Cg le faisceau des microfonctions sur R.
Alors on a le morphisme naturel

5{5} ®Cryp — Cryp-

Dans la suite, on appliquera la discussion précédente au cas suivant.

Soient I17,..., Iy des cones propres convexes fermés dans X a sommet O.
Posons

N
(3.2) G(x) = (I + M(2))

I=1

pour tout x € X et G := (G(x))zex. De plus, on pose Z = Zg := {(z,y) €
XxX|y—zeGx)}. Chaque Z; := {(z,y) e X x X |y—z € [+ M(x)}
(1 <1 < N) est un semi-ordinal & support dans 9t et donc Z = ﬂl]\il Z
est un M-ordinal au sens de la définition 3.1. Dans ce cas, la notion de
Z-ouvert ou bien Z-rond est simplement redit comme G-ouvert ou G-rond
et pour deux voisinages ouverts D1, Dy de xg, on note

(33) g<g;D1,D2) = g(Z;Dl,DQ).

On peut vérifier facilement que c’est un cas particulier de la définition 3.4
et aussi que toutes les hypotheses des propositions 3.5 et 3.6 sont vérifiés
dans ce cas.

En particulier, on a la proposition suivante:

PRrROPOSITION 3.10. Dans la situation ci-dessus, soient I une famille
de supports et Zg le M-ordinal en &y défini par G = (G(z)) donné par (3.2).
Soient D1, Dy deuz voisinages ouverts de xq et soit P € £(G; Dy, D2). Alors
on a l'opération

P :1im O(D N Wy)/O(DNW) — lim O(D N Wo)/O(D N W)

o la limite inductive est prise, en posant I := ﬂl]\il I, pour D parcourant
des wvoisinages ouverts I'-ronds de xqo et pour W, Wy C X parcourant des
I'-ouverts tels que Wy C W et W\ Wy C D. Par suite, la limite inductive
a la structure d’un 5{5}-module.

Dans le reste de cette section, on suppose que Dq, Dy soient convexes.
Prenant des coordonnées sur X, on peut reformuler (3.3) dans le langage de
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cohomologie de Cech. Par une rotation de coordonnées, on peut supposer
que & = (1,0,...,0). Pour tout § > 0, prenons les cones

(3.4) I's=I1:={z€ X |dImz| <—-Rez},

(3.5) lis=Tj={ze X |dz| <|al} (2<j<n),

et calculons £(G; D1, D2). Définissons les domaines d’holomorphie suivants :
(3.6) Vi=DixDx\{(z,y) | z2=y—axelp+Mx)} (1<k<n).

(11 est facile de voir qu’ils sont des domaines d’holomorphie si on applique,
par exemple, le théoreme 2.6.9 de [5].) Alors pour Z := {(z,y) € X x X |
y—x € ooy + M(x))}, V:i={Vi,...,V,} est un recouvrement ouvert
de Dy x D2\ Z. Désignons V' := (_y Vi et Vi := ", Vipourk=1,....n
Alors on a V. =Dy x Do\ Up_{(z,y) | z=y —x € I}, + M(z)}. On voit
facilement que

(3.7) H}(Dy x Dy, O%7) ~ XXX V)

S OSk (V)
D’ot, & chaque P € &y (G; D) correspond une ( n)-forme K(z,z)dy =
K(z,y)dy € Og?’xng((V), determinée & Y ,_; Og?xn;(( Vz) prés, et que nous
appelons le noyau de P.

REMARQUE. Dans la situation du corollaire 3.8, I’action de P sur f(z) €
O(Dy N Wy), qui est determiné & O(Dy N W) pres, est donnée par

Pfa) = K(z.a+2)f(a+2)d
g
ou le chemin d’intégration 7 sera défini ultérieurement (voir (4.6)).

4. Symbole d’un opérateur pseudo-différentiel en un point. Nous
allons interpréter un opérateur pseudo-différentiel par son symbole. Le rai-
sonnement que 1’on emploiera ici a été initié par une note personnelle de
K. Kataoka, qui a établi la correspondance ci-dessous en cas des opérateurs
pseudo-différentiels (locaux). On peut le retrouver dans le polycopié du cours
d’Aoki et Yamazaki [3] et dans le livre d’Aoki, Kataoka et Ymazaki [4].

Dans cette section toute entiere, on suppose que o = 0 et on fixe une
famille de supports MM = (M(z))yex dont on suppose qu’elle satisfait a
I’hypothese suivante :

(4.1) max |m|—0 (Jz| — 0).

meM (x)
Soit 2 un voisinage conique de p = (x9,&) € T*X. Pour tout r > 0, on
désignera

Qr)={(z,§) e 2[[g| >r}y, Q] ={(z,§) € 2[|¢] =r}
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DEFINITION 4.1 (cf. [9] et [1]). Pour 9t = (M ())zex, M (z) étant com-
pact convexe, on pose

(4.2)  S™(Q) = {P(z,£) € O((r)) (avec r > 0) |
pour tout ensemble conique 2’ € 2, tout v’ > r
et tout € > 0, il existe C. > 0 tel que

|P(z,€)| < Cei@ @O+l pour tout (z,€) € 2]}
et
(43)  N(Q):={P(z,£) € S™(02) | P(x,£) € O(2(r)), et
pour tout ensemble conique 2 € £2 et tout v’ > 7,
il existe eg > 0 et C' > 0 tels que

|P(z,€)] < Cel@ @)=kl pour tout (z, &) € 2[+]}.

Les symboles que nous considérons ici sont donc des fonctions holomor-
phes du type exponentiel définies dans ’ensemble conique §2(r), son indica-
trice de croissance en § (voir par exemple [14] ou [15])

(4.4) hpo(€) == limsup hpu(€),
02(r)3¢'—¢
avec o | Pzt
hpz(€) = limsup In| P, )] €)|,
’ t—o0 t

changeant avec x. On remarque que

On travaillera dans la situation de la derniere partie de la section précédente.
En particulier, par un changement de variables, on suppose que zg = 0,
& = (1,0,...,0). On pose G(z) := (i_;([x + M(x)) pour tout x € X et
G := (G(z))zex. Dans la suite, bien que les preuves que nous donnerons
soient tout a fait analogues a celles de [9], nous les répétons quand méme.

Avec les notations de la section précédente, soit P € £(G; Dy, D) ou
D1, Dy sont des voisinages ouverts convexes de xog = 0, et soit K(z,y)dy un
de ses noyaux définies par (3.7). On peut supposer que D1, Dj satisfont a la
condition suivante : Soit 7y, la k-iéme projection de C™ a C. Compte tenu de
(2.2), (3.6), pour un petit voisinage ouvert U C Dy de zp = 0, posons pour
tout z € U, Agp(x) := mp((Zgy (7) + ) N G(x)), Ap = U,er Ar(2), L1(2) :=
1 (Zey (x) +2), It := Uyepy 1(2), Bi(z) := 0A1(x)\ 011 (x), By := 0A1\ 01,
Bj := 0(convAj) (2 <j<n)et B:= B x---x B,. Alors il existe un
ouvert W 3 0 tel que

ot M = My := conv |,y M(x) est un compact convexe grace a la défini-
tion 2.1. Définissons maintenant un chemin d’intégration v dans X tel que
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pour un ouvert Wi € W non-vide, 'ensemble {(x,z + z) | x € W1, z € v}
est inclus dans le domaine V = (;_; Vi ot K(z,y)dy est défini. Il y a
d’abord deux points a,b € C\ A; prés de 0A; tels que Rea,Reb < Ip;(&)
et Ima < inf,eprImzy, Imb > sup,cp, Im z1. Prenons un chemin lisse de
Jordan v, C C orienté positivement ayant a comme point de départ et b
comme point final tel que

=A@z + (21, ,20) EWix Dol z1€m, 2 €C(2<j<n)f CW.

Pour z; € 71, soit 75 = 7j(21) C C une courbe lisse fermée de Jordan
d’orientation positive telle que

i ={(z, x4+ (z1,...,2n)) EWi1 XDy | zj €7,z €C (i #1,5)} CVj.

(Ceci est possible si I'on prend U; assez petit). Notons que par (4.5), v;
pourra étre pris indépendamment de z;. En posant v := 1 X -+ X y,, on
définit le symbole de P comme suit :

(4.6) o(P)(x,€) =\ e K (2,2 + 2) dz.
Y

PROPOSITION 4.2. Dans la situation précédente, on peut supposer (4.5).
Alors il eziste un voisinage conique {2 de p := (x9,&) tel que W C w(S2),
m: T*X — X étant la projection, et que pour tout P € £(G; Dy, D2) et
tout noyau K(z,y)dy € Og?’f;((V) de P, le symbole o(P) de P défini par
(4.6) appartienne a S™(£2). En outre, le symbole o(P) est déterminé dans
S™((2) modulo N™(£2).

Démonstmtiop. Exactement comme la démonstration de la proposi-
tion 4.2 de [9] : Evidemment o(P) défini par (4.6) satisfait a (4.2) en p =
(z0,&0) et par une rotation de variables, on a o(P) € S™(§2). Si 7 est pris
pres de chaque M(z), on a o(P) € N¥(£2) lorsque K (z,%)dy € OE?XTL;((VT),
et o(P) =0 lorsque K(z,y)dy € Og?xng((V;) (2<j<n).

Ensuite, on prend un symbole P(z, &) € S™(£2); on y associera le noyau
K(z,y)dy d'un opérateur pseudo-différentiel P en p et on démontrera que
cette correspondance et celle donnée dans la proposition 4.2 sont réciproques
I'une a 'autre.

Soient W7 C W un ouvert et w un céne ouvert a sommet 0 tels que
w3 & et Wy xw C £2. Pour tout z € He(x), il existe g > 0 tel que
Re (z,£) > Hpp(g)(€) +e0lé] ((2.1)). Alors pour tous = € U et o € C tels que
lo| > r (r étant celui de (4.2)) et o€ € w, posons

oo
(4.7) Ly(x,2,8) = | e 4" P2, 7€) dr
0
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ou le chemin d’intégration est pris dans la direction [p, poo[. Par (4.2), si W}
est assez petit, cette intégrale sera absolument et compactement convergente
sur {(z,2,8) € Wi x X x w | Re(z,£) > Hpypz) ()} Pour o = (n2,...,mn)
avec |n'| < 1, posons 1 := (1,7') := (1,12,73,...,7,). Pour tout € > 0 et z
avec z; # 0 (2 < j < n), on définit la (n — 1)-chaine

(4.8) B:=1[0,e/2] x [0,¢/25] x -+ x [0,¢/2).
On définit le noyau de P(z,§) par la formule

1
4.9 K,(z, ::7[ L,(x,z,n)dny
avec n = (1,7’). Par translation, on peut supposer 0 € M(z) et donc pour
tout z ¢ Up_(Ix + M(x)), on a z3,...,2, # 0. En remarquant qu’une
petite oscillation de la direction d’intégrale [p, poo[ dans (4.7) donne une
prolongation analytique, on a aisément que pour (x,y) € V avec § > 0 dans
la notations précédentes (section 3), K,(x,y), qui sera maintenant désigné
par K(z,y), est holomorphe. A partir de P(z,€), le noyau K(z,y) est en
effet déterminé & 371" | Oxxx(V;) pres, car pour ¢’ pres de o, on a
Ko(z,y) — Ky (z,y)

/

— 1 r —71z:n,_n—1
_m[gdnlge "= P(x,mn) dq-} EZOXxX

Si P(x,&) € N™(£2), compte tenu de (4.1), on voit aussi qu'il y a § > 0 tel
que, en prenant D; plus petit pour que Ds satisfasse a (4.5), on a K(z,y) €
Py 1 Oxxx(V3). D’oti on a

PRrROPOSITION 4.3. Pour tout voisinage ouvert conique 2 C T*X de
p = (0,&), & étant (1,0,...,0), il existe des cones I'i 5,..., 1 s de la forme
(3.4) et (3.5) avec § > 0 et deux voisinages ouverts convexes D1, Do de g
satisfaisant a (4.5) avec un ouvert W C Di qui n’est pas vide tel qu’a tout
symbole P(x,&) € S™(12), on associe le noyau K (x,y) par la formule, avec

§:= (1777,)7
(4.10) K(z,y):=

1 N —7(y—x)-§ n—
m Sd?’]l S e (v )£’7' IP(SL',’TS) dr
B

e

o0 et B étant pris comme dans (4.7) et (4.8). K(z,y) est déterminé par
P(x,&) dans Oxxx(V)/ > r_y Oxxx (V). Donc a tout symbole P(x,§) cor-
respond un opérateur pseudo- dzﬁerentzel P € £(G;D). En outre, P = 0 si
le symbole P(x,€&) appartient o N™Y(£2).

Maintenant on prouvera le théoreme principal de cet article qui af-
firme que les correspondances définies dans les propositions 4.2 et 4.3 sont
mutuellement réciproques :
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THEOREME 4.4. Pour K (z,y)dy € (’)g?’xn))((V) et P(z,€) € S™(£2), on a

o0

1

(411)  ——— S dn’ S e*T(y*“)'"TnfldTS "MK (x, x + w) dw
(2mv/—1) i e 2
= K(x,y) modulo ZOXXX(VE)7
k=1
1 [e.9]
(4.12)  ———— S et dz S dn’ S e P (g, ) dr
(2my/—1) 5 i e

= P(z,¢)  modulo N™Y(£2)

avec n := (1,1), ot D1,Da, 6 > 0 et £2 sont pris convenablement. Donc
les correspondances (4.6) et (4.10) sont réciproques l'une a l'autre et, par
conséquent, donnent l’isomorphisme entre Eﬁli] et @Sm(ﬂ)/]\fm(ﬁ) ot la
limite inductive est prise en M et 2 voisinage conique de p.

Démonstration. Nous prouvons d’abord (4.11). Dans la suite, on pose
z := y — x. Prenons ~; proche de Bj(z). Pour z tel que (21 — ) N ([1 +
M(z)) = 0 et z; dans lextérieur du domaine entouré par v; (2 < j < n),
en prenant ¢ dans une direction un peu oscillée de 1, on peut supposer que
pour tout 7 € [p, poo] et tout wy € 71, on a Re7(z1 —wy) > 0. Donc, dans la
définition de B, si 'on prend € > 0 bien petit, pour tous 1’ € B et w € v, on
aRer(z—w)-n=Ret(z1 —wi)+Rer(z —w')-n > 0. Alors dans (4.11),
on peut changer ’ordre d’intégration et par conséquent, le premier membre
de (4.11) est égale a

1 / T —T(z—w)n,_n—1

Par un calcul direct, on a alors

T (n—1)!

[ e rCmwnent gr = +0(((z —w) -n)°).

) (G —w) )"
Maintenant pour tout k = 1,...,n, prenons de petits circuits 7, C C autour
de z; avec l'orientation positive et posons v° := vy X --- x 7. Il est facile
de vérifier que le
oo
S dn’ S K(z,z+w)dw S e TETwImNnl g =
8 (=) e

modulo Z OXXX(VE).
k=1

Parce que l'intégrale SE dn’ Sv" dw = SB dn/ §70 dw correspondant & la partie
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holomorphe O(((z — w) - n)°) est zéro, & > p_, Oxxx(V3) pres, (4.13) est
égale a

(n—1)! ¢ K(z,z+w)
(4.14) T2 fgy § ST TW
1) 5
(n—1)! dn/
= —F—— Y K(z,2 +w)dw
rv 1y Vo
(n—1)!
= ———— ¢ K(z,2 +w)dw
1 |
—1 —1
Zn € 29 €
dny
dny, -+ - ‘
" (S) ! (S) (w1 = 21) + (' = 2') - )"
Puisque, posant 2" := (z3,...,2,) etc., on a
L1
2S € 1 .
) (=2 + @ = 2) -
R
N n—1wy— 29
Y [ !
((wl — 21) + w2z_;z2€ + (w// _ z//) . 77”)n_1

1
— ((wl — 21) + (w// _ Z”) . n//)n—l
et le premier terme du seconde membre est holomorphe & z; = 0, (4.14) est
égale, modulo Y )’ Oxxx(V3), &
(n—2)! K(z,z+ w)
(2my/—1)" § wy — 22

dw

~° )
znle z3 €
dns
X d . .
§) In §) ((wg — 21) + (W' — 2) - n/)n1

En continuant ce procédé, (4.14) est égale, modulo Y ) Oxxx(V3), &

1 §( K(z, 2+ w) L dw= Ko+ 2) = Kz, y),

e/ Y
d'ott (4.11).

Ensuite nous prouverons (4.12). Prenons 71 proche de Bj(x) et un point

c € M(x) tel que Hyy(§0) = Re(e, o). Alors il y a un point d € 71 tel que

wy — 29) -+ (W — 2zp) W1 — 21
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d—c1 € Ry. On divise y; en deux parties : v = ’yfr Ly, avec
m = {21 €m [Im(z1 — 1) > 0},
vy ={z1 € |Im(z —¢1) < 0}.

Si 'on prend § > 0 assez petit, on peut prendre deux directions g1 et o—
proches de la direction 1 telles qu’en posant

(4.15)

(4.16) Yy o= lo+, 0400, X i=[o-, 000,

onaRez 7> Reer 7= Hy,) (7€) pour tout 21 € ’yf et 7 € X1. On peut
bien-entendu supposer que |o4| = |o—| et donc supposons g = rieV =10+
et o = rleﬁe— avecr; > ret —1 € 0_ <0< 60y < 1. Notons Xy :=
{re? |0 <0< 6.} et X¥:=5UX,UX_.Enposant 7 := vy X -+ X Yn,
(4.12) est égale a

Z 7(27“/1__1) S e*tdz S dn’ S e*TZ'”TnflP(:U, ™) dt
i=+

i xy’ g
1 . o
=— ™ dr § dz’SP(:z:,Tn) dn’ S e =8 4z
2Ty 2 ) ) |
@rv=1)m = 5 Y B v

et encore, & N™(£2) pres, a

1 n—1 / / —z-(Tn—§)
(4.17) m _Z: S T dr § dz SP(.’IJ,T??) dn S e NS dzy
i=0,+ X; 5! G v
1 -1 /
=— T hdr $ dz
e )
X SP(x,Tn)e_zl'(T"/_gl) dn’ S e (T8 gz
B "
On a
1 z1=d
S e—Zr(T—&) dz = |:_ e—zl(T—fl):|
_ T gl z1=a
71
1 1
_ —a(r—&1) _ —d(t—£1)
= e e ,
T—&1 T—&
et

| dr§a| Pla,m) o lemalr—&)=2"(r'=¢) gy
;L T4
B
appartient a NW(Q), et de méme pour ¢ = +. Donc par la formule de
Cauchy & poids, modulo N™(§2), (4.16) est égale &

3 b
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]. ! ¢!
4.18 — b erCdd
418 GryoDe §/e #|dn
v B
n—1
« S P($7T77)T efd(ffﬁl) e*‘rz’-n/ dr
T—&

Ty —Xo—%_

= ﬁ § € dy S(QW\/_) (z, gln)gn 1,—&2"n dn ,
'

n—1
~ erymDn )
n—1 Zn €
- @2ry/—1)n! b 0
25 €
x §dzn | 72 OmTRP(, i) dipa.

2 0

Puisque P(z, ) est holomorphe sur le voisinage conique £2(r) de p = (xq, o)
et 7 : (1 0,...,0), en prenant € > 0 si petit que 0 < |z;n;| < 1 (pour
2<j<n),la fonctlon P(m 517]) P(x;&1,61m2, - .., &1mp) est holomorphe
enn = O. Alors en posant 0" := (n3,...,1m,), (4.18) est égale &

z;la
(419) <27r§7\/1__1 § eZn&n dzn S e—Z'nglnn dnn> X
Tn 0

—1
Z9 €

51 Z£ 7,25 "
<27r\/_§ 282 (29 (S) e PR P(x, &1, &2, &) dna .

Le changement de variable A := z9£172 donne

€1 2262 —Zz f iz
—— § e*%2 dz e PR Py, £, , d
27r\/—_1é; 2 § (@,&1,&m2,61m" ) dipa

618 _
1
- eZng dZQ P X "gl: 75177
2my/—1 é; §) ( )

e*22 dz,.

1 b1 Y P<x7€17%7§1n//)
R P
2my/—1 5

Si l'on fait le changement de variable ws := 1/2z3 et on munit le cercle 7, :=
{wa | 1/wy € 72} de la méme orientation que 72, cela est égale a

z
2 2
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1€

- P(x,&1, Mwa, &) ZOO &
A ) ) ) 2 1
R S e d)\§ wo - ﬁw2 dU}Q

Ry T A
_ 25_2 S €7>\ d)\§ (I’ 51) 11]12)6177 )dw2
2m/—1 — i! 5 ot

Z Woy

oo &1€

= 30§ e s N Pl 0.6l A
=0 0

* 9L P(x ,0 Gie
Z %, & Sur )§2 S Ne d.
=0

Puisque S& Ne=* d\ = i! modulo N™(2), ce dernier est égale &

¢y = P(x,&,&,47").

i L, P(x,61,0,61m")
|

— il

En répétant ce procédé, finalement (4.19) est égale a P(x, &) & N(§2) pres,

et ceci enfin prouve (4.12).

Pour finir cette section, on récrit la composition au langage des symboles.
Soient I7,...,I, et I7,..., I deux classes de cones de la forme (3.4)—(3.5)
pour 6 > 0 et & > 0, et M = (M(x)), M = (M'(z)) deux familles de
compacts convexes. Définissons aussi G et G’ correspondant respectivement
aly,....,0hpet I,....I) et a M, M. Considérons Z := Zg et Z' := Zg et
posons M’ = M + M’ := (M(z) + M'(z)). Pour 6” > 0 avec 0 < §” < d', &
partir de I'7, ..., I} définies comme dans (3.4)—(3.5) et M”, on définit G” et
on pose Z" := Zj. Alors on a Z" D Z' o Z et Z" est un M"-ordinal tel que
q13 qi%ZﬂqgéZ’ — Z" soit propre. Alors pour tous ouverts Dy, Do, D}, D)
qui sont (Z, VA )-ronds, la composition de la proposition 3.6 donne une ap-
plication £(G; D1, D2)®E(G'; DY, D) — £(G”; Dy, D}). Comme exactement
dans la proposition 4.4 de [9], on a

PROPOSITION 4.5 (La formule d’Hérmander—Leibniz). Dans la situation
ci-dessus, pour tout P € £(G'; D}, D)) et tout Q € E(G; D1.Da), il existe
des symboles respectifs o(P)(x,€) = P(x,€) € S™ () et o(Q)(z,€) =
Q(z,€) € S™(2), 2,02 étant comme au début de la section, tels que l'on
ait la formule suivante dont le second membre appartient a Sim//(ﬂ N et
converge compactement dans 2N 2 :

(4.20) o(QoP)= Y L OEQ€)- 9P,

Q€L
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Démonstration. On peut supposer {2 = (2, sinon on prends (2, {2’ plus
petits. Soient L(x,y)dy € Og?’xn;((V’) et K(z,y)dy € O&X;((V), respective-
ment, des noyaux de P et ). On peut prendre un chemin d’intégration A de
méme type que ~. Alors on a, & me//(Q) pres,

o(Qo P)(x,§) = S e*t dz S L(z,w)K(w,z + z) dw
A
L(z,w) dw S WO E K (1w + u) du
Y+ (z—w)
WL (2, w) dw S e K (w, w4 u) du
g
eV L(x,z +v)P(x + v,&) dv

Il
P S R . T S I R |

=3 L 0P, €) [ e o Lw,x + v) do
(e}
a>0 A
1
=Y —00P(x,8) | e Lz, 2 +v) dv
(6%
a>0 A
1 (6% (6% v
= Za&pP(az,&)ag Se SL(z,z+v)dv
a>0 A
=D agQ@c §) - 05 P(x,8).
aEZ” !

5. Les symboles formels. Dans cette section, on pose Zy := {v € Z |
v > 0}. Nous introduisons les symboles formels :

DEFINITION 5.1. Pour une famille de supports 9 := (M (x)) et un voisi-
nage conique {2 de p = (xq,&p), on définit

(5.1)  S™(Q):={P(t;z,§) = S0l otV Py(x,€) | il existe r > 0 tel que
P,(x,&) e O(2((v+1)r)) (Vv € Z4) et on ait :
pour tout ensemble conique 2 € £2, il existe d > r
et A >0 tels que 0 < A < 1 et pour tout £ > 0,
avec C. > 0 on ait |P,(z, )| < C.AVeflm@ (&)+el]
(pour tous v > 0 et (z,&) € '[(v+ 1)d])}

et N™(£2) est le sous-ensemble des P(t;z,§) = Yoo otV Py(x,€) € SM(0)

tel que P,(z,§) € O(2((v + 1)r)), pour tout ¢ = (y,n) € £2(r), il existe
d>r, A >0 et un voisinage conique 2’ € 2 de g tels que 0 < A < 1 et
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InA

(5.2) 0<p=pgo = [H ) (€/18]) = Ty (€/1€D] < ===

et pour tout € > 0, avec C. > 0 on ait

max
(z,£)€L, 640

m—1
(5.3) ‘ 3 Py(m,f)‘ < C.AM @O+ v > 1 (e, €) € ' md).
v=0

Appelons tout P(t;z,§) € §9ﬁ(!2) un symbole formel et tout Q(t;x,&) €
NP(£2) un symbole formel nul.

Par le méme raisonnement que dans [9] (ou plutdt originellement par
le raisonnement de Aoki [2]), on peut démontrer qu'un opérateur pseudo-
différentiel est représenté, aux symboles formels nuls pres, par un sym-
bole formel. Pour cela, on a besoin de quelques propositions. D’abord on
a évidemment :

PROPOSITION 5.2. Le morphisme suivant est une injection :
P(z,€) — [P(x,€) + 0t + 0t + -] : ST(2) — S(2).
PROPOSITION 5.3. On a l’égalité
ST(Q) N NT(2) = NTY(Q).

Démonstration. Pour tout P(z, &) € S™(2)NN™(£2), d’aprés la défini-
tion 5.1, pour tout ¢ € £2(r), il existe un voisinage conique 2’ € {2 de ¢,
d>retA>0avec 0 < A<1tels que p < —(InA)/d et que pour tout
€ >0,il y ait C: > 0 et on ait

|P(z,€)| < C.AMe@ @O+ v > 1 V(z, €) € 2'[md).
En prenant 6 > 0 assez petit, on a g9 := —(0 + (In A)/d + ) > 0. Pour tout
(x,&) € 2'[md], il existe m > 1 tel que d(m + 1) > [¢] > md, donc on a
facilement

|P(2,6)| < CsA™ exp(Insa) (€) — €0)-

Puisque ¢ € £2(r) est quelconque, il s’ensuit que P(z, &) € N™(12).
Réciproquement, pour tout P(z,&) € N¥(£2), d’apres la définition 4.1,

pour tous 2" € 2 et d > r avec d > 1, il existe g9, C' > 0 tels que g9 < 1 et

|P(x, )] < CeMm©==0lel gur [d].
Pour tous €1 > 0 avec 0 < g1 < g¢ et ¢ € §2(r), il existe un voisinage
conique 2" € 2 de q tel que In;(5)(&) < Hpp(z)(§) — plé| + e1]é] sur 2.
Alors A = e~Ueo—e1ti) < 1 gatisfait & la condition (5.2) et pour tout
(x,€) € 2'[md], on a facilement

|P(x,)] < CA™eM ),

ce qui prouve P(z,§) € ]VW(Q)
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THEOREME 5.4. Pour tout symbole formel P(t;x,£) = Y o0t/ P,(z,£)

€ gm(()), il existe un voisinage conique ouvert 2 € (2 de p et un symbole
P(x,€) € S™() tels que

P(t;2,€) — P(x,£) € N(2).
En particulier, compte tenu des propositions 5.2 et 5.3, on a l’isomorphisme
L ST Q) /NTHR) S 5702)/NP(02).

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de la proposi-
tion 6.7 de [9] et donc nous la ferons brievement. Dans la situation de la
proposition 4.3 et la définition 5.1, pour tout v, posons

1 o0
K, (z,y) := ————\dn/ e_T(y_x)fT"_lPl,(x,T{) dr
(2ry/ 1) g (u—§2)d

ol 3 vient de (4.8) et

P,(z,§) := S K, (x,x + 2) dz
¥
ou v est comme dans (4.6). D’apres les propositions 4.3 et 4.2, il existe un
voisinage conique ouvert 2° € {2 de p, indépendant de v, tel que ﬁ,,(x, €) €
ST et P,(x,£) € O[r]) pour tout » > 0. Alors on voit facilement

que la série Y 7 P,(x,§) converge absolument et compactement sur £2'[r]
et définit un symbole P(z,¢) € ST(§2') et que
o0
P(z,8) = > t'P,(z,€) € N™(2).
v=0
D’apres le théoreme 4.4, on a

D tP(w,6) = 3 B, €) € N,
v=0 v=0
d’ou
P(z,6) = Y _t'P(x,€) € N2,
v=0

Par le méme raisonnement que dans [9, Proposition 6.10], on peut aussi
démontrer :

PROPOSITION 5.5 (Leibniz-Hoérmander). Soient 9,9 C X deux fa-
milles de supports satisfaisant a (4.1) et 2, ' deux voisinages coniques
ouverts de p. Pour tous symboles P(t;x,§) € §£m’(9/) et Q(t;x, &) € §5m((2),
P, Q étant les opérateurs pseudo-différentiels correspondants, le symbole
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formel de la composition o(Q o P) € S™' (2N ') est calculé par

o
U NQ(ta, )Pt y, m)ly=em=e = Y L—!GgQ(t;x,f)aﬁP(t;x,f)

aEZi

ou M a été défini avant la proposition 4.5.

6. Théoreme d’inversibilité pour les opérateurs pseudo-différen-
tiels en un point. Dans cette section, comme Aoki I’a fait pour le cas des
opérateurs pseudo-différentiels locaux (voir [3]), on développera le calcul
exponentiel pour le symbole formel et en utilisant ce calcul, on établira le
théoreme d’inversibilité pour quelques opérateurs pseudo-différentiels définis
en un point. Dans cette section, on suppose que g = 0 et que la famille
M = (M (z)) satisfait & la condition suivante qui est plus forte que I’hypo-
these (4.1) :

(6.1) gl‘ﬁ}f‘HM(:p)(gﬂ =o(lz]) (x| —0).

Dans la suite, pour tout x € X, on écrira aussi pour la simplicité H, =
maxe¢|=1 ’HM(SC) (f)\-

DEFINITION 6.1. Soit 9 une famille de supports et soit 0 la famille
de supports consistant de I'ensemble {0}. Un symbole formel p(t;z,&) =
> 720 t'pj(z,€) € SO(02) satisfaisant & (5.2) est dit du type IMT (resp. M)
dans (2 g’il satisfait en outre a la condition suivante : pour tout ensemble
conique 2’ € 2 et tout § > 0, il existe d > r tel que pour tout € > 0, il y
ait C. > 0 tel que

(6.2)  Repo(,§) < Huz)(§) +elé|+Ce (resp. < Iyy()(§) +elé] +Cc),
(6.3)  |[Impo(z, )| <elé] + C.  sur £2'[d],
(64)  |ps(a.&)| < S(H, €] +ele] +C)  sur 2[G+1)d] (G =12,...)

Sil'on prend € > 0 assez petit, (6.4) se remplace aussi par

(6.5) pj(2,€)| < 6 (Hap()(€) + C2)
(6.6) Ipj(z,&)| < & (elé] + Ce)

sur £2[(j + 1)d] pour j > 1.

PROPOSITION 6.2. Sip(t;z,§) € §O(Q) est du type M, alors le symbole
P(t;x,§) := P8 - caleulé formellement, appartient a S™(£2).
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Démonstration. Suppposons que p(t;x,§&) = Z;’io tIpj(z, &) satisfait a
(6.2)—(6.4). Alors, formellement, le second membre est donné par

eP(to ) — 1+Z Z It eps (,€) - pj (2, 6).

=1"" j1,.,jk=0

Donc la fait que cela est égale a P(t;2,&) = Y 02tV P,(x,§) veut dire que
pour tout v € Z,, on a

[e.e]

1+ Z% o(z, €)% = epo(@f) (v =0),
Pl/(ajag) = %) 1:

Zk_ > P8 pi(x,€) (v=1).

k=1 Jit+tje=v

D’apres (6.2)-(6.4), on a aisément P(t;x,&) = 3.0 VP, (x, ) € S™(12),
comme dans la preuve de la proposition 3.2 de [10].

PROPOSITION 6.3. Supposons que la famille de supports M = (M (x))
satisfait a (6.1) et que Hep < cH, pour tout ¢ > 0. Soient les symboles
p(z, ) € S°(R), r(t;x,€) € 5°(2) respectivement du type M, 0% et soit
q(t;z,€) € §0(Q). Dans la situation de la définition 6.1, supposons en outre
que pour tout conique 2 € 2, il existe d' > d tel que pour tout € > 0, il
existe C' > 0 tel que
6 {Rerke.8) 2 Huold) k-

Rero(z,§) > —¢l¢| -
sur 2[d']. Posons P(x,&) := eP®f), Q(t;x,ﬁ) = ed@8) | R(tyx,€) =
e"BTE) et désignons par P, Q, R respectivement les opérateurs correspon-
dants. Si en outre, on a formellement o(P o Q) = o(R), alors il existe un
voisinage conique 2 C (2 de p tel que q(t;x,&) soit du type (—IN)~ sur ',
ot =M = (—M(z)) si M = (M(z)).

Démonstration. Cette proposition se démontre aussi comme la proposi-
tion 3.4 de [10]. D’apres la proposition 5.5, le symbole de la composition
o(P o Q) sera calculé comme suit : posons formellement

(6.8) W(s,t;z,y,&,m) = 5060y ep(x,ﬁ)—i-q(t;y,n);

alors on a formellement o(P o Q)(t;x,&) = W (t, t;x,z,&,§). Par (6.8), tou-
jours formellement, W satisfait a
OsW = (0¢ - 0y)W,
(6.9) . .
W(()? t7 x,Y, 57 77) = ep(t,x,ﬁ)—l—q(t,y,n)'
Si W est de la forme

W(s,t;z,y,§n) = e2k=0 SI“UIc(ﬂw»/,&n)7
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en posant wy (s, t;x,y,&,n) == sPup(z,y,€, 1), (6.9) revient a dire que, pour
k>0,

(6.10)o wo(s,t;2,y,&,n) = p(t; =, ) +q(t;y,m)

)
S

(610)k+1 wk+1(s7t;m7y7£77]) = k? + 1 ((8§ : 8y)wk(37t§$7y75777)
k
+) " Oewy (s, tw,y,€,m) - Oywp—y (s, 2,9, €, n)).
v=0
L’hypothese de la proposition est
(6.11) r(t;z,§) = Zwkttazxgg)
k=0

En développant
o
q(t;7,8) = Zt]q] 2,),  w(tizy,&n) =Y twi(e,y,&n),
1=0
(6.10)p est 1nterprete comme

(6.12)  wolt,t;a,y,&m) =Y twh(e,y,&n) = p(x, &) + > tg;(y, ).

1=0 j=0
Donc d’apres (6.11), pour tout j > 1 on a

J J
(6.13)  ri(2,8) = wl "(w,7,6,€) = qj(z,&) + > wl "(w,3,£€).
k=0 k=1
D’apres (6.10)g, pour 1 <k < jon a

. 1 _
(6.14)  w] F(x,y,&,m) = E[(ag-ay)wi_’f(rv,y,é,n)
k—1j—k+v

—l—k
+Z Z afwl v :U Y, f 77) ywk 1— V+V(x?ya£7n) .
v=0 I=v
Sil’on pose y =z, n = &, on a par récurrence, pour j > k > 1,

wk ($ x 5 5) @k‘(poaplv"'7pj—laq05ql7'"7qj—l)
avec un polynome différentiel @5 de po,p1,...,pj-1,90,41,.-.,qj—1 et donc

J J
j—k
E U}‘]Z: (CC,J/‘,S 5 E pO)pl7 --apj—l,QOaQL---an—l)
k=1

(p07p17 cee 7pj—la qo0,491,- - -, Qj—l)'
(6.13) se récrit comme

(615) 7’](.’1,’75) = QJ(xag) + ds(p()apl? cee 7pj—17 qo, 41, - - - 7qj—1)
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pour tout j > 1. Pour j =0, on a par (6.12),

(6.16) ro(z, &) = wh(z, €, €) = p(z,€) + qo(, €).

D’apres (6.15) et (6.16), a partir de p et (r;), on peut déterminer (g;).

On peut supposer que p(z,§) et r;j(x,§) satisfont & (6.2)-(6.6) et par
(6.7), ils satisfont & la condition suivante pour 9 et 0 respectivement : pour
tout ensemble conique 2 C 2 et 6 > 0, il existe d > r tel que pour tout
g > 0 on ait, avec C. > 0,

(6.17)  [p(z, &) — Huw) (O] < elé] + C,
(6.18)  |ro(x, &) <elé| +C.  sur 2'[d],
(6.19)  |rj(z, &) <& (elé] +Co)  sur X[+ Dd] (j=1,2,...).

Maintenant nous prouvons que pour tous € > 0, j, k avec j > k et tous
(@,8), (y,m) € £2'[(j + 1)d] avec [§| = |n| et [z = [y, on a, avec C¢ > 0,

(6.20) w] " (2,y, & n)| < 207[H, - |€] + elé| + C].

Dans le cas de j = k =0, on a, d’apres (6.12) et (6.16)—(6.18),

lwo (. &) = |p(x, €) + qo(y, )| = |p(x, ) + (ro(y.n) — p(y,n))]
< 2(Hy - €] +¢elé] + Co).

Ensuite, on suppose que j = k > 1; alors d’aprées (6.14) et I'hypothese de
récurrence, en utilisant la formule de Cauchy, pour tout ¢ > 0 et petit A > 0
on a

|wp(x,y, &)l
k—1

( O 1 (,y, &)+ > Oewd(z,y,&,m) - Oyw) 1, (z,y,€,m)
v=0

o* 1
=5 [)\\xmm 2[H (1102 - (14 0)[€]) +e(1 + 0)[¢] + C]

k-1

+ 2 o A,x,gm v (L 0)lE) +=(1+ 0)le] + C

X [Hegays - €]+ €l€] + Ce

(1+X)(1+p)

< 26K [H, - |¢] + el + Co] kX[ olé]

(1+ 2k[H, - [€] + elé] + Cc]).
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On a

I+XN)(1+0)

el (L 2H{He €] + ele] + Cu)

<22 (a2 )

et prenant d > 1 et [£| > d et prenant € > 0 assez petit, si |z| est assez petit,
grace a (6.1), le membre droit ci-dessus est plus petit que 6, d’ou (6.20) pour
j = k. Pour j, k général avec j > k, compte tenu de (6.14), par le méme
raisonnement que dans le cas de j =k, on a (6.20).

D’apres (6.13), (6.18) et (6.20), on a

|90(2,€) = I n1()(§)] = [ro(, &) — (p(2,€) = Hur()(§))] < 2(elé] + Co),
et pour j > 1, d’apres (6.19) on a

452, €)] = |r(a,€) - Zwk (2, ,6,€)

S5](8!€|+0)+2(J—1)5J[ - [€] + elé] + Cel 5
pour § > 0 assez petit, cela est majoré par 367 (e|¢| + C.).

DEFINITION 6.4. Un opérateur pseudo-différentiel P défini en un point
p € T*X est dit non-caractéristique en p s’il existe une famille de supports
M = (M (z)) satisfaisant a (6.1) et Hep < cH, pour tout ¢ > 0, un symbole
P(z,€) € S™(£2), un voisinage conique 2’ C 2 de p et v’ > r tels que

(6.21)  pour tout e > 0, il existe C: > 0 tel que |P(x, £)| > Coefm@ (©)—¢ll
pour tout (z,§) € £2/(r').

THEOREME 6.5. Soit P € SER;] un opérateur pseudo-différentiel défini
en un point p. On suppose que P soit non-caractéristique en p. Alors dans
l’anneau 5&, il y a Uinverse P~ de P.

Démonstration. D’abord on suppose qu’il existe un symbole p(z,§) €
S0(02) du type M+ tel que P(x,&) = @) dans 02(r). D’apreés la propo-
sition précédente, il existe un symbole formel ¢(¢;z,&) € §0(Q) tel que
Qt;x, &) == e?t®8)  Si on désigne par Q Popérateur correspondant, alors
formellement o(PoQ) = 1, c’est-a-dire, dans la notation de la démonstration
de la proposition 6.3,

qO(x7§) = —-p .’IJ,&),
J .
—Zwi_k(ac,x,f,ﬁ) (] > 1)

k=1
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Puisque le symbole formel ¢(¢;x,§) = Z;'io t/qj(x, &) ainsi obtenu est du
type (—=9) 7, Q(t; x, &) est bien un opérateur pseudo-différentiel défini en p.

Dans le cas général, en utilisant la proposition 5.5, on peut déterminer
formellement Q(t;z,¢&) = >_72,#/Q;(x, &) par la formule

QO('xvf) = P(; 5)7
1 &K1, .
Qk(CC,f) = _P(.T,f) (;Oaag P($,€)8ka_‘a|($,£) (k 2 1)a

et d’apres le raisonnement ci-dessus pour Q(t;x, &) du type spécial e?(t:%:6)
on doit avoir )
) _ Y52 taj(x.8)
Q(t,l’,f) - P(fl’,f) €~ ! J )
ou d’apres la démonstration de la proposition 6.3, chaque g¢;j(z,§) (7 > 1)
est un polynome différentiel de 0,p(x,§) = 0, P(x,§)/P(x,§) et Oep(x,§) =
O0¢P(x,6)/P(x,§). Par conséquent, compte tenu du lemme 6.12 (et de la
preuve de (6.12)) de [7], le raisonnement ci-dessus marche aussi pour le cas
général. D’ou 'on a un opérateur @ tel que o(Po @) = 1.
Par le méme raisonnement, on peut trouver un opérateur Q' tel que
o(Q' o P) =1 et enfin Q' = Q est bien I'inverse de P.

7. Exemples : opérateurs micro-différentiels en un point et opé-
rateurs différentiels en un point. Dans les conditions de la défini-
tion 3.4, soit Z C X x X un 9M-ordinal. L’espace X x X est muni d’une
action de Cx définie par c-(z,y) := (c-x,c-y) pour ¢ € Cy et (z,y) € X x X.
L’action de c est une rotation si |c| = 1. Un ensemble dans X ou bien X x X
est dit de Reinhardt 8’il est invariant par toute rotation. De méme, on définit
la C-action sur X x X.

DEFINITION 7.1. Soit Z de Reinhardt. Pour tous voisinages ouverts Dy
et Do, on appelle P € £(Z; Dy, D2) un opérateur micro-différentiel défini
en p. On pose

&y = 1m&(Z; Dy, Dy),

ou la limite inductive est prise pour des familles de supports I = (M (x))
avec M (x) contenant 0, M-ordinaux Z qui sont de Reinhardt et des voisi-
nages ouverts D1, Dy de xg.

Dans cette section, pour tout P € £(G; D1, D2), ou G = (G(x)), G(z) =
(I + M(x)), I, étant de la forme

In:={ze€ X |z #0},
Ij=Tjs:={ze X |dlz] <[al} (2<j<n)
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avec d > 0, on calcule explicitement le noyau (4.10). Soit K (z,y)dy un des
noyaux de P. Par le méme raisonnement que dans [16], remarquons que dans
ce cas-la, K peut se développer en série :

K(x, y) = Z aa('r)éoc(x - y)
a=(a1,a2,....an)EL™, a2,...,a, >0
ou P, (z) est défini dans [16, p. 337], comme suit : pour v € Z,
1 v!

PTED e o
21 (v —1)! (h”_ ( > 4 —7)> (v <0)

q=1

(V = 0)7

et Do(z) 1= Po,(21) - Pq, (zn) (ol v est la constante d’Euler). Dans ce
cas-la, considérons la série formelle
o0
P(z,6) = > ao(2)6* = Y Py(x,8)

a=(a1,a2,...,an)EL™, a2,...,an >0 i=—00

et appelons-la le symbole formel de P € £(G; D1, D), ou I'on a posé 131(:13, €)
= ZM:Z- aq(x)€, la “partie homogene” d’ordre ¢ par rapport a &. Nous
remarquons que la partie negative (i.e. i < 0) du symbole formel n’est pas
le vrai symbole au sens de la proposition 4.2. En effet, le symbole formel ne
converge pas pour ¢ < 0, en général. Comme un type spécial d’un opérateur
micro-differéntiel en un point, on définit un opérateur différentiel :

DEFINITION 7.2. On définit la classe des opérateurs différentiels définis
en xo par

(7.1) D

Zo

] = mHzm(Dl X DQaOg?;:L))()

ou la limite inductive est prise pour des voisinages ouverts D1, Dy de xg.

D‘[’;j est juste la classe des opérateurs micro-différentiels ayant la partie
positive d’indexe dans (7.1), qui coincide & la classe définie dans [7]:

PROPOSITION 7.3. On a l’identification canonique suivante :

Df’;o] ~ {P S S[C;;j ‘ P a le symbole de la forme P(z,£) = Zaa(x)ga}.

a>0

EXEMPLE. Supposons n = 1; alors l'indicatrice (4.4) coincide a hp4(§).
Considérons des opérateurs P(z, D) = exp(xzD) et Q(z,D) = exp(—xD)
ayant leurs symboles P(z,&) = exp(z€) et Q(z,&) = exp(—z&). Ces opéra-
teurs ne sont ni des opérateurs différentiels locaux au sens de [16], ni des
opérateurs différentiels non-locaux au sens de [9], mais ils sont des opérateurs



50 R. Ishimura

différentiels en le point zg = 0. En effet, pour tous x et £ on a
|P(z,£)| = eRewé < 6\96H5|7 1Q(z,8)| = e~Rezt < el

et leurs indicatrices de croissance sont, respectivement, hp,(§) = Rez¢,
hg(§) = —Rex&. Pour toute fonction holomorphe f(x) définie en 0, on a

Pz, D)f(z) = f(2z), Q(x,D)f(z) = f(0),

donc P a linverse P~! = exp(—(z€)/2) dans Df» tandis que @ n’a pas

d’inverse dans la méme classe.

Malheureusement, ces exemples ne satisfont pas & la condition (6.1) du
théoreme 6.5 et donc on ne peut pas construire leurs inverses a la maniere
de la théorie développée dans le présent article.

EXEMPLE. Supposons n = 1 et m > 1. Considérons 'opérateur P(x, D)
= exp(z™D) a symbole P(z,§) = exp(z™¢). Dans ce cas-la, en prenant
M(z) := {2}, la fonction d’appui H(,)(§) satisfait bien a (6.1). En effet,
ona Hypy < |x["[¢]. Pour p = (z0,&0) quelconque, P est bien-entendu non-
caractéristique en p, et donc P admet 'inverse dans I’anneau des opérateurs
pseudo-différentiels EER;} en p.
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