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Opérateurs pseudo-différentiels définis en un point

par Ryuichi Ishimura (Chiba)

Abstract. We introduce the notion of pseudo-differential operators defined at a point
and we establish a canonical one-to-one correspondence between such an operator and its
symbol. We also prove the invertibility theorem for special type operators.

1. Introduction. Dans l’article [9], nous avons introduit la notion des
opérateurs pseudo-différentiels non-locaux et leurs symboles et nous avons
démontré la correspondance entre un opérateur et son symbole ainsi que le
théorème d’inversibilité pour de tels opérateurs. Cette classe d’opérateurs
contient les opérateurs aux dérivées partielles eventuellement d’ordre in-
fini, les opérateurs différentiels-différence et les opérateurs de convolution
au noyau hyperfonction à support compact. Elle donne une version holo-
morphe de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels d’Hörmander ([6]).
En utilisant ces résultats, dans [10], nous avons étudié le prolongement
analytique et l’existence d’une solution holomorphe d’une équation pseudo-
différentielle non-locale et enfin nous avons établi un calcul opérationnel pour
des équations différentielles non-locales à coefficients constants, surtout des
équations différentielles-différence à coefficients constants.

Par contre, la classe ainsi établie des opérateurs non-locaux ne peut pas
contenir des opérateurs différentiels d’ordre infini aux symboles fonctions
entières du type exponentiel changeant avec le point considéré, comme par
exemple exD.

Par ailleurs, dans [7], nous avons introduit les opérateurs différentiels,
eventuellement d’ordre infini, définis en un point comme les morphismes
continus d’un fibre du faisceau des germes de fonctions holomorphes en le
point considéré.

Dans le présent article, nous allons définir des opérateurs pseudo-différen-
tiels défini en un point du fibré cotangent T ∗X, ce qui généralise des opéra-
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teurs pseudo-différentiels non-locaux et à la fois des opérateurs différentiels
définis en un point. Pour un opérateur ainsi généralisé, nous définirons son
symbole et nous démontrerons une correspondance canonique entre la classe
des opérateurs pseudo-différentiels définis en un point et la classe de leurs
symboles. Nous démontrerons qu’un opérateur pseudo-différentiel à un sym-
bole du type spécial admet un inverse dans l’anneau des opérateurs pseudo-
différentiels en le point envisagé.

2. Notations. Dans cette section, nous rappelons quelques notations
de [9] et [10]. Dans cet article, pour simplicité, on pose X := C

n et désigne
par OX le faisceau des fonctions holomorphes sur X. Pour tout compact
convexe M ⊂ X, on utilisera deux fonctions d’appui suivantes : pour tout
ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ C

n,

HM (ζ) := sup
z∈M

Re〈z, ζ〉,

IM (ζ) := inf
z∈M

Re〈z, ζ〉,

où 〈z, ζ〉 :=
∑n

j=1 zjζj avec z = (z1, . . . , zn), que l’on désignera parfois

par z ·ζ. Pour un ensemble C⊂C
n, soient C0 le polaire {z ∈ X | Re 〈z, ζ〉 > 0

pour tout ζ ∈ C}, Ca son antipodale −C = {−z | z ∈ C} et conv C
l’enveloppe convexe de C. Pour tous A, B ⊂ X, on pose A + B := {a + b |
a ∈ A, b ∈ B} et A − B := {a − b | a ∈ A, b ∈ B}. Pour tous c, d ∈ C, on
note [a, b] := {λa+(1−λ)b | 0 ≤ λ ≤ 1}, ]a, b[ := {λa+(1−λ)b | 0 < λ < 1}
et [a, a∞[ := {λa | λ ≥ 1} etc.

Dans la suite, on fixe un point p = (x0, ξ0) ∈ T ∗X.

Définition 2.1. Soit M = (M(x))x∈X une famille de compacts con-
vexes de X indexée par x ∈ X telle que pour tout voisinage ouvert borné
U de x0, l’ensemble M = MU := conv

⋃
x∈U M(x) soit compact. Appelons

M une famille de supports sur X en x0. Pour deux familles de supports
M = (M(x)) et M

′ = (M ′(x)), on écrira M
′ ≺ M si M(x) ⊂ M ′(x) pour

tout x ∈ X.

Pour une famille de supports M, on posera

∆M := {(x, y) ∈ X × X | z := y − x ∈ M(x)}.
Si M(x) = M pour tout x ∈ X, on écrira aussi ∆M au lieu de ∆M. Et ∆{0}
sera écrit simplement ∆ ([9]).

Pour tous x ∈ X et ζ ∈ C
n, considérons les demi-espaces ouverts de X

Hζ(x) := {z ∈ X | Re〈z, ζ〉 > HM(x)(ζ)},(2.1)

Iζ(x) := {z ∈ X | Re〈z, ζ〉 > IM(x)(ζ)}.(2.2)
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3. Définition des opérateurs pseudo-différentiels en un point.

Dans tout le reste de l’article, on supposera que M, M′ etc. sont toujours
des familles comme dans la définition 2.1. Pour tout cône convexe propre
fermé Γ ⊂ X à sommet 0 contenu dans {ξ0}0a ∪ {0} et pour ε > 0, on pose
Γε = Γε(ξ0) := (Γ + εξ0)∩ {ξ0}0a. Soit alors S ⊂ X ×X un ensemble fermé
tel que C∆(S) ⊂ X × Γε, C∆(S) étant le cône normal de S le long de ∆,
qui est un ensemble conique fermé dans T∆(X × X) (voir [13]). On désigne
par qi,j la projection X × X × X → X × X sur les i-ième et j-ième com-
posantes : qi,j(x1, x2, x3) = (xi, xj). On rappelle la définition d’un ordinal
propre ([12, définition 3.1.1]). Un ensemble fermé S ⊂ X ×X est un ordinal

propre si : (i) S ⊃ ∆, (ii) q1,3(q
−1
1,2S ∩ q−1

2,3S) ⊂ S, (iii) q−1
1,2S ∩ q−1

2,3S
q1,3→ S est

une application propre.

Définition 3.1. M = (M(x))x∈X étant comme dans la définition 2.1,
un ensemble fermé Z ⊂ X ×X sera dit un semi-ordinal par rapport à M ou
à support dans M s’il existe un ordinal propre S tel que

(0) S + ∆ ⊂ S,
(i) S + ∆M ⊂ Z,
(ii) q1,3(q

−1
1,2Z ∩ q−1

2,3Z) ⊂ Z + ∆M,

(iii) q−1
1,2Z ∩ q−1

2,3Z
q1,3−→ Z + ∆M est une application propre.

Un ensemble fermé Z ⊂ X×X sera appelé un M-ordinal ou bien un ordinal

par rapport à (ou à support dans) M s’il est l’intersection d’un nombre fini
de semi-ordinaux à support dans M, c’est-à-dire, il existe un nombre fini de
semi-ordinaux Zl (1 ≤ l ≤ N) à support dans M tels que Z =

⋂N
l=1 Zl. Un

ensemble ouvert W ⊂ X sera dit Z-ouvert si {y ∈ X | (x, y) ∈ Z, x ∈ W}
⊂ W , c’est-à-dire, en désignant par qi la i-ième projection de X×X dans X,
on a q2(Z ∩ q−1

1 W ) ⊂ W .

Définition 3.2. Soient Z et Z ′ deux ordinaux par rapport à M =
(M(x))x∈X et M

′ = (M ′(x))x∈X , respectivement. Le couple (Z, Z ′) sera
dit composable par rapport à un M

′′-ordinal Z ′′ avec M
′′ = (M ′′(x))x∈X

si M ′′(x) est un compact convexe avec M(x) + M ′(x) ⊂ M ′′(x) pour tout

x ∈ X et de plus Z ′′ ⊃ Z ′ ◦ Z et l’application q13 : q−1
1,2Z ∩ q−1

2,3Z
′ → Z ′′ est

propre. On désignera Z ′ ◦ Z := q1,3(q
−1
1,2Z ∩ q−1

2,3Z
′).

Définition 3.3. Soient Z, Z ′ ⊂ X × X deux ordinaux par rapport à
M, M′, respectivement, dont le couple (Z, Z ′) soit composable par rapport
à un ordinal Z ′′. Soient D1, D2, D

′
1, D

′
2 quatre voisinages ouverts de x0. On

dit que (D1, D2; D
′
1, D

′
2) est (Z, Z ′)-rond si {y ∈ X | (x, y) ∈ Z, (y, z) ∈ Z ′,

x ∈ D1, z ∈ D′
2} ⊂ D2 ∩ D′

1, c’est-à-dire, en désignant par qi la i-ième
projection de X × X × X dans X,
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(3.1) q2(q
−1
1,2Z ∩ q−1

2,3Z
′ ∩ q−1

1 D1 ∩ q−1
3 D′

2) ⊂ D2 ∩ D′
1.

Nous dirons simplement Z-rond si M = M
′, Z = Z ′.

Définition 3.4. Un M-ordinal Z sera dit dans la direction ξ0 s’il y a
un ordinal propre correspondant S satisfaisant à

C∆(S) ⊂ X × Γε

avec Γ un cône convexe fermé. Pour un M-ordinal Z ⊂ X × X dans la
direction ξ0 et deux voisinages ouverts quelconques D1, D2 de x0, on définit
maintenant

E(Z; D1, D2) := Hn
Z(D1 × D2,O(0,n)

X×X).

Ici O(0,n)
X×X signifie le faisceau des (0, n)-formes holomorphes.

Remarquons que pour deux familles de supports M et M
′ avec M ≻ M

′

et ordinaux Z et Z ′ par rapport à M et M
′, respectivement, et pour quatre

ouverts D1, D2, D
′
1, D

′
2, si D1 ⊂ D′

1, D2 ⊂ D′
2 et Z ⊃ Z ′, alors on a le

morphisme canonique

E(Z ′; D′
1, D

′
2) → E(Z; D1, D2).

Dans le cas où M(x) = M est un compact convexe fixé pour tout x ∈ X, la
définition est une généralisation de celle donnée dans la définition 3.4 de [9]
et elle nous permet de prendre D1, D2 aussi petits que l’on veut. En effet,
dans [9], on était obligé de supposer l’ouvert D2 de contenir D1 + M .

Définition 3.5. On pose

ER

[p] := lim−→
M,Z,D1,D2

E(Z; D1, D2)

où M parcourt les familles de supports en x0 ordonnées par ≺, Z parcourt
les ordinaux dans la direction ξ0 par rapport à M, et D1, D2 parcourent les
voisinages ouverts de x0 ; on appelera tout P ∈ ER

[p] un opérateur pseudo-

différentiel en le point p.

Proposition 3.6. Soient Z, Z ′ deux ordinaux par rapport à M, M′, re-

spectivement , en ξ0 tels que (Z, Z ′) soit composable par rapport à un M
′′-

ordinal Z ′′. Soient D1, D2, D
′
1, D

′
2 quatre voisinages ouverts de x0 tels que

(D1, D2; D
′
1, D

′
2) soit (Z, Z ′)-rond. Alors on a le morphisme naturel suivant

que nous appelons la composition :

E(Z; D1, D2) ⊗ E(Z ′; D′
1, D

′
2) → E(Z ′′; D1, D

′
2).

En particulier , cela munit ER

[p] de la structure d’anneau.
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Démonstration. On a d’abord, par le “cup-product”, le morphisme

E(Z; D1, D2) ⊗ E(Z ′; D′
1, D

′
2)

= Hn
Z(D1 × D2,O(0,n)

X×X) ⊗ Hn
Z′(D′

1 × D′
2,O(0,n)

X×X)

→ H2n
q−1
1,2Z∩q−1

2,3Z′
(D1 × (D2 ∩ D′

1) × D′
2,O

(0,n,n)
X×X×X).

Comme dans [9], compte tenu de la définition 3.2, on applique la proposi-
tion 3.1.4 de [12] :

H2n
q−1
1,2Z∩q−1

2,3Z′
(D1 × (D2 ∩ D′

1) × D′
2,O(0,n,n)

X×X×X)

→ H2n
Z′′(D1 × D′

2, Rq1,3!O(0,n,n)
X×X×X).

Enfin, l’intégration le long de fibre
T
q1,3

dx2 donne

H2n
Z′′(D1 × D′

2, Rq1,3!O(0,n,n)
X×X×X) → Hn

Z′′(D1 × D′
2,O

(0,n)
X×X).

Pour tous P ∈ E(Z; D1, D2) et Q ∈ E(Z ′; D′
1, D

′
2), on désigne par Q◦P ∈

E(Z ′′; D1, D
′
2) l’image par ce morphisme et appelons-la composition de P

et Q.

Proposition 3.7. Pour un M-ordinal Z en ξ0, soient D1, D2 deux voisi-

nages ouverts de x0 dans X. Soient W, W0 ⊂ X deux Z-ouverts tels que

W0 ⊂ W et W \ W0 ⊂ D1. Alors, pour tout k , on a le morphisme naturel

E(Z; D1, D2) ⊗ Hk
W\W0

(D2 ∩ W,OX) → Hk
W\W0

(D1 ∩ W,OX).

Démonstration. Soit qi la i-ième projection de X × X dans X, i = 1, 2.
Posons Λ := q−1

2 (T ) ∩ Z. Alors le “cup-product” donne

E(Z; D1, D2) ⊗ Hk
T (D2 ∩ W,OX)

= Hn
Z(D1 × D2,O(0,n)

X×X) ⊗ Hk
T (D2 ∩ W,OX)

→ Hn+k
Λ (D1 × (D2 ∩ W ),O(0,n)

X×X).

Comme dans la preuve précédente, on peut prouver facilement que q−1
1 (T )∩

Λ est un ouvert dans Λ et la projection q1|q−1
1 (T )∩Λ

: q−1
1 (T ) ∩ Λ → T est

propre. D’où on peut appliquer la proposition 3.1.4 de [12] :

Hn+k
Λ (D1 × (D2 ∩ W ),O(0,n)

X×X)

→ Hn+k
T (D1, Rq1!O(0,n)

X×X) = Hn+k
T (D1 ∩ W, Rq1!O(0,n)

X×X).

Par l’intégration le long de fibre de q1, on a

Hn+k
T (D1 ∩ W, Rq1!O(0,n)

X×X) → Hk
T (D1 ∩ W,OX).



30 R. Ishimura

En particular, dans le cas de k = 1, on a :

Corollaire 3.8. Dans la situation de la proposition, soit P ∈ E(Z;
D1, D2). Alors on a l’opération

P : O(D2 ∩ W0)/O(D2 ∩ W ) → O(D1 ∩ W0)/O(D1 ∩ W ).

De même, lorsque p est réel, l’opérateur pseudo-différentiel en p opère
sur les germes des microfonctions définies en p :

Proposition 3.9. Soit R := R
n ⊂ X = C

n et soit p = (x0, ξ0) réel ,
c’est-à-dire p ∈ T ∗R. Désignons par CR le faisceau des microfonctions sur R.

Alors on a le morphisme naturel

ER

[p] ⊗ CR,p → CR,p.

Dans la suite, on appliquera la discussion précédente au cas suivant.
Soient Γ1, . . . , ΓN des cônes propres convexes fermés dans X à sommet 0.
Posons

(3.2) G(x) :=

N⋂

l=1

(Γl + M(x))

pour tout x ∈ X et G := (G(x))x∈X . De plus, on pose Z = ZG := {(x, y) ∈
X ×X | y − x ∈ G(x)}. Chaque Zl := {(x, y) ∈ X ×X | y − x ∈ Γl + M(x)}
(1 ≤ l ≤ N) est un semi-ordinal à support dans M et donc Z =

⋂N
l=1 Zl

est un M-ordinal au sens de la définition 3.1. Dans ce cas, la notion de
Z-ouvert ou bien Z-rond est simplement redit comme G-ouvert ou G-rond

et pour deux voisinages ouverts D1, D2 de x0, on note

(3.3) E(G; D1, D2) := E(Z; D1, D2).

On peut vérifier facilement que c’est un cas particulier de la définition 3.4
et aussi que toutes les hypothèses des propositions 3.5 et 3.6 sont vérifiés
dans ce cas.

En particulier, on a la proposition suivante:

Proposition 3.10. Dans la situation ci-dessus, soient M une famille

de supports et ZG le M-ordinal en ξ0 défini par G = (G(x)) donné par (3.2).
Soient D1, D2 deux voisinages ouverts de x0 et soit P ∈ E(G; D1, D2). Alors

on a l’opération

P : lim−→O(D ∩ W0)/O(D ∩ W ) → lim−→O(D ∩ W0)/O(D ∩ W )

où la limite inductive est prise, en posant Γ :=
⋂N

l=1 Γl, pour D parcourant

des voisinages ouverts Γ -ronds de x0 et pour W, W0 ⊂ X parcourant des

Γ -ouverts tels que W0 ⊂ W et W \ W0 ⊂ D. Par suite, la limite inductive

a la structure d’un ER

[p]-module.

Dans le reste de cette section, on suppose que D1, D2 soient convexes.
Prenant des coordonnées sur X, on peut reformuler (3.3) dans le langage de
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cohomologie de Čech. Par une rotation de coordonnées, on peut supposer
que ξ0 = (1, 0, . . . , 0). Pour tout δ > 0, prenons les cônes

Γ1,δ = Γ1 := {z ∈ X | δ|Im z1| ≤ −Re z1},(3.4)

Γj,δ = Γj := {z ∈ X | δ|zj| ≤ |z1|} (2 ≤ j ≤ n),(3.5)

et calculons E(G; D1, D2). Définissons les domaines d’holomorphie suivants :

(3.6) Vk := D1 × D2 \ {(x, y) | z = y − x ∈ Γk + M(x)} (1 ≤ k ≤ n).

(Il est facile de voir qu’ils sont des domaines d’holomorphie si on applique,
par exemple, le théorème 2.6.9 de [5].) Alors pour Z := {(x, y) ∈ X × X |
y − x ∈ ⋂n

k=1(Γk + M(x))}, V := {V1, . . . , Vn} est un recouvrement ouvert
de D1×D2 \Z. Désignons V :=

⋂n
k=1 Vk et V

k̂
:=

⋂
l 6=k Vl pour k = 1, . . . , n.

Alors on a V = D1 × D2 \
⋃n

k=1{(x, y) | z = y − x ∈ Γk + M(x)}. On voit
facilement que

(3.7) Hn
Z(D1 × D2,O(0,n)

X×X) ≃
O(0,n)

X×X(V )
∑n

k=1 O
(0,n)
X×X(V

k̂
)
.

D’où, à chaque P ∈ EM (G; D) correspond une (0, n)-forme K(x, z)dy =

K(x, y)dy ∈ O(0,n)
X×X(V ), determinée à

∑n
k=1 O

(0,n)
X×X(V

k̂
) près, et que nous

appelons le noyau de P .

Remarque. Dans la situation du corollaire 3.8, l’action de P sur f(x) ∈
O(D2 ∩ W0), qui est determiné à O(D2 ∩ W ) près, est donnée par

Pf(x) =
\
γ

K(x, x + z)f(x + z) dz

où le chemin d’intégration γ sera défini ultérieurement (voir (4.6)).

4. Symbole d’un opérateur pseudo-différentiel en un point. Nous
allons interpréter un opérateur pseudo-différentiel par son symbole. Le rai-
sonnement que l’on emploiera ici a été initié par une note personnelle de
K. Kataoka, qui a établi la correspondance ci-dessous en cas des opérateurs
pseudo-différentiels (locaux). On peut le retrouver dans le polycopié du cours
d’Aoki et Yamazaki [3] et dans le livre d’Aoki, Kataoka et Ymazaki [4].

Dans cette section toute entière, on suppose que x0 = 0 et on fixe une
famille de supports M = (M(x))x∈X dont on suppose qu’elle satisfait à
l’hypothèse suivante :

(4.1) max
m∈M(x)

|m| → 0 (|x| → 0).

Soit Ω un voisinage conique de p = (x0, ξ0) ∈ T ∗X. Pour tout r > 0, on
désignera

Ω(r) := {(x, ξ) ∈ Ω | |ξ| > r}, Ω[r] := {(x, ξ) ∈ Ω | |ξ| ≥ r}.
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Définition 4.1 (cf. [9] et [1]). Pour M = (M(x))x∈X , M(x) étant com-
pact convexe, on pose

(4.2) SM(Ω) := {P (x, ξ) ∈ O(Ω(r)) (avec r > 0) |
pour tout ensemble conique Ω′

⋐ Ω, tout r′ > r

et tout ε > 0, il existe Cε > 0 tel que

|P (x, ξ)| ≤ Cεe
HM(x)(ξ)+ε|ξ| pour tout (x, ξ) ∈ Ω′[r′]}

et

(4.3) NM(Ω) := {P (x, ξ) ∈ SM(Ω) | P (x, ξ) ∈ O(Ω(r)), et

pour tout ensemble conique Ω′
⋐ Ω et tout r′ > r,

il existe ε0 > 0 et C > 0 tels que

|P (x, ξ)| ≤ CeIM(x)(ξ)−ε0|ξ| pour tout (x, ξ) ∈ Ω′[r′]}.
Les symboles que nous considérons ici sont donc des fonctions holomor-

phes du type exponentiel définies dans l’ensemble conique Ω(r), son indica-
trice de croissance en ξ (voir par exemple [14] ou [15])

(4.4) h∗
P,x(ξ) := lim sup

Ω(r)∋ξ′→ξ

hP,x(ξ′),

avec

hP,x(ξ) := lim sup
t→∞

ln |P (x, tξ)|
t

,

changeant avec x. On remarque que

h∗
P,x(ξ) ≤ HM(x)(ξ).

On travaillera dans la situation de la dernière partie de la section précédente.
En particulier, par un changement de variables, on suppose que x0 = 0,
ξ0 = (1, 0, . . . , 0). On pose G(x) :=

⋂n
k=1(Γk + M(x)) pour tout x ∈ X et

G := (G(x))x∈X . Dans la suite, bien que les preuves que nous donnerons
soient tout à fait analogues à celles de [9], nous les répétons quand même.

Avec les notations de la section précédente, soit P ∈ E(G; D1, D2) où
D1, D2 sont des voisinages ouverts convexes de x0 = 0, et soit K(x, y)dy un
de ses noyaux définies par (3.7). On peut supposer que D1, D2 satisfont à la
condition suivante : Soit πk la k-ième projection de C

n à C. Compte tenu de
(2.2), (3.6), pour un petit voisinage ouvert U ⊂ D1 de x0 = 0, posons pour
tout x ∈ U , Ak(x) := πk((Iξ0(x) + x) ∩ G(x)), Ak :=

⋃
x∈U Ak(x), I1(x) :=

π1(Iξ0(x)+x), I1 :=
⋃

x∈U I1(x), B1(x) := ∂A1(x)\∂I1(x), B1 := ∂A1 \∂I1,
Bj := ∂(conv Aj) (2 ≤ j ≤ n) et B := B1 × · · · × Bn. Alors il existe un
ouvert W ∋ 0 tel que

(4.5) B + W ⊂ D2

où M = MU := conv
⋃

x∈U M(x) est un compact convexe grâce à la défini-
tion 2.1. Définissons maintenant un chemin d’intégration γ dans X tel que
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pour un ouvert W1 ⋐ W non-vide, l’ensemble {(x, x + z) | x ∈ W1, z ∈ γ}
est inclus dans le domaine V =

⋂n
k=1 Vk où K(x, y)dy est défini. Il y a

d’abord deux points a, b ∈ C \ A1 près de ∂A1 tels que Re a, Re b < IM (ξ0)
et Im a < infz∈M Im z1, Im b > supz∈M Im z1. Prenons un chemin lisse de
Jordan γ1 ⊂ C orienté positivement ayant a comme point de départ et b
comme point final tel que

γ̃1 := {(x, x + (z1, . . . , zn)) ∈ W1 × D2 | z1 ∈ γ1, zj ∈ C (2 ≤ j ≤ n)} ⊂ V1.

Pour z1 ∈ γ1, soit γj = γj(z1) ⊂ C une courbe lisse fermée de Jordan
d’orientation positive telle que

γ̃j := {(x, x + (z1, . . . , zn)) ∈ W1 × D2 | zj ∈ γj , zi ∈ C (i 6= 1, j)} ⊂ Vj .

(Ceci est possible si l’on prend U1 assez petit). Notons que par (4.5), γj

pourra être pris indépendamment de z1. En posant γ := γ1 × · · · × γn, on
définit le symbole de P comme suit :

(4.6) σ(P )(x, ξ) :=
\
γ

ez·ξK(x, x + z) dz.

Proposition 4.2. Dans la situation précédente, on peut supposer (4.5).
Alors il existe un voisinage conique Ω de p := (x0, ξ0) tel que W ⊂ π(Ω),
π : T ∗X → X étant la projection, et que pour tout P ∈ E(G; D1, D2) et

tout noyau K(x, y)dy ∈ O(0,n)
X×X(V ) de P , le symbole σ(P ) de P défini par

(4.6) appartienne à SM(Ω). En outre, le symbole σ(P ) est déterminé dans

SM(Ω) modulo NM(Ω).

Démonstration. Exactement comme la démonstration de la proposi-
tion 4.2 de [9] : Évidemment σ(P ) défini par (4.6) satisfait à (4.2) en p =
(x0, ξ0) et par une rotation de variables, on a σ(P ) ∈ SM(Ω). Si γ est pris

près de chaque M(x), on a σ(P ) ∈ NM(Ω) lorsque K(x, y)dy ∈ O(0,n)
X×X(V1̂),

et σ(P ) = 0 lorsque K(x, y)dy ∈ O(0,n)
X×X(V

ĵ
) (2 ≤ j ≤ n).

Ensuite, on prend un symbole P (x, ξ) ∈ SM(Ω) ; on y associera le noyau
K(x, y)dy d’un opérateur pseudo-différentiel P en p et on démontrera que
cette correspondance et celle donnée dans la proposition 4.2 sont réciproques
l’une à l’autre.

Soient W1 ⊂ W un ouvert et ω un cône ouvert à sommet 0 tels que
ω ∋ ξ0 et W1 × ω ⊂ Ω. Pour tout z ∈ Hξ(x), il existe ε0 > 0 tel que
Re 〈z, ξ〉 > HM(x)(ξ)+ ε0|ξ| ((2.1)). Alors pour tous x ∈ U et ̺ ∈ C tels que
|̺| > r (r étant celui de (4.2)) et ̺ξ ∈ ω, posons

(4.7) L̺(x, z, ξ) :=

∞\̺
e−τz·ξτn−1P (x, τξ) dτ



34 R. Ishimura

où le chemin d’intégration est pris dans la direction [̺, ̺∞[. Par (4.2), si W1

est assez petit, cette intégrale sera absolument et compactement convergente
sur {(x, z, ξ) ∈ W1 × X × ω | Re〈z, ξ〉 > HM(x)(ξ)}. Pour η′ = (η2, . . . , ηn)
avec |η′| ≪ 1, posons η := (1, η′) := (1, η2, η3, . . . , ηn). Pour tout ε > 0 et z
avec zj 6= 0 (2 ≤ j ≤ n), on définit la (n − 1)-châıne

(4.8) β̃ := [0, ε/z2] × [0, ε/z3] × · · · × [0, ε/zn].

On définit le noyau de P (x, ξ) par la formule

(4.9) K̺(x, y) :=
1

(2π
√
−1)n

[ \̃
β

L̺(x, z, η) dη′
]
|z=y−x

avec η = (1, η′). Par translation, on peut supposer 0 ∈ M(x) et donc pour
tout z /∈ ⋃n

k=1(Γk + M(x)), on a z2, . . . , zn 6= 0. En remarquant qu’une
petite oscillation de la direction d’intégrale [̺, ̺∞[ dans (4.7) donne une
prolongation analytique, on a aisément que pour (x, y) ∈ V avec δ > 0 dans
la notations précédentes (section 3), K̺(x, y), qui sera maintenant désigné

par K(x, y), est holomorphe. À partir de P (x, ξ), le noyau K(x, y) est en
effet déterminé à

∑n
k=1 OX×X(V

k̂
) près, car pour ̺′ près de ̺, on a

K̺(x, y) − K̺′(x, y)

=
1

(2π
√
−1)n

[ \̃
β

dη′
̺′\̺

e−τz·ητn−1P (x, τη) dτ
]
|z=y−x

∈
n∑

k=1

OX×X(V
k̂
).

Si P (x, ξ) ∈ NM(Ω), compte tenu de (4.1), on voit aussi qu’il y a δ > 0 tel
que, en prenant D1 plus petit pour que D2 satisfasse à (4.5), on a K(x, y) ∈∑n

k=1 OX×X(V
k̂
). D’où on a

Proposition 4.3. Pour tout voisinage ouvert conique Ω ⊂ T ∗X de

p = (0, ξ0), ξ0 étant (1, 0, . . . , 0), il existe des cônes Γ1,δ, . . . , Γn,δ de la forme

(3.4) et (3.5) avec δ > 0 et deux voisinages ouverts convexes D1, D2 de x0

satisfaisant à (4.5) avec un ouvert W ⊂ D1 qui n’est pas vide tel qu’à tout

symbole P (x, ξ) ∈ SM(Ω), on associe le noyau K(x, y) par la formule, avec

ξ := (1, η′),

(4.10) K(x, y) :=
1

(2π
√
−1)n

\̃
β

dη′
∞\̺

e−τ(y−x)·ξτn−1P (x, τξ) dτ,

̺ et β̃ étant pris comme dans (4.7) et (4.8). K(x, y) est déterminé par

P (x, ξ) dans OX×X(V )/
∑n

k=1 OX×X(V
k̂
). Donc à tout symbole P (x, ξ) cor-

respond un opérateur pseudo-différentiel P ∈ E(G; D). En outre, P = 0 si

le symbole P (x, ξ) appartient à NM(Ω).

Maintenant on prouvera le théorème principal de cet article qui af-
firme que les correspondances définies dans les propositions 4.2 et 4.3 sont
mutuellement réciproques :
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Théorème 4.4. Pour K(x, y)dy ∈ O(0,n)
X×X(V ) et P (x, ξ) ∈ SM(Ω), on a

(4.11)
1

(2π
√
−1)n

\̃
β

dη′
∞\̺

e−τ(y−x)·ητn−1dτ
\
γ

eτw·ηK(x, x + w) dw

≡ K(x, y) modulo

n∑

k=1

OX×X(V
k̂
),

(4.12)
1

(2π
√
−1)n

\
γ

ez·ξ dz
\̃
β

dη′
∞\̺

e−τz·ητn−1P (x, τη) dτ

≡ P (x, ξ) modulo NM(Ω)

avec η := (1, η′), où D1, D2, δ > 0 et Ω sont pris convenablement. Donc

les correspondances (4.6) et (4.10) sont réciproques l’une à l’autre et , par

conséquent , donnent l’isomorphisme entre ER

[p] et lim−→SM(Ω)/NM(Ω) où la

limite inductive est prise en M et Ω voisinage conique de p.

Démonstration. Nous prouvons d’abord (4.11). Dans la suite, on pose
z := y − x. Prenons γ1 proche de B1(x). Pour z tel que (z1 − γ1) ∩ (Γ1 +
M(x)) = ∅ et zj dans l’extérieur du domaine entouré par γj (2 ≤ j ≤ n),
en prenant ̺ dans une direction un peu oscillée de 1, on peut supposer que
pour tout τ ∈ [̺, ̺∞[ et tout w1 ∈ γ1, on a Re τ(z1−w1) > 0. Donc, dans la

définition de β̃, si l’on prend ε > 0 bien petit, pour tous η′ ∈ β̃ et w ∈ γ, on
a Re τ(z −w) · η = Re τ(z1 −w1) + Re τ(z′ −w′) · η′ > 0. Alors dans (4.11),
on peut changer l’ordre d’intégration et par conséquent, le premier membre
de (4.11) est égale à

(4.13)
1

(2π
√
−1)n

\̃
β

dη′
\
γ

K(x, x + w) dw

∞\̺
e−τ(z−w)·ητn−1 dτ.

Par un calcul direct, on a alors
∞\̺

e−τ(z−w)·ητn−1 dτ =
(n − 1)!

((z − w) · η)n
+ O(((z − w) · η)0).

Maintenant pour tout k = 1, . . . , n, prenons de petits circuits γ◦
k ⊂ C autour

de zk avec l’orientation positive et posons γ◦ := γ◦
1 × · · · × γ◦

n. Il est facile
de vérifier que le\̃

β

dη′
\

γ−(−1)nγ◦

K(x, x + w) dw

∞\̺
e−τ(z−w)·ητn−1 dτ ≡ 0

modulo
n∑

k=1

OX×X(V
k̂
).

Parce que l’intégrale
T̃
β

dη′
T
γ◦ dw =

T̃
β

dη′
D
γ◦ dw correspondant à la partie
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holomorphe O(((z − w) · η)0) est zéro, à
∑n

k=1 OX×X(V
k̂
) près, (4.13) est

égale à

(4.14)
(n − 1)!

(2π
√
−1)n

\̃
β

dη′
L

γ◦

K(x, x + w)

((w − z) · η)n
dw

=
(n − 1)!

(2π
√
−1)n

L
γ◦

K(x, x + w) dw
\̃
β

dη′

((w − z) · η)n

=
(n − 1)!

(2π
√
−1)n

L
γ◦

K(x, x + w) dw

×
z−1
n ε\
0

dηn · · ·
z−1
2 ε\
0

dη2

((w1 − z1) + (w′ − z′) · η′)n
.

Puisque, posant z′′ := (z3, . . . , zn) etc., on a

z−1
2 ε\
0

1

((w1 − z1) + (w′ − z′) · η′)n
dη2

= − 1

n − 1

1

w2 − z2

×
[

1

((w1 − z1) + w2−z2
z2

ε + (w′′ − z′′) · η′′)n−1

− 1

((w1 − z1) + (w′′ − z′′) · η′′)n−1

]

et le premier terme du seconde membre est holomorphe à z1 = 0, (4.14) est
égale, modulo

∑n
k=1 OX×X(V

k̂
), à

(n − 2)!

(2π
√
−1)n

L
γ◦

K(x, x + w)

w2 − z2
dw

×
z−1
n ε\
0

dηn · · ·
z−1
3 ε\
0

dη3

((w1 − z1) + (w′ − z′) · η′)n−1
.

En continuant ce procédé, (4.14) est égale, modulo
∑n

k=1 OX×X(V
k̂
), à

1

(2π
√
−1)n

L
γ◦

K(x, x + w)

(w2 − z2) · · · (wn − zn)

1

w1 − z1
dw ≡ K(x, x + z) = K(x, y),

d’où (4.11).

Ensuite nous prouverons (4.12). Prenons γ1 proche de B1(x) et un point
c ∈ M(x) tel que HM(x)(ξ0) = Re〈c, ξ0〉. Alors il y a un point d ∈ γ1 tel que
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d − c1 ∈ R+. On divise γ1 en deux parties : γ1 = γ+
1 ⊔ γ−

1 avec

(4.15)
γ+
1 := {z1 ∈ γ1 | Im(z1 − c1) ≥ 0},

γ−
1 := {z1 ∈ γ1 | Im(z1 − c1) < 0}.

Si l’on prend δ > 0 assez petit, on peut prendre deux directions ̺+ et ̺−
proches de la direction 1 telles qu’en posant

(4.16) Σ+ := [̺+, ̺+∞[, Σ− := [̺−, ̺−∞[,

on a Re z1 ·τ > Re c1 ·τ = HM(x)(τξ0) pour tout z1 ∈ γ±
1 et τ ∈ Σ±. On peut

bien-entendu supposer que |̺+| = |̺−| et donc supposons ̺+ = r1e
√
−1θ+

et ̺− = r1e
√
−1θ− avec r1 > r et −1 ≪ θ− < 0 < θ+ ≪ 1. Notons Σ0 :=

{r1e
θ | θ− < θ < θ+} et Σ := Σ0 ⊔Σ+ ⊔Σ−. En posant γ′ := γ2 × · · · × γn,

(4.12) est égale à
∑

i=±

1

(2π
√
−1)n

\
γi
1×γ′

ez·ξdz
\̃
β

dη′
\

Σi

e−τz·ητn−1P (x, τη) dτ

=
1

(2π
√
−1)n

∑

i=±

\
Σi

τn−1 dτ
L
γ′

dz′
\̃
β

P (x, τη) dη′
\
γi
1

e−z·(τη−ξ) dz1

et encore, à NM(Ω) près, à

(4.17)
1

(2π
√
−1)n

∑

i=0,±

\
Σi

τn−1 dτ
L
γ′

dz′
\̃
β

P (x, τη) dη′
\
γi
1

e−z·(τη−ξ) dz1

=
1

(2π
√
−1)n

∑

i=0,±

\
Σi

τn−1 dτ
L
γ′

dz′

×
\̃
β

P (x, τη)e−z′·(τη′−ξ′) dη′
\
γi
1

e−z1·(τ−ξ1) dz1.

On a \
γ−

1

e−z1·(τ−ξ1) dz1 =

[
− 1

τ − ξ1
e−z1(τ−ξ1)

]z1=d

z1=a

=
1

τ − ξ1
e−a(τ−ξ1) − 1

τ − ξ1
e−d(τ−ξ1),

et \
Σi

dτ
L
γ′

dz′
\̃
β

P (x, τη)

τ − ξ1
τn−1e−a(τ−ξ1)−z′·(τη′−ξ′) dη′

appartient à NM(Ω), et de même pour i = +. Donc par la formule de
Cauchy à poids, modulo NM(Ω), (4.16) est égale à
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(4.18)
1

(2π
√
−1)n

L
γ′

ez′·ξ′ dz′
\̃
β

dη′

×
\

Σ+−Σ0−Σ−

P (x, τη)τn−1

τ − ξ1
e−d(τ−ξ1) e−τz′·η′

dτ

=
1

(2π
√
−1)n

L
γ′

ez′·ξ′dz′
\̃
β

(2π
√
−1)P (x, ξ1η)ξn−1

1 e−ξ1z′·η′

dη′

=
ξn−1
1

(2π
√
−1)n−1

L
γ′

dz′
\̃
β

P (x, ξ1η)e−z′·(ξ1η′−ξ′) dη′

=
ξn−1
1

(2π
√
−1)n−1

L
γn

dzn

z−1
n ε\
0

e−zn(ξ1ηn−ξn) dηn · · ·

×
L
γ2

dz2

z−1
2 ε\
0

e−z2(ξ1η2−ξ2)P (x, ξ1η) dη2.

Puisque P (x, ξ) est holomorphe sur le voisinage conique Ω(r) de p = (x0, ξ0)
et η := (1, 0, . . . , 0), en prenant ε > 0 si petit que 0 < |zjηj | ≪ 1 (pour
2 ≤ j ≤ n), la fonction P (x, ξ1η) = P (x; ξ1, ξ1η2, . . . , ξ1ηn) est holomorphe
en η′ = 0. Alors en posant η′′ := (η3, . . . , ηn), (4.18) est égale à

(
ξ1

2π
√
−1

L
γn

eznξn dzn

z−1
n ε\
0

e−znξ1ηn dηn

)
× · · ·(4.19)

×
(

ξ1

2π
√
−1

L
γ2

ez2ξ2 dz2

z−1
2 ε\
0

e−z2ξ1η2P (x, ξ1, ξ1η2, ξ1η
′′) dη2

)
.

Le changement de variable λ := z2ξ1η2 donne

ξ1

2π
√
−1

L
γ2

ez2ξ2 dz2

z−1
2 ε\
0

e−z2ξ1η2P (x, ξ1, ξ1η2, ξ1η
′′) dη2

=
1

2π
√
−1

L
γ2

ez2ξ2 dz2

ξ1ε\
0

e−λ

z2
P (x, ξ1,

λ

z2
, ξ1η

′′) dλ

=
1

2π
√
−1

ξ1ε\
0

e−λ dλ
L
γ2

P (x, ξ1,
λ
z2

, ξ1η
′′)

z2
ez2ξ2 dz2.

Si l’on fait le changement de variable w2 := 1/z2 et on munit le cercle γ̃2 :=
{w2 | 1/w2 ∈ γ2} de la même orientation que γ2, cela est égale à
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1

2π
√
−1

ξ1ε\
0

e−λ dλ
L̃
γ2

P (x, ξ1, λw2, ξ1η
′′)

w2

∞∑

i=0

ξi
2

i!
w−i

2 dw2

=
1

2π
√
−1

∞∑

i=0

ξi
2

i!

ξ1ε\
0

e−λ dλ
L̃
γ2

P (x, ξ1, λw2, ξ1η
′′)

wi+1
2

dw2

=
∞∑

i=0

ξ1ε\
0

e−λ ξi
2

(i!)2
λi∂i

ξ2
P (x, ξ1, 0, ξ1η

′′) dλ

=
∞∑

i=0

∂i
ξ2

P (x, ξ1, 0, ξ1η
′′)

(i!)2
ξi
2

ξ1ε\
0

λie−λ dλ.

Puisque
Tξ1ε

0 λie−λ dλ ≡ i! modulo NM(Ω), ce dernier est égale à

∞∑

i=0

∂i
ξ2

P (x, ξ1, 0, ξ1η
′′)

i!
ξi
2 = P (x, ξ1, ξ2, ξ1η

′′).

En répétant ce procédé, finalement (4.19) est égale à P (x, ξ) à NM(Ω) près,
et ceci enfin prouve (4.12).

Pour finir cette section, on récrit la composition au langage des symboles.
Soient Γ1, . . . , Γn et Γ ′

1, . . . , Γ
′
n deux classes de cônes de la forme (3.4)–(3.5)

pour δ > 0 et δ′ > 0, et M = (M(x)), M′ = (M ′(x)) deux familles de
compacts convexes. Définissons aussi G et G′ correspondant respectivement
à Γ1, . . . , Γn et Γ ′

1, . . . , Γ
′
n et à M, M′. Considérons Z := ZG et Z ′ := ZG′ et

posons M
′′ = M + M

′ := (M(x) + M ′(x)). Pour δ′′ > 0 avec 0 < δ′′ < δ′, à
partir de Γ ′′

1 , . . . , Γ ′′
n définies comme dans (3.4)–(3.5) et M

′′, on définit G′′ et
on pose Z ′′ := Z ′′

G . Alors on a Z ′′ ⊃ Z ′ ◦ Z et Z ′′ est un M
′′-ordinal tel que

q13 : q−1
1,2Z∩q−1

2,3Z
′ → Z ′′ soit propre. Alors pour tous ouverts D1, D2, D

′
1, D

′
2

qui sont (Z, Z ′)-ronds, la composition de la proposition 3.6 donne une ap-
plication E(G; D1, D2)⊗E(G′; D′

1, D
′
2) → E(G′′; D1, D

′
2). Comme exactement

dans la proposition 4.4 de [9], on a

Proposition 4.5 (La formule d’Hörmander–Leibniz). Dans la situation

ci-dessus, pour tout P ∈ E(G′; D′
1, D

′
2) et tout Q ∈ E(G; D1.D2), il existe

des symboles respectifs σ(P )(x, ξ) = P (x, ξ) ∈ SM′

(Ω′) et σ(Q)(x, ξ) =
Q(x, ξ) ∈ SM(Ω), Ω′, Ω étant comme au début de la section, tels que l’on

ait la formule suivante dont le second membre appartient à SM′′

1 (Ω ∩Ω′) et

converge compactement dans Ω ∩ Ω′ :

(4.20) σ(Q ◦ P ) =
∑

α∈Z
n
+

1

α!
∂α

ξ Q(x, ξ) · ∂α
x P (x, ξ).



40 R. Ishimura

Démonstration. On peut supposer Ω = Ω′, sinon on prends Ω, Ω′ plus

petits. Soient L(x, y)dy ∈ O(0,n)
X×X(V ′) et K(x, y)dy ∈ O(0,n)

X×X(V ), respective-
ment, des noyaux de P et Q. On peut prendre un chemin d’intégration λ de
même type que γ. Alors on a, à NM′′

(Ω) près,

σ(Q ◦ P )(x, ξ) =
\
γ

ez·ξ dz
\
λ

L(x, w)K(w, x + z) dw

=
\
λ

L(x, w) dw
\

γ+(x−w)

e(u+w−x)·ξK(w, w + u) du

≡
\
λ

e(w−x)·ξL(x, w) dw
\
γ

eu·ξK(w, w + u) du

=
\
λ

ev·ξL(x, x + v)P (x + v, ξ) dv

=
∑

α≥0

1

α!
∂α

x P (x, ξ)
\
λ

ev·ξvαL(x, x + v) dv

≡
∑

α≥0

1

α!
∂α

x P (x, ξ)
\
λ

ev·ξvαL(x, x + v) dv

=
∑

α≥0

1

α!
∂α

x P (x, ξ)∂α
ξ

\
λ

ev·ξL(x, x + v) dv

=
∑

α∈Z
n
+

1

α!
∂α

ξ Q(x, ξ) · ∂α
x P (x, ξ).

5. Les symboles formels. Dans cette section, on pose Z+ := {ν ∈ Z |
ν ≥ 0}. Nous introduisons les symboles formels :

Définition 5.1. Pour une famille de supports M := (M(x)) et un voisi-
nage conique Ω de p = (x0, ξ0), on définit

(5.1) ŜM(Ω) := {P (t; x, ξ) =
∑∞

ν=0 tνPν(x, ξ) | il existe r > 0 tel que

Pν(x, ξ) ∈ O(Ω((ν + 1)r)) (∀ν ∈ Z+) et on ait :

pour tout ensemble conique Ω′
⋐ Ω, il existe d > r

et A > 0 tels que 0 < A < 1 et pour tout ε > 0,

avec Cε > 0 on ait |Pν(x, ξ)| ≤ CεA
νeHM(x)(ξ)+ε|ξ|

(pour tous ν ≥ 0 et (x, ξ) ∈ Ω′[(ν + 1)d])}

et N̂M(Ω) est le sous-ensemble des P (t; x, ξ) =
∑∞

ν=0 tνPν(x, ξ) ∈ ŜM (Ω)
tel que Pν(x, ξ) ∈ O(Ω((ν + 1)r)), pour tout q = (y, η) ∈ Ω(r), il existe
d > r, A > 0 et un voisinage conique Ω′

⋐ Ω de q tels que 0 < A < 1 et
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(5.2) 0 ≤ µ = µΩ′ := max
(x,ξ)∈Ω′, ξ 6=0

[HM(x)(ξ/|ξ|) − IM(x)(ξ/|ξ|)] < − ln A

d
,

et pour tout ε > 0, avec Cε > 0 on ait

(5.3)
∣∣∣

m−1∑

ν=0

Pν(x, ξ)
∣∣∣ ≤ CεA

meHM(x)(ξ)+ε|ξ| ∀m ≥ 1, ∀(x, ξ) ∈ Ω′[md].

Appelons tout P (t; x, ξ) ∈ ŜM(Ω) un symbole formel et tout Q(t; x, ξ) ∈
N̂M(Ω) un symbole formel nul.

Par le même raisonnement que dans [9] (ou plutôt originellement par
le raisonnement de Aoki [2]), on peut démontrer qu’un opérateur pseudo-
différentiel est représenté, aux symboles formels nuls près, par un sym-
bole formel. Pour cela, on a besoin de quelques propositions. D’abord on
a évidemment :

Proposition 5.2. Le morphisme suivant est une injection :

P (x, ξ) 7→ [P (x, ξ) + 0t + 0t2 + · · · ] : SM(Ω) →֒ ŜM(Ω).

Proposition 5.3. On a l’égalité

SM(Ω) ∩ N̂M(Ω) = NM(Ω).

Démonstration. Pour tout P (x, ξ) ∈ SM(Ω)∩ N̂M(Ω), d’après la défini-
tion 5.1, pour tout q ∈ Ω(r), il existe un voisinage conique Ω′

⋐ Ω de q,
d > r et A > 0 avec 0 < A < 1 tels que µ < −(lnA)/d et que pour tout
ε > 0, il y ait Cε > 0 et on ait

|P (x, ξ)| ≤ CεA
meHM(x)(ξ)+ε|ξ| ∀m ≥ 1, ∀(x, ξ) ∈ Ω′[md].

En prenant δ > 0 assez petit, on a ε0 := −(δ + (lnA)/d + µ) > 0. Pour tout
(x, ξ) ∈ Ω′[md], il existe m ≥ 1 tel que d(m + 1) ≥ |ξ| ≥ md, donc on a
facilement

|P (x, ξ)| ≤ CδA
−1 exp(IM(x)(ξ) − ε0).

Puisque q ∈ Ω(r) est quelconque, il s’ensuit que P (x, ξ) ∈ NM(Ω).
Réciproquement, pour tout P (x, ξ) ∈ NM(Ω), d’après la définition 4.1,

pour tous Ω′
⋐ Ω et d > r avec d ≥ 1, il existe ε0, C > 0 tels que ε0 < 1 et

|P (x, ξ)| ≤ CeIM (ξ)−ε0|ξ| sur Ω′[d].

Pour tous ε1 > 0 avec 0 < ε1 < ε0 et q ∈ Ω(r), il existe un voisinage
conique Ω′

⋐ Ω de q tel que IM(x)(ξ) ≤ HM(x)(ξ) − µ|ξ| + ε1|ξ| sur Ω′.

Alors A := e−d(ε0−ε1+µ) < 1 satisfait à la condition (5.2) et pour tout
(x, ξ) ∈ Ω′[md], on a facilement

|P (x, ξ)| ≤ CAmeHM (ξ),

ce qui prouve P (x, ξ) ∈ N̂M(Ω).
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Théorème 5.4. Pour tout symbole formel P (t; x, ξ) =
∑∞

ν=0 tνPν(x, ξ)

∈ ŜM(Ω), il existe un voisinage conique ouvert Ω′
⋐ Ω de p et un symbole

P (x, ξ) ∈ SM(Ω′) tels que

P (t; x, ξ) − P (x, ξ) ∈ N̂M(Ω′).

En particulier , compte tenu des propositions 5.2 et 5.3, on a l’isomorphisme

ι : SM(Ω)/NM(Ω)
∼→ ŜM(Ω)/N̂M(Ω).

Démonstration. La démonstration est analogue à celle de la proposi-
tion 6.7 de [9] et donc nous la ferons brièvement. Dans la situation de la
proposition 4.3 et la définition 5.1, pour tout ν, posons

Kν(x, y) :=
1

(2π
√
−1)n

\̃
β

dη′
∞\

(ν+2)d

e−τ(y−x)·ξτn−1Pν(x, τξ) dτ

où β̃ vient de (4.8) et

P̃ν(x, ξ) :=
\
γ

ez·ξKν(x, x + z) dz

où γ est comme dans (4.6). D’après les propositions 4.3 et 4.2, il existe un

voisinage conique ouvert Ω′
⋐ Ω de p, indépendant de ν, tel que P̃ν(x, ξ) ∈

SM(Ω′) et P̃ν(x, ξ) ∈ O(Ω′[r]) pour tout r > 0. Alors on voit facilement

que la série
∑∞

ν=0 P̃ν(x, ξ) converge absolument et compactement sur Ω′[r]
et définit un symbole P (x, ξ) ∈ SM(Ω′) et que

P (x, ξ) −
∞∑

ν=0

tνP̃ν(x, ξ) ∈ N̂M(Ω′).

D’après le théorème 4.4, on a
∞∑

ν=0

tνPν(x, ξ) −
∞∑

ν=0

tνP̃ν(x, ξ) ∈ N̂M(Ω′),

d’où

P (x, ξ) −
∞∑

ν=0

tνPν(x, ξ) ∈ N̂M(Ω′).

Par le même raisonnement que dans [9, Proposition 6.10], on peut aussi
démontrer :

Proposition 5.5 (Leibniz–Hörmander). Soient M, M′ ⊂ X deux fa-

milles de supports satisfaisant à (4.1) et Ω, Ω′ deux voisinages coniques

ouverts de p. Pour tous symboles P (t; x, ξ) ∈ ŜM′

(Ω′) et Q(t; x, ξ) ∈ ŜM(Ω),
P , Q étant les opérateurs pseudo-différentiels correspondants, le symbole
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formel de la composition σ(Q ◦ P ) ∈ ŜM′′

(Ω ∩ Ω′) est calculé par

et∂ξ·∂yQ(t; x, ξ)P (t; y, η)|y=x,η=ξ :=
∑

α∈Z
n
+

t|α|

α!
∂α

ξ Q(t; x, ξ)∂α
x P (t; x, ξ)

où M
′′ a été défini avant la proposition 4.5.

6. Théorème d’inversibilité pour les opérateurs pseudo-différen-

tiels en un point. Dans cette section, comme Aoki l’a fait pour le cas des
opérateurs pseudo-différentiels locaux (voir [3]), on développera le calcul
exponentiel pour le symbole formel et en utilisant ce calcul, on établira le
théorème d’inversibilité pour quelques opérateurs pseudo-différentiels définis
en un point. Dans cette section, on suppose que x0 = 0 et que la famille
M = (M(x)) satisfait à la condition suivante qui est plus forte que l’hypo-
thèse (4.1) :

(6.1) max
|ξ|=1

|HM(x)(ξ)| = o(|x|) (|x| → 0).

Dans la suite, pour tout x ∈ X, on écrira aussi pour la simplicité Hx =
max|ξ|=1 |HM(x)(ξ)|.

Définition 6.1. Soit M une famille de supports et soit 0 la famille
de supports consistant de l’ensemble {0}. Un symbole formel p(t; x, ξ) =∑∞

j=0 tjpj(x, ξ) ∈ Ŝ0(Ω) satisfaisant à (5.2) est dit du type M
+ (resp. M

−)
dans Ω s’il satisfait en outre à la condition suivante : pour tout ensemble
conique Ω′

⋐ Ω et tout δ > 0, il existe d > r tel que pour tout ε > 0, il y
ait Cε > 0 tel que

(6.2) Re p0(x, ξ) ≤ HM(x)(ξ)+ ε|ξ|+Cε (resp. ≤ IM(x)(ξ)+ ε|ξ|+Cε),

(6.3) |Im p0(x, ξ)| ≤ ε|ξ| + Cε sur Ω′[d],

(6.4) |pj(x, ξ)| ≤ δj(Hx · |ξ|+ ε|ξ|+ Cε) sur Ω′[(j + 1)d] (j = 1, 2, . . . ).

Si l’on prend ε > 0 assez petit, (6.4) se remplace aussi par

(6.5) |pj(x, ξ)| ≤ δj(HM(x)(ξ) + Cε)

ou

(6.6) |pj(x, ξ)| ≤ δj(ε|ξ| + Cε)

sur Ω[(j + 1)d] pour j ≥ 1.

Proposition 6.2. Si p(t; x, ξ) ∈ Ŝ0(Ω) est du type M
+, alors le symbole

P (t; x, ξ) := ep(t;x,ξ), calculé formellement , appartient à ŜM(Ω).
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Démonstration. Suppposons que p(t; x, ξ) =
∑∞

j=0 tjpj(x, ξ) satisfait à
(6.2)–(6.4). Alors, formellement, le second membre est donné par

ep(t;x,ξ) = 1 +
∞∑

k=1

1

k!

∞∑

j1,...,jk=0

tj1+···+jkpj1(x, ξ) · · · pjk
(x, ξ).

Donc la fait que cela est égale à P (t; x, ξ) ≡ ∑∞
ν=0 tνPν(x, ξ) veut dire que

pour tout ν ∈ Z+, on a

Pν(x, ξ) =





1 +
∞∑

k=1

1

k!
p0(x, ξ)k = ep0(x,ξ) (ν = 0),

∞∑

k=1

1

k!

∑

j1+···+jk=ν

pj1(x, ξ) · · · pjk
(x, ξ) (ν ≥ 1).

D’après (6.2)–(6.4), on a aisément P (t; x, ξ) =
∑∞

ν=0 tνPν(x, ξ) ∈ ŜM(Ω),
comme dans la preuve de la proposition 3.2 de [10].

Proposition 6.3. Supposons que la famille de supports M = (M(x))
satisfait à (6.1) et que Hcx ≤ cHx pour tout c > 0. Soient les symboles

p(x, ξ) ∈ S0(Ω), r(t; x, ξ) ∈ Ŝ0(Ω) respectivement du type M
+, 0+ et soit

q(t; x, ξ) ∈ Ŝ0(Ω). Dans la situation de la définition 6.1, supposons en outre

que pour tout conique Ω′
⋐ Ω, il existe d′ > d tel que pour tout ε > 0, il

existe C > 0 tel que

(6.7)

{
Re p(x, ξ) ≥ HM(x)(ξ) − ε|ξ| − C,

Re r0(x, ξ) ≥ −ε|ξ| − C

sur Ω′[d′]. Posons P (x, ξ) := ep(x,ξ), Q(t; x, ξ) := eq(t;x,ξ), R(t; x, ξ) :=
er(t;x,ξ) et désignons par P , Q, R respectivement les opérateurs correspon-

dants. Si en outre, on a formellement σ(P ◦ Q) = σ(R), alors il existe un

voisinage conique Ω′ ⊂ Ω de p tel que q(t; x, ξ) soit du type (−M)− sur Ω′,
où −M := (−M(x)) si M = (M(x)).

Démonstration. Cette proposition se démontre aussi comme la proposi-
tion 3.4 de [10]. D’après la proposition 5.5, le symbole de la composition
σ(P ◦ Q) sera calculé comme suit : posons formellement

(6.8) W (s, t; x, y, ξ, η) := es∂ξ·∂yep(x,ξ)+q(t;y,η);

alors on a formellement σ(P ◦ Q)(t; x, ξ) = W (t, t; x, x, ξ, ξ). Par (6.8), tou-
jours formellement, W satisfait à

(6.9)

{
∂sW = (∂ξ · ∂y)W,

W (0, t; x, y, ξ, η) = ep(t;x,ξ)+q(t;y,η).

Si W est de la forme

W (s, t; x, y, ξ, η) = e
∑

∞

k=0 skvk(x,y,ξ,η),
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en posant wk(s, t; x, y, ξ, η) := skvk(x, y, ξ, η), (6.9) revient à dire que, pour
k ≥ 0,

(6.10)0 w0(s, t; x, y, ξ, η) = p(t; x, ξ) + q(t; y, η)

(6.10)k+1 wk+1(s, t; x, y, ξ, η) =
s

k + 1

(
(∂ξ · ∂y)wk(s, t; x, y, ξ, η)

+
k∑

ν=0

∂ξwν(s, t; x, y, ξ, η) · ∂ywk−ν(s, t; x, y, ξ, η)
)
.

L’hypothèse de la proposition est

(6.11) r(t; x, ξ) =
∞∑

k=0

wk(t, t; x, x, ξ, ξ).

En développant

q(t; x, ξ) =
∞∑

j=0

tjqj(x, ξ), vk(t; x, y, ξ, η) =
∞∑

l=0

tlwl
k(x, y, ξ, η),

(6.10)0 est interprété comme

(6.12) w0(t, t; x, y, ξ, η) =

∞∑

l=0

tlwl
0(x, y, ξ, η) = p(x, ξ) +

∞∑

j=0

tjqj(y, η).

Donc d’après (6.11), pour tout j ≥ 1 on a

(6.13) rj(x, ξ) =

j∑

k=0

wj−k
k (x, x, ξ, ξ) = qj(x, ξ) +

j∑

k=1

wj−k
k (x, x, ξ, ξ).

D’après (6.10)k, pour 1 ≤ k ≤ j on a

(6.14) wj−k
k (x, y, ξ, η) =

1

k

[
(∂ξ · ∂y)w

j−k
k−1(x, y, ξ, η)

+
k−1∑

ν=0

j−k+ν∑

l=ν

∂ξw
l−ν
ν (x, y, ξ, η) · ∂yw

j−l−k+ν
k−1−ν (x, y, ξ, η)

]
.

Si l’on pose y = x, η = ξ, on a par récurrence, pour j ≥ k ≥ 1,

wj−k
k (x, x, ξ, ξ) = Φk(p0, p1, . . . , pj−1, q0, q1, . . . , qj−1)

avec un polynôme différentiel Φk de p0, p1, . . . , pj−1, q0, q1, . . . , qj−1 et donc

j∑

k=1

wj−k
k (x, x, ξ, ξ) =

j∑

k=1

Φk(p0, p1, . . . , pj−1, q0, q1, . . . , qj−1)

=: Φ(p0, p1, . . . , pj−1, q0, q1, . . . , qj−1).

(6.13) se récrit comme

(6.15) rj(x, ξ) = qj(x, ξ) + Φ(p0, p1, . . . , pj−1, q0, q1, . . . , qj−1)
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pour tout j ≥ 1. Pour j = 0, on a par (6.12),

(6.16) r0(x, ξ) = w0
0(x, x; ξ, ξ) = p(x, ξ) + q0(x, ξ).

D’après (6.15) et (6.16), à partir de p et (rj), on peut déterminer (qj).

On peut supposer que p(x, ξ) et rj(x, ξ) satisfont à (6.2)–(6.6) et par
(6.7), ils satisfont à la condition suivante pour M et 0 respectivement : pour
tout ensemble conique Ω′ ⊂ Ω et δ > 0, il existe d > r tel que pour tout
ε > 0 on ait, avec Cε > 0,

(6.17) |p(x, ξ) − HM(x)(ξ)| ≤ ε|ξ| + Cε,

(6.18) |r0(x, ξ)| ≤ ε|ξ| + Cε sur Ω′[d],

(6.19) |rj(x, ξ)| ≤ δj(ε|ξ| + Cε) sur Ω′[(j + 1)d] (j = 1, 2, . . . ).

Maintenant nous prouvons que pour tous ε > 0, j, k avec j ≥ k et tous
(x, ξ), (y, η) ∈ Ω′[(j + 1)d] avec |ξ| ≥ |η| et |x| = |y|, on a, avec Cε > 0,

(6.20) |wj−k
k (x, y, ξ, η)| ≤ 2δj [Hx · |ξ| + ε|ξ| + Cε].

Dans le cas de j = k = 0, on a, d’après (6.12) et (6.16)–(6.18),

|w0
0(x, y, ξ, η)| = |p(x, ξ) + q0(y, η)| = |p(x, ξ) + (r0(y, η) − p(y, η))|

≤ 2(Hx · |ξ| + ε|ξ| + Cε).

Ensuite, on suppose que j = k ≥ 1 ; alors d’après (6.14) et l’hypothèse de
récurrence, en utilisant la formule de Cauchy, pour tout ̺ > 0 et petit λ > 0
on a

|w0
k(x, y, ξ, η)|

=
1

k

∣∣∣(∂ξ · ∂y)w
0
k−1(x, y, ξ, η)+

k−1∑

ν=0

∂ξw
0
ν(x, y, ξ, η) · ∂yw

0
k−1−ν(x, y, ξ, η)

∣∣∣

≤ δk−1

k

[
1

λ|x|̺|ξ| 2[H(1+λ)x · ((1 + ̺)|ξ|) + ε(1 + ̺)|ξ| + Cε]

+
k−1∑

ν=0

4

λ|x|̺|ξ| [Hx · ((1 + ̺)|ξ|) + ε(1 + ̺)|ξ| + Cε]

× [H(1+λ)x · |ξ| + ε|ξ| + Cε]

]

≤ 2δk−1[Hx · |ξ| + ε|ξ| + Cε] ·
(1 + λ)(1 + ̺)

kλ|x|̺|ξ| (1 + 2k[Hx · |ξ| + ε|ξ| + Cε]).
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On a

(1 + λ)(1 + ̺)

kλ|x|̺|ξ| (1 + 2k[Hx · |ξ| + ε|ξ| + Cε])

≤ (1 + λ)(1 + ̺)

λ̺

(
1

k|x| |ξ| + 2

[
Hx

|x| +
ε

|x| +
Cε

|x| |ξ|

])

et prenant d ≫ 1 et |ξ| > d et prenant ε > 0 assez petit, si |x| est assez petit,
grâce à (6.1), le membre droit ci-dessus est plus petit que δ, d’où (6.20) pour
j = k. Pour j, k général avec j ≥ k, compte tenu de (6.14), par le même
raisonnement que dans le cas de j = k, on a (6.20).

D’après (6.13), (6.18) et (6.20), on a

|q0(x, ξ) − I−M(x)(ξ)| = |r0(x, ξ) − (p(x, ξ) − HM(x)(ξ))| ≤ 2(ε|ξ| + Cε),

et pour j ≥ 1, d’après (6.19) on a

|qj(x, ξ)| =
∣∣∣rj(x, ξ) −

j∑

k=1

wj−k
k (x, x, ξ, ξ)

∣∣∣

≤ δj(ε|ξ| + Cε) + 2(j − 1)δj[Hx · |ξ| + ε|ξ| + Cε] ;

pour δ > 0 assez petit, cela est majoré par 3δj(ε|ξ| + Cε).

Définition 6.4. Un opérateur pseudo-différentiel P défini en un point
p ∈ T ∗X est dit non-caractéristique en p s’il existe une famille de supports
M = (M(x)) satisfaisant à (6.1) et Hcx ≤ cHx pour tout c > 0, un symbole
P (x, ξ) ∈ SM(Ω), un voisinage conique Ω′ ⊂ Ω de p et r′ > r tels que

(6.21) pour tout ε > 0, il existe Cε > 0 tel que |P (x, ξ)| ≥ Cεe
HM(x)(ξ)−ε|ξ|

pour tout (x, ξ) ∈ Ω′(r′).

Théorème 6.5. Soit P ∈ ER

[p] un opérateur pseudo-différentiel défini

en un point p. On suppose que P soit non-caractéristique en p. Alors dans

l’anneau ER

[p], il y a l’inverse P−1 de P .

Démonstration. D’abord on suppose qu’il existe un symbole p(x, ξ) ∈
S0(Ω) du type M

+ tel que P (x, ξ) = ep(x,ξ) dans Ω(r). D’après la propo-

sition précédente, il existe un symbole formel q(t; x, ξ) ∈ Ŝ0(Ω) tel que
Q(t; x, ξ) := eq(t;x,ξ). Si on désigne par Q l’opérateur correspondant, alors
formellement σ(P ◦Q) = 1, c’est-à-dire, dans la notation de la démonstration
de la proposition 6.3,

q0(x, ξ) = −p(x, ξ),

qj(x, ξ) = −
j∑

k=1

wj−k
k (x, x, ξ, ξ) (j ≥ 1).
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Puisque le symbole formel q(t; x, ξ) =
∑∞

j=0 tjqj(x, ξ) ainsi obtenu est du

type (−M)−, Q(t; x, ξ) est bien un opérateur pseudo-différentiel défini en p.
Dans le cas général, en utilisant la proposition 5.5, on peut déterminer

formellement Q(t; x, ξ) =
∑∞

j=0 tjQj(x, ξ) par la formule

Q0(x, ξ) :=
1

P (x, ξ)
,

Qk(x, ξ) := − 1

P (x, ξ)

k∑

|α|=0

1

α!
∂α

ξ P (x, ξ)∂α
x Qk−|α|(x, ξ) (k ≥ 1),

et d’après le raisonnement ci-dessus pour Q(t; x, ξ) du type spécial eq(t;x,ξ),
on doit avoir

Q(t; x, ξ) =
1

P (x, ξ)
e
∑

∞

j=1 tjqj(x,ξ),

où d’après la démonstration de la proposition 6.3, chaque qj(x, ξ) (j ≥ 1)
est un polynôme différentiel de ∂xp(x, ξ) = ∂xP (x, ξ)/P (x, ξ) et ∂ξp(x, ξ) =
∂ξP (x, ξ)/P (x, ξ). Par conséquent, compte tenu du lemme 6.12 (et de la
preuve de (6.12)) de [7], le raisonnement ci-dessus marche aussi pour le cas
général. D’où l’on a un opérateur Q tel que σ(P ◦ Q) = 1.

Par le même raisonnement, on peut trouver un opérateur Q′ tel que
σ(Q′ ◦ P ) = 1 et enfin Q′ = Q est bien l’inverse de P .

7. Exemples : opérateurs micro-différentiels en un point et opé-

rateurs différentiels en un point. Dans les conditions de la défini-
tion 3.4, soit Z ⊂ X × X un M-ordinal. L’espace X × X est muni d’une
action de C× définie par c·(x, y) := (c·x, c·y) pour c ∈ C× et (x, y) ∈ X×X.
L’action de c est une rotation si |c| = 1. Un ensemble dans X ou bien X×X
est dit de Reinhardt s’il est invariant par toute rotation. De même, on définit
la C-action sur X × X.

Définition 7.1. Soit Z de Reinhardt. Pour tous voisinages ouverts D1

et D2, on appelle P ∈ E(Z; D1, D2) un opérateur micro-différentiel défini
en p. On pose

E∞
[p] := lim−→E(Z; D1, D2),

où la limite inductive est prise pour des familles de supports M = (M(x))
avec M(x) contenant 0, M-ordinaux Z qui sont de Reinhardt et des voisi-
nages ouverts D1, D2 de x0.

Dans cette section, pour tout P ∈ E(G; D1, D2), où G = (G(x)), G(x) =⋂
(Γk + M(x)), Γk étant de la forme

Γ1 := {z ∈ X | z1 6= 0},
Γj = Γj,δ := {z ∈ X | δ|zj| ≤ |z1|} (2 ≤ j ≤ n)
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avec δ > 0, on calcule explicitement le noyau (4.10). Soit K(x, y)dy un des
noyaux de P . Par le même raisonnement que dans [16], remarquons que dans
ce cas-là, K peut se développer en série :

K(x, y) =
∑

α=(α1,α2,...,αn)∈Zn, α2,...,αn≥0

aα(x)Φα(x − y)

où Φα(z) est défini dans [16, p. 337], comme suit : pour ν ∈ Z,

Φν(τ) :=





1

2π
√
−1

ν!

(−τ)ν+1
(ν ≥ 0),

− 1

2π
√
−1

τ−ν−1

(−ν − 1)!

(
ln τ −

(−ν−1∑

q=1

1

q
− γ

))
(ν < 0)

et Φα(z) := Φα1(z1) · · ·Φαn(zn) (où γ est la constante d’Euler). Dans ce
cas-là, considérons la série formelle

P̂ (x, ξ) =
∑

α=(α1,α2,...,αn)∈Zn, α2,...,αn≥0

aα(x)ξα =
∞∑

i=−∞
P̂i(x, ξ)

et appelons-la le symbole formel de P ∈ E(G; D1, D2), où l’on a posé P̂i(x, ξ)
:=

∑
|α|=i aα(x)ξα, la “partie homogène” d’ordre i par rapport à ξ. Nous

remarquons que la partie negative (i.e. i < 0) du symbole formel n’est pas
le vrai symbole au sens de la proposition 4.2. En effet, le symbole formel ne
converge pas pour i < 0, en général. Comme un type spécial d’un opérateur
micro-differéntiel en un point, on définit un opérateur différentiel :

Définition 7.2. On définit la classe des opérateurs différentiels définis

en x0 par

(7.1) D∞
[x0] := lim−→Hn

∆M
(D1 × D2,O(0,n)

X×X)

où la limite inductive est prise pour des voisinages ouverts D1, D2 de x0.

D∞
[p] est juste la classe des opérateurs micro-différentiels ayant la partie

positive d’indexe dans (7.1), qui cöıncide à la classe définie dans [7]:

Proposition 7.3. On a l’identification canonique suivante :

D∞
[x0] ≃

{
P ∈ E∞

[p]

∣∣∣ P a le symbole de la forme P (x, ξ) =
∑

α≥0

aα(x)ξα
}
.

Exemple. Supposons n = 1 ; alors l’indicatrice (4.4) cöıncide à hP,x(ξ).
Considérons des opérateurs P (x, D) = exp(xD) et Q(x, D) = exp(−xD)
ayant leurs symboles P (x, ξ) = exp(xξ) et Q(x, ξ) = exp(−xξ). Ces opéra-
teurs ne sont ni des opérateurs différentiels locaux au sens de [16], ni des
opérateurs différentiels non-locaux au sens de [9], mais ils sont des opérateurs
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différentiels en le point x0 = 0. En effet, pour tous x et ξ on a

|P (x, ξ)| = eRe xξ ≤ e|x||ξ|, |Q(x, ξ)| = e−Rexξ ≤ e|x||ξ|

et leurs indicatrices de croissance sont, respectivement, hP,x(ξ) = Rexξ,
hQ,x(ξ) = −Re xξ. Pour toute fonction holomorphe f(x) définie en 0, on a

P (x, D)f(x) = f(2x), Q(x, D)f(x) = f(0),

donc P a l’inverse P−1 = exp(−(xξ)/2) dans D∞
[0], tandis que Q n’a pas

d’inverse dans la même classe.

Malheureusement, ces exemples ne satisfont pas à la condition (6.1) du
théorème 6.5 et donc on ne peut pas construire leurs inverses à la manière
de la théorie développée dans le présent article.

Exemple. Supposons n = 1 et m > 1. Considérons l’opérateur P (x, D)
= exp(xmD) à symbole P (x, ξ) = exp(xmξ). Dans ce cas-là, en prenant
M(x) := {xm}, la fonction d’appui HM(x)(ξ) satisfait bien à (6.1). En effet,
on a HM(x) ≤ |x|m|ξ|. Pour p = (x0, ξ0) quelconque, P est bien-entendu non-
caractéristique en p, et donc P admet l’inverse dans l’anneau des opérateurs
pseudo-différentiels ER

[p] en p.
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