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Formule d'homotopie pour un domaine à bord (q+k)-
on
aved'une variété CR générique et q-
on
ave. Appli
ationspar Salomon Sambou et Bocar Touré (Dakar)Abstra
t. We give a homotopy formula for the ∂b operator on a domain with (q+k)-
on
ave boundary. As a 
onsequen
e we show that the dimension of the ∂b-
ohomologygroups for some CR manifolds q-
on
ave at in�nity is �nite.1. Introdu
tion. Ce travail s'ins
rit dans le 
adre général de l'étude del'équation de Cau
hy�Riemann tangentielle. Plus pré
isement nous résolvonsle ∂b dans un domaine ωτ d'une sous-variété CR générique de 
odimension
k de C

n et q-
on
ave. Nous dé�nissons ωτ 
omme dans le théorème 4.3de [5℄ : ωτ = {z ∈ M | |z − z0| < τ et ϕ(z) < ϕ(z0)}, ϕ étant une fon
tion
(q+k)-
on
ave sur un voisinage d'un point z0 de M et τ un réel stri
tementpositif assez petit pour que ωτ ⊂⊂M (voir sous-se
tion 3.1).Notre résultat prin
ipal est le théorème suivant où Cn,r(ωτ ) désignel'espa
e des (n, r)-formes di�érentielles 
ontinues sur ωτ :Théorème 1.1. Soit M une sous-variété CR générique de C

n de 
odi-mension réelle k de 
lasse C3 et q-
on
ave (1 ≤ q ≤ (n− k)/2). Pour tout
z0 dans M et tout domaine ωτ de M dé�ni 
omme pré
édemment il existedes opérateurs intégraux Tr de Cn,r(ωτ ) dans C1/2−ε

n,r−1 (ωτ ′), 0 < τ ′ < τ , telsque pour toute forme di�érentielle f de bidegré (n, r) et de 
lasse C1 sur ωτon a, sur ωτ ′ :(i) f = ∂bTrf + Tr+1∂f si 1 ≤ r ≤ q − 3,(ii) f = ∂bTrf si r = q − 2 et ∂f = 0.Le théorème 1.1 est l'équivalent en 
odimension supérieure du théo-réme 4.3 de [5℄ qui traite des hypersurfa
es réelles de C
n, q-
on
aves-
onvexesave
 des estimations jusqu'au bord. Par ailleurs, utilisant des estimations2000 Mathemati
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44 S. Sambou et B. Touréholdériennes jusqu'au bord faites dans [6℄, nous dérivons du théorème 1.1 lerésultat suivant :Théorème 1.2. Les opérateurs Tr sont 
ontinus de C0
n,r(ωτ ) dans

C
1/2−ε
n,r−1 (ωτ ′ ) pour tous 0 < ε < 1/2 et 1 ≤ r ≤ q − 2.En�n, moyennant une hypothèse supplémentaire de q-
on
avité à l'in�nisur M , on déduit du théorème 1.1 une version (en 
odimension quel
onque)dans le 
as �
on
ave� de quelques théorèmes de �nitude et d'invarian
e degroupes de 
ohomologie obtenus dans [5℄. Une version C∞ des résultats demême nature a été obtenue par Ri
ard dans [7℄, à partir des solutions lo
alesdu ∂b qui ne proviennent pas d'une formule d'homotopie.2. Généralités. Soit M une sous-variété réelle de 
lasse C3 de C

n. Soit
k la 
odimension réelle de M (1 ≤ k ≤ n). Si z ∈ M , on note par TC

z Ml'espa
e tangent 
omplexe à M en z.Définition 2.1. M est dite CR (Cau
hy�Riemann) si dimC T
C
z M estindépendante de z ∈M.Définition 2.2. M est CR générique si dimC T

C
z M = n − k pour tout

z ∈M.Soient U ⊂ C
n un ouvert de C

n et ̺̂1, . . . , ̺̂k des fon
tions de 
lasse C2sur U telles que
M ∩ U = {z ∈ U | ̺̂1(z) = · · · = ̺̂k(z) = 0} avec d̺̂1 ∧ · · · ∧ d̺̂k 6= 0.La variétéM est alors CR générique si et seulement si ∂ ̺̂1∧· · ·∧∂ ̺̂k 6= 0sur M ∩ U .Les fon
tions ̺̂1, . . . , ̺̂k sont appelées fon
tions dé�nissantes deM sur U .Définition 2.3. Une sous-variété réelleM de C

n, CR générique de 
odi-mension réelle k est dite q-
on
ave, 1 ≤ q ≤ (n− k)/2, si pour tout z ∈ Met tout x = (x1, . . . , xk) ∈ R
k \ {0} la forme de Levi, restreinte à TC

z M ,
L̺̂x(t) =

n∑

α,β=1

∂2 ̺̂x

∂zα∂zβ
(z)tαt

β
,

où ̺̂x = x1 ̺̂1 + · · · + xk ̺̂k, admet au moins q valeurs propres stri
tementnégatives.Définition 2.4. Soit M une sous-variété CR générique de 
odimensionréelle k de C
n et q-
on
ave. On dit qu'une fon
tion ϕ dé�nie sur M est

(q + k)-
on
ave (respe
tivement (q + k)-
onvexe) sur M si pour tout point
p de M et pour toute extension ψ de 
lasse C2 de ϕ (respe
tivement −ϕ)à un voisinage de p dans C

n, la forme de Levi de ψ restreinte à l'espa
e



Formule d'homotopie pour un domaine à bord 45tangent 
omplexe à M en p possède au moins q valeurs propres stri
tementnégatives.
3. Formules lo
ales. Nous nous proposons dans 
ette partie de 
on-struire des opérateurs intégraux Tr en vue d'obtenir des formules lo
alespermettant de résoudre le ∂b. Tout d'abord rappelons brièvement la 
on-stru
tion du noyau de Barkatou�Laurent RM .On désigne par I l'ensemble des parties I ⊆ {±1, · · · ,±k} tel que |i| 6= |j|pour tous i, j ∈ I distin
ts. Si I ∈ I, alors on note par |I| le nombred'éléments de I et par △I le simplexe de R

k dé�ni par
△I =

{
λ ∈ R

k : λ =

|I|∑

j=1

λjej , λj ≥ 0,

|I|∑

j=1

λj = 1
}

où (ej)1≤j≤k est la base 
anonique de R
k ave
 la 
onvention suivante : e−j =

−ej pour tout j = 1, . . . , k. Soit l un entier naturel tel que 1 ≤ l ≤ k. Onnote par I(l) l'ensemble de tous les I ∈ I tels que |I| = l, et par I ′(l)l'ensemble de tous les I ∈ I(l) tels que si I = (i1, . . . , il) alors |iν | = ν pourtout ν = 1, . . . , l. En�n, si I ∈ I alors on pose
sgn(I) =

{
+1 si le nombre d'éléments négatifs de I est pair,
−1 si le nombre d'éléments négatifs de I est impair.Fixons z0 ∈ M . Soit Uz0

⊂ C
n un voisinage de z0. Puisque M est q-
on
ave, d'après le lemme 3.1.1 de [1℄ il existe une 
onstante C > 0 telle quepour j = 1, . . . , k les fon
tions

̺j = ̺̂j + C

k∑

ν=1

̺̂2
ν , ̺−j = −̺̂j + C

k∑

ν=1

̺̂2
νpossèdent la propriété suivante : pour tout I = (i1, . . . , i|I|) ∈ I et tout

λ ∈ △I la forme de Levi de λi1̺i1 + · · · + λi|I|̺i|I| en z0 admet au moins
q + k valeurs propres stri
tement positives. Pour tout I ∈ I ′(k), on note
I ′(k, ∗) l'ensemble des multi-indi
es I∗ = (i1, . . . , ik, ∗), où I = (i1, . . . , ik).On pose ̺∗ = ̺1 + · · · + ̺k et ̺λ = λ1̺i1 + · · · + λk̺ik + λ∗̺∗ pour λ =
(λ1, . . . , λk, λ∗) ∈ △I∗ .On 
onstruit alors à l'aide de ̺λ ainsi dé�ni des se
tions de Leray
(ψJ)J∈I′(k,∗) (
f. [2℄) et des noyaux KJ et CJ asso
iés à ψJ .Pour (z, ξ, λ) ∈ Uz0

× Uz0
×△I∗ ave
 z 6= ξ, on pose

KI∗(z, ξ, λ) =
(−1)n(n−1)/2

(2πi)n
〈ψI∗ , d(ξ − z)〉 ∧ 〈(∂ξ,z + dλ)ψI∗ , d(ξ − z)〉n−1.



46 S. Sambou et B. TouréPour (z, ξ) ∈ Uz0
× Uz0

ave
 z 6= ξ, on pose
CI∗ =

\
λ∈△I∗

KI∗(z, ξ, λ).Le noyau de Barkatou�Laurent est alors dé�ni par
RM =

∑

I∈I′(k)

sgn(I)CI∗ .Le résultat fondamental suivant est dû à Christine Laurent-Thiébaut etMoulay Y. Barkatou [2℄.Théorème 3.1. Soit ω un domaine à bord C1 tel que ω ⊂⊂ M ∩ U , et
f une (n, r)-forme de 
lasse C1 sur ω. Si n − k − q + 1 ≤ r ≤ n − k alorson a

(−1)(n+r)(k+1)+2k(k+1)/2f(z) = (−1)k
\

ξ∈∂ω

f(ξ) ∧ [RM ]n,r(z, ξ)(1)
+ (−1)k+1

\
ξ∈ω

∂ξf(ξ) ∧ [RM ]n,r(z, ξ)

+ ∂z

\
ξ∈ω

f(ξ) ∧ [RM ]n,r−1(z, ξ).Si 0 ≤ r ≤ q − 1 on a
(2) (−1)(n+r)(k+1)+k(k+1)/2f(ξ)

= (−1)k
\

z∈∂ω

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ (−1)k+1
\

z∈ω

∂zf(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ ∂ξ

\
z∈ω

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r(z, ξ).On a là une formule du type Bo
hner�Martinelli�Koppelman (BMK)pour variétés CR génériques q-
on
aves.Pour 
onstruire nos opérateurs intégraux, nous passerons par les étapessuivantes :(i) dé�nition du domaine ωτ et dé
omposition de son bord ∂ωτ en deuxparties W1 et W2,(ii) transformation de l'intégrale Tz∈W2
f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ),(iii) utilisation de l'opérateur de Henkin,(iv) appli
ation du théorème 3.1.On suppose que M est une sous-variété réelle de C

n, de 
odimensionréelle k, CR générique et q-
on
ave (1 ≤ k ≤ n et 1 ≤ q ≤ (n− k)/2).



Formule d'homotopie pour un domaine à bord 473.1. Dé�nition de ωτ et dé
omposition de ∂ωτ . Soit z0 ∈M . On 
onsid-ère ϕ une fon
tion de 
lasse C3, (q+k)-
on
ave sur un voisinage de Z0 dans
M et telle que dϕ(z0) 6= 0. Posons :

Uz0
= {z ∈ C

n | |z − z0| < τ}, τ ∈ R
⋆
+,

Ωτ = {z ∈ Uz0
| ψ(z) < ϕ(z0)}où ψ est une extension de 
lasse C2 de ϕ à Uz0

,
ωτ = Ω ∩M,

W1 = {z ∈M | ϕ(z) ≤ ϕ(z0) et |z − z0| = τ},

W2 = {z ∈M | ϕ(z) = ϕ(z0) et |z − z0| ≤ τ}.Nous avons alors
∂ωτ = W1 ∪W2, ∂W1 = ∂W2 = {z ∈M | ϕ(z) = ϕ(z0) et |z − z0| = τ}.On a don
 la formule\

z∈∂ωτ

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ) =
\

z∈W1

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+
\

z∈W2

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ).

3.2. Transformation de l'intégrale surW2. On a établi dans [6℄ la relation
(R) ∂z,ξGM (z, ξ) = (−1)k(RM (z, ξ) − SM (z, ξ)).Il s'ensuit que\

z∈W2

f(z) ∧ ∂z[GM ]0,n−k−r−2(z, ξ) +
\

z∈W2

f(z) ∧ ∂ξ[GM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

= (−1)k
\

z∈W2

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ (−1)k+1
\

z∈W2

f(z) ∧ [SM ]0,n−k−r−1(z, ξ).(Pour les dé�nitions des noyaux GM et SM , voir [6℄.) W2 est dans le bordde l'ouvert {z ∈ M | −ϕ(z) < −ϕ(z0) et |z − z0| < τ}. Comme ϕ est
(q+ k)-
on
ave, −ϕ est (q+ k)-
onvexe. Par 
onséquent, les appli
ations deLeray ψI∗ dé�nies dans la se
tion 2 de [8℄ sont (q+ k)-holomorphes en z. Deplus, pour 0 ≤ r ≤ q − 2 on a n− k − q + 1 ≤ n− k − r − 1. Par suite, on ales annulations [SM ]0,n−k−r−1 = 0 pour n− k − r − 1 ≥ n− k − q + 1.Par ailleurs on a aussi les formules suivantes :\

z∈W2

f(z) ∧ ∂ξ[GM ]0,n−k−r−1(z, ξ) = (−1)n+r+k+1∂ξG
r
W2

(f)(ξ)



48 S. Sambou et B. Touréet \
z∈W2

f(z) ∧ ∂z[GM ]0,n−k−r−2(z, ξ) = (−1)n+r+1∂ξG
r+1
W2

(∂zf)(ξ)

+ (−1)n+rGr+1
∂W2

(f)(ξ),où l'on a posé (momentanément)
Gr

V (g) =
\

z∈V

g(z) ∧ ∂ξ[GM ]0,n−k−r−1(z, ·)ave
 soit V = W2, soit V = ∂W2.Don
 �nalement on obtient
(−1)k

\
z∈W2

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ) = (−1)n+r+k+1∂ξG
r
W2

(f)(ξ)

+ (−1)n+r+1Gr+1
W2

(∂ξf)(ξ)

+ (−1)n+rGr+1
∂W2

(f)(ξ).3.3. Utilisation de l'opérateur de Henkin. Pour U ′
z0

= {z ∈ Uz0
| |z− z0|

< τ ′} ave
 0 < τ ′ < τ on pose
P̃rf(ξ) = (−1)α+k

\
z∈W1

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1, P̃rf ∈ C0
n,r(ω).

˜̃
P rf(ξ) = (−1)n+r+α

\
z∈∂W2

f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−2(z, ξ),
˜̃
P rf ∈ C0

n,r(ω),

où α = (n+ r)(k+ 1) + 1
2k(k+ 1) = α(r). Posons Prf = P̃rf +

˜̃
P rf sur U ′

z0
.Pour 1 ≤ r ≤ q − 1, soit Lr l'opérateur de Henkin (
f. [3℄) permettant derésoudre le ∂ dans la boule U ′

z0
de C

n. Alors Lr : C0
n,r(Uz0

) → Cε
n,r−1(U

′
z0

),
0 < ε < 1, est linéaire et 
ontinue. De plus, sur U ′

z0
, on a

(⋆) ∂LrP̃rf + Lr+1∂P̃rf = P̃rf.On a aussi une relation analogue ave
 ˜̃
Pr. Par 
onséquent, ∂LrPrf+Lr+1∂Prf

= Prf . On déduit de 
e qui pré
ède, pour ξ ∈ U ′
z0
, la formule

(3) (−1)k
\

z∈∂ωτ

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

= (−1)αP̃rf(ξ) + (−1)α ˜̃
P rf(ξ)

+ (−1)n+r+k+1∂ξ

\
z∈W2

f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ (−1)n+r+1
\

z∈W2

∂f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−2(z, ξ).
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e de la formule BMK pour variétés CR. En tenant
ompte de (3) dans le (2) du théorème 3.1, on a, pour ξ ∈ ωτ ′ = ωτ ∩ U ′
z0
,

f(ξ) = P̃rf(ξ) +
˜̃
P rf(ξ) + (−1)n+r+α+k+1∂ξ

\
z∈W2

f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ (−1)n+r+α+1
\

z∈W2

∂zf(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−2(z, ξ)

+ (−1)α+k+1
\

z∈ωτ

∂zf(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ (−1)α∂ξ

\
z∈ωτ

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r(z, ξ),
e qui entraîne en
ore
f(ξ) =

{
Lr+1∂Prf(ξ) + (−1)n+r+α+1

\
z∈W2

∂zf(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−2(z, ξ)

+ (−1)α+k+1
\

z∈ωτ

∂zf(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ)
}

+ ∂ξLrPrf(ξ)

+ (−1)n+r+α+k+1
\

z∈W2

f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ (−1)α
\

z∈ωτ

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r(z, ξ).On a don

f(ξ) = ∂ξ

{
(−1)n+r+α+k+1

\
z∈W2

f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−1(z, ξ)(⋆⋆)

+ (−1)α
\

z∈ωτ

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r(z, ξ) + LrPrf(ξ)
}

+ (−1)n+r+α+1
\

z∈W2

∂zf(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−2(z, ξ)

+ (−1)α+k+1
\

z∈ωτ

∂zf(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ Lr+1∂ξPrf(ξ) pour 1 ≤ r ≤ q − 2 et ξ ∈ ω′.Lemme 3.1. Pour 1 ≤ r ≤ q − 3, on a
∂Prf(ξ) = Pr+1∂f(ξ).Démonstration. Soit f une (n, r)-forme de 
lasse C1 sur ωτ . Alors ∂f estune (n, r+1)-forme 
ontinue sur ωτ . Si 1 ≤ r ≤ q−3 alors 1 ≤ r+1 ≤ q−2.On a don
, en remplaçant f par ∂f dans la formule (⋆⋆),
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∂f(ξ) = ∂(−1)n+r+α++k

\
z∈W2

∂f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−2(z, ξ)

+ (−1)α+

∂
\

z∈ωτ

∂f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ) + ∂Lr+1Pr+1∂f(ξ)

+ Lr+2∂Pr+1∂f(ξ) où α+ = α(r + 1).Notons que ∂Lr+1Pr+1∂f(ξ)+Lr+2∂Pr+1∂f(ξ) = Pr+1∂f(ξ). En appliquant
∂ aux deux membres de (⋆⋆), on obtient aussi

∂f(ξ) = ∂Lr+1∂Prf(ξ)

+ (−1)n+r+α+1∂ξ

\
z∈W2

∂zf(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−2(z, ξ)

+ (−1)α+k+1∂
\

z∈ωτ

∂zf(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ).Remarquons qu'à 
ause de ∂2 = 0, on a ∂Lr+1∂Prf = ∂Prf . En 
omparantles expressions obtenues aux deux dernières équations et en remarquant que
α+ = α + k + 1, on a alors (après simpli�
ation) le résultat annon
é. Si ontient 
ompte du lemme 3.1 dans la formule (⋆), on obtient
f(ξ) = ∂ξ

{
(−1)n+r+α+k+1

\
z∈W2

f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ (−1)α
\

z∈ωτ

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r(z, ξ) + LrPrf(ξ)
}

+ Lr+1Pr+1∂ξf(ξ) + (−1)n+r+α+1
\

z∈W2

∂zf(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−2(z, ξ)

+ (−1)α+k+1
\

z∈ωτ

∂zf(z) ∧ [RM ]0,n−k−r−1(z, ξ), ∀ξ ∈ ωτ ′ .Posons
Trf = (−1)n+r+α

\
z∈W2

f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−1(z, ·)

+ (−1)α
\

z∈ωτ

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r(z, ·) + LrPrf.On obtient ainsi la formule d'homotopie :
f = ∂Trf + Tr+1∂f sur ωτ ′ = ωτ ∩ U ′

z0
si 1 ≤ r ≤ q − 3,annon
ée dans le (i) du théorème 1.1.Prouvons maintenant la partie (ii) du dit théorème. Pour r = q − 2 larelation (R) s'é
rit

[RM ]0,n−k−q(z, ξ) = (−1)k[SM ]0,n−k−q(z, ξ)

+ (∂z[GM ]0,n−k−q−1(z, ξ) + ∂ξ[GM ]0,n−k−q).



Formule d'homotopie pour un domaine à bord 51Comme n−k−q < n−k−q+1, on n'a pas l'annulation de [SM ]0,n−k−q(z, ξ).Don
 l'intégrale Tz∈W2
∂zf(z) ∧ [SM ]0,n−k−q(z, ξ) n'est pas né
essairementnulle (∂W2 étant non vide) . Par 
onséquent, la formule (⋆⋆) n'est pas valablepour ∂f . Cependant, si ∂f = 0 et r = q − 2, la formule (⋆⋆) s'é
rit

f(ξ) = ∂ξ

{
(−1)n+r+α+k+1

\
z∈W2

f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−1(z, ξ)(4)
+ (−1)α

\
z∈ωτ

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r(z, ξ)
}

+ Prf(ξ), ∀ξ ∈ ωτ ′ .

En appliquant ∂ aux deux membres de (4), on a ∂Prf(ξ) = 0. Et 
omptetenu de (⋆), on obtient Prf = ∂LrPrf . Par 
onséquent, on a
f(ξ) = ∂ξ

{
(−1)n+r+α+k+1

\
z∈W2

f(z) ∧ [GM ]0,n−k−r−1(z, ξ)

+ (−1)α
\

z∈ωτ

f(z) ∧ [RM ]0,n−k−r(z, ξ) + LrPrf(ξ)
}

= ∂Trf(ξ).

On a don
 montré que si r = q − 2 et ∂f = 0, alors f = ∂Trf sur ωτ ′ .3.5. Estimation des opérateurs Tr. Dans la sous-se
tion 3.4 on a 
on-struit des opérateurs Tr de Cn,r(ωτ ) dans Cn,r−1(ωτ ′). Dans 
ette partienous nous proposons de les estimer jusqu'au bord. Plus pré
isément, nousvoulons prouver le théorème suivant :Théorème 3.2. Les opérateurs Tr obtenus à la �n de la sous-se
tion 3.4sont des opérateurs 
ontinus de Cn,r(ωτ ) dans C1/2−ε
n,r−1 (ωτ ′) pout tous ε > 0et 1 ≤ r ≤ q − 2.Démonstration. La régularité jusqu'au bord de l'intégrale Tz∈W2

f(z) ∧
[GM ]0,n−r−k(z, ·) a déjà été étudiée dans [6℄. Si f ∈ Cn,r(ωτ ) alors 
etteintégrale est dans C1/2−ε(ωτ ) pout tout 0 < ε < 1/2. De plus, l'opérateurde Henkin a été estimé dans [5℄. Remarques :(1) Bien que dans [6℄ les estimations ont été faites dans le 
as où ωτest stri
tement pseudo
onvexe, les noyaux RM et GM , dans notretravail, ont les mêmes singularités que dans [6℄. Les estimations de[6℄ restent en
ore valables dans notre 
as.(2) Si f est de 
lasse Cℓ sur ωτ , alors, toujours d'après [2℄, Trf est de
lasse C1/2+ℓ sur ωτ .4. Appli
ations. Nous voulons dans 
ette se
tion retrouver la version
C0 et dans le 
as �
on
ave� de quelques théorèmes d'invarian
e de 
ohomolo-gie obtenus dans [5℄ pour le 
as des hypersurfa
es réelles. La version C∞ de
es résultats est dans [7℄. Nous supposons dans 
ette se
tion que M est une



52 S. Sambou et B. Tourésous-variété CR générique de C
n, de 
odimension réelle k, de 
lasse C3 et

q-
on
ave.4.1. Notations. Soient Ω un ouvert deM et r un entier tel que 1 ≤ r ≤ n.On note alors Cα
n,r(Ω) (resp. Cα

n,r(Ω)) l'espa
e des (n, r)-formes di�érentielles
ontinues sur Ω (resp. sur Ω) si α = 0 et holdériennes d'ordre α si 0 < α < 1.On pose C<1/2
n,r (Ω) =

⋂
0<ε<1/2C

1/2−ε
n,r (Ω) et on dé�nit de même C<1/2

n,r (Ω).On asso
ie à 
es espa
es les sous-espa
es suivants, pour 0 ≤ α < 1 :
Zα

n,r(Ω) = Cα
n,r(Ω) ∩ Ker ∂b, E<1/2

n,r (Ω) = Z0
n,r(Ω) ∩ ∂bC

<1/2
n,r−1(Ω).On dé�nit de même les sous-espa
es 
orrespondant à Ω. En�n, on 
onsidèreles espa
es quotients suivants :

Hn,r
<1/2

(Ω) = Z0
n,r(Ω)/E<1/2

n,r (Ω).On a de même l'espa
e quotient 
orrespondant à Ω.4.2. Dé�nitionsDéfinition 4.1. Une 
on�guration a�ne q-
onvexe pour M est la don-née d'une 
olle
tion ordonnée [U,D, ψ, ̺1, . . . , ̺k, ̺−1, . . . , ̺−k], où :(1) U est un ouvert 
onvexe de C
n,(2) ψ, ̺1, . . . , ̺k, ̺−1, . . . , ̺−k sont des fon
tions à valeurs réelles de
lasse C2 dé�nies sur U telles que :(a) D = {z ∈ U | ψ(z) < 0} et dψ(z) 6= 0 pour tout z ∈ ∂D,(b) pour I = (i1, · · · , ik) ∈ I(k) un multi-indi
e (notation voir [2℄,par exemple), les fon
tions ̺i1 , . . . , ̺ik sont des fon
tions dé�nis-santes de M sur U ,(
) ∂̺i1 ∧ · · · ∧ ∂̺ik 6= 0 sur U ,(d) si on note Ων = {z ∈ U | ̺ν(z) < 0}, ν ∈ {±1, . . . ,±k} = J ,alors M ∩ U =

⋂
ν∈J Ων , U \M =

⋃
ν∈J Ων et U =

⋃
ν∈J Ων ,(e) pour 1 ≤ ℓ ≤ k et i1, . . . , iℓ ∈ J tels que |ij| 6= |ik| si j 6= k,

dψ(z) ∧ d̺i1(z) ∧ · · · ∧ d̺iℓ(z) 6= 0 sur {z ∈ U | ψ(z) = ̺i1(z) =
· · · = ̺iℓ(z) = 0},(f) pour tout λ = (λ0, λ1, . . . , λk) élément d'un k-simplexe, la formede Levi LCn

(λ0ψ + λ1̺i1 + · · · + λk̺ik) admet au moins q + kvaleurs propres stri
tement positives en tout point de U .Définition 4.2. Une bosse q-
on
ave pour M est une 
olle
tion ordon-née [U0, U1, U2, D1, D2, ψ1, ψ2, ̺1, . . . , ̺k, ̺−1, . . . , ̺−k] telle que :(1) U0 ⊂⊂ U1 ⊂⊂ U2 sont des ouverts relativement 
ompa
ts dans C
n,(2) pour i = 1, 2, Di = {z ∈ U2 | ψi(z) < 0},



Formule d'homotopie pour un domaine à bord 53(3) pour i = 1, 2, [U2, U2 \Di,−ψi, ̺1, . . . , ̺k, ̺−1, . . . , ̺−k] est une 
on-�guration q-
onvexe a�ne de M ,(4) D1 ⊆ D2 ave
 D2 \D1 ⊂⊂ U0.Définition 4.3. [θ1, θ2, V ] est un élément d'extension q-
on
ave dans
M si θ1 et θ2 sont des ouverts de M à bord C2 et V un ouvert relativement
ompa
t dans M tels que :(1) θ1 ⊆ θ2,(2) θ2 \ θ1 ⊂⊂ V ,(3) il existe une bosse q-
on
ave

[U0, U1, U2, D1, D2, ψ1, ψ2, ̺1, . . . , ̺k, ̺−1, . . . , ̺−k]telle que V = U2 ∩M et θi ∩V = {z ∈ V | ψi(z) < 0} = Di ∩V pour
i = 1, 2.Définition 4.4. On dit que M est q-
on
ave à l'in�ni si :(1) M est q-
on
ave,(2) il existe une fon
tion ϕ de 
lasse C2 sur M , un 
ompa
t K de M etune 
onstante C∞ ∈ R ∪ {+∞} tels que :(a) ϕ < 0 sur M \K,(b) {z ∈M | ϕ(z) ≤ c} est 
ompa
t pour tout c < C∞,(
) ϕ est (q + k)-
on
ave en tout point de M \K.Lemme 4.1. Soit [θ1, θ2, V ] un élément d'extension q-
on
ave dans M .Alors l'appli
ation restri
tion Hn,r

<1/2
(θ2) → Hn,r

<1/2
(θ1) est un isomorphismesi 0 ≤ r ≤ q − 2.Démonstration. Soient [θ1, θ2, V ] un élément d'extension q-
on
avedans M , et [U0, U1, U2, D1, D2, ψ1, ψ2, ̺1, . . . , ̺k, ̺−1, . . . , ̺−k] une bosse q-
on
ave asso
iée à 
et élément. Soit r ∈ N tel que 0 ≤ r ≤ q − 1.Supposons 2 ≤ r ≤ q − 2. Montrons que l'appli
ation restri
tion dé�nie
i-dessus est surje
tive. Soit f1 ∈ C

<1/2
n,r (θ1) telle que ∂bf1 = 0 sur θ1. Ondoit trouver f2 ∈ C

<1/2
n,r (θ2) telle que f1 − f2 ∈ E

<1/2
n,r (θ1). Comme ∂bf1 = 0,d'après la formule d'homotopie du théorème 1.1 établie dans la se
tion 3,on sait résoudre le ∂b sur ωτi

= Di ∩ U2 ∩M , i = 1, 2. Par 
onséquent ilexiste u = Trf1 ∈ C
<1/2
n,r−1(D1 ∩ U1 ∩M) tel que ∂bu = f1 sur D1 ∩U2 ∩M =

D1 ∩ V = θ1 ∩ V ⊂ θ1. Soit alors χ ∈ C∞(M) tel que χ ≡ 1 sur θ2 \ θ1 et
suppχ ⊂⊂ V . Posons u1 = χTrf1 sur θ1 et

f2 =

{
0 sur θ2 \ θ1,
f1 − ∂b(χTrf1) sur θ1.On a don
 u1 ∈ C

<1/2
n,r−1(θ1) et f2 ∈ C

<1/2
n,r (θ2) ave
 f1 − f2 = ∂bu1.
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ation restri
tion est aussi inje
tive. Soit f2∈Z
0
n,r(θ2)ave
 2 ≤ r ≤ q − 2 et telle qu'il existe u1 ∈ C

<1/2
n,r (θ1) ave
 ∂bu1 = f2sur θ1. Comme ∂bf2 = 0 sur θ2, d'après notre formule d'homotopie il existe

v = Trf2 ∈ C
<1/2
n,r−1(θ2 ∩ U2) telle que ∂bv = f2 sur θ2 ∩ U1. De plus, sur

U2 ∩ θ1 ⊂ U2 ∩ θ2, on a ∂b(v − u1) = 0. Par suite, v − u1 ∈ C
<1/2
n,r−1(θ2 ∩ U1)implique v − u1 ∈ Z0

n,r−1(θ1 ∩ U2). Comme 2 ≤ r ≤ q − 2, on a 1 ≤ r − 1 ≤
q−3. La même formule d'homotopie nous permet de trouver w = Tr−1(v−u)ave
 w ∈ C

<1/2
n,r−2(θ1 ∩ U0) et telle que ∂bw = v − u1. Si χ ∈ C∞(M) ave


χ ≡ 1 sur θ2 \ θ1 et suppχ ⊂⊂ V , alors prenons u2 = u1 − ∂b(χw) sur θ2.On a u2 ∈ C
<1/2
n,r−1(θ2) ave
 ∂bu2 = f2 sur θ2.Supposons r = 1. On utilise alors v − u1 = w où w est une (n, 0)-formeCR sur U1 ∩ θ1, et on pose alors u2 = u1 sur θ1 et u2 = v + w sur θ2 \ θ1.En�n, supposons r = 0. L'inje
tivité provient alors du fait que dans lesvariétés CR 1-
on
aves le prin
ipe du prolongement analytique est valablepour les formes CR. Ainsi une (n, 0)-forme CR sur θ2 qui s'annule sur θ1 estné
essairement nulle sur θ2. La surje
tivité dé
oule du fait suivant : si f estune (n, 0)-forme sur θ1, elle est CR sur U1 ∩ θ1 ∩Di ⊂ θ1, don
 admet uneextension CR sur M ∩ U0 et don
 sur θ2 (
f. thm. 7.2.1 de [1℄).Remarquons que pour r = q − 1, on a le lemme suivant :Lemme 4.2. Soient M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C

n,de 
lasse C3 et de 
odimension k. Soit [θ1, θ2, V ] un élément d'extension
q-
on
ave dans M tel que V ⊆ B(ξ, R) ∩M , où ξ est un point de θ2 \ θ1.Soit f ∈ C

<1/2
n,q−1(M) ave
 ∂bf = 0. Alors pour tout voisinage W dans M de

θ2 \ θ1, il existe u2 ∈ C
<1/2
n,q−2(θ2) ave
 ∂bu2 = f sur θ2 et u2 = u1 sur θ1 \W .Démonstration. On rempla
e le théorème 2.3.2(i) de [7℄ par la formuled'homotopie établie dans [2℄. La preuve est alors identique à 
elle de [7℄.Lemme 4.3. Soit [D,G] une extension stri
tement q-
on
ave dans M et

(Ui)i∈I un re
ouvrement de G \D par des ouverts de M . Alors il existe desouverts de M : θ0, . . . , θN , V0, . . . , VN−1 tels que :(1) θ0 = D et θN = G,(2) pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1}, [θi, θi+1, Vi] est un élément d'extension
q-
on
ave dans M ,(3) pour tout i ∈ {0, . . . , N − 1}, il existe j0 ∈ I tel que Vi ⊂⊂ Uj0 .On pourra se reporter à [7℄ pour la dé�nition de la notion d'extensionstri
tement q-
on
ave et la preuve du lemme 4.3.On déduit des lemmes 4.1 et 4.2 le théorème suivant :
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tement q-
on
ave dansM .Alors l'appli
ation restri
tion : Hn,r
<1/2(G) → Hn,r

<1/2(D) est un isomorphismesi 0 ≤ r ≤ q − 2.On a aussi le résultat suivant :Théorème 4.2. Soit M une sous-variété CR générique de C
n, de 
lasse

C3 et de 
odimension réelle k. On suppose queM est q-
on
ave à l'in�ni. Soit
D un domaine de M tel que D = K ∪{z ∈M \K | ϕ(z) < 0} où K ⊂⊂M .Alors l'appli
ation restri
tion Hn,r

<1/2(M) → Hn,r
<1/2(D) est un isomorphismepour tout r tel que 0 ≤ r ≤ q − 2, et don
 dimCH

n,r(M) < +∞ pour untel r. De plus, si r = q − 1, alors elle est inje
tive.Démonstration. Soient K,ϕ 
omme dans la dé�nition 4.4. Dé�nissons
D 
omme dans l'énon
é du théorème 4.2. Alors, 
ompte tenu de la formuled'homotopie du théorème 1.1, le reste de la preuve est identique à 
elle dela proposition 3.1, se
tion 3, 
hapitre 7 de [4℄.Référen
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