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ÐgÛ&ã�Þ�Ðgá�ä}Þ=Ü�Ü�òÌäuÛ&ãÌðPÜ|Ò�ÐgÒ�Þ=Ï±Ý
å�äTÑ�ó	ÞRìdÐgê&õwàïæ�_�ô[ØoðñÞ=äuÒ_ØöÞRìgÒÌÒ�ç�Ò_Ï#Ï�ë±äuÜ|Ò_Þ�ì�Þ=Ï±Ý�ÐgÑ±Òuò�ÑPÞ_ç&ÒÌÐgÑ±ÒÌÞ�ð±ðPìgÛ_ø
á|ã�ÞRÐgá|Û&Ï�ðPìgÛ�ðrÒ�ìdÐ�ò&õræ©Ò�Ð
ë±ØhÏ±Û=ÐgÒ³ÐgÑPÞ�ÐhÒ�ç�Òuìdòc�±ì�Y_äTÑ±ÒuÐdô~å�äTÑ�ó	Þ�ìdÐgê�ØoðñÞ=äuÒöá�Ø�Þ=ë
ÐgÛ&ãIÞ�Ðgá|ä_Þ=Ü|Ü�ò.ÞÌàïæ½å�ô[ØoðñÞ=ä_Ò=õ
Î�ÐFá|ØFÒ}Þ=Ødá�Ü�ò)ØdÒ_ÒuÏ�ÐgÑPÞ�Ð;Þ=Ï�ò�àïæ½å�ô[ØoðAÞ�ä_Ò

X = projN∈N indn∈NXN,n
Ù	óhÑPÒ�ìgÒ

XN,n
Þ�ìgÒ

é�Þ�ÏñÞ�äÇÑ#ØoðAÞ�ä_ÒuØuÙ
indn∈NXN,n

Ý±ÒuÏ±Û=ÐgÒ_Ø³ÐgÑ±ÒÌÜ|Û*ä_Þ=Ü|Ü�ò�äuÛ&Ï�ç�Ò�ø�á|Ï±Ý±ë±äuÐgá�ç�ÒIÜ�á|ãIá�Ð4è�Ý±á�ìgÒuäuÐöÜ�á|ãIá�Ð�î�Û&ß
Þ5ØdÒ_ý�ë±ÒuÏPäuÒ

(XN,n)n∈N
óhÑ±ÒuìgÒ;ÐgÑPÒ�Ü|á�Ï
ú
á|Ï±Ú�ã�ÞRðñØ.Þ�ìgÒ�ä_Û&ã�ðAÞ�äuÐ_Ù

projN∈N YN
ÝPÒuÏ±Û=ÐgÒuØ^ÐgÑPÒ

ÐgÛ=ðzÛ&Ü�Û&Ú&á�ä}Þ=Ü*ð±ìgÛ<W~Ò_ä�Ðgá�ç&Ò	Ü|á�ãIá�Ð�è�á�Ï�ç&ÒuìgØdÒ	Ü|á�ãIá�Ð�î©Û&ßAÞ�ØdÒ}ý�ë±ÒuÏ±ä_Ò
(YN )N∈N

Û&ßñÜ�Û*ä_Þ=Ü|Ü�ò�ä_Û=Ï�ç&Òuø�ØoðñÞ=äuÒ_Ø
è�ØdÒuÒd� ���e��ÙñßaÛ=ì�ÐgÑ±ÒöãÌÛ*Ý±ÒuìgÏ9ÐgÑ±Ò_Û�ìdò9Û&ß�Ü�Û*ä_Þ=Ü|Ü�ò9äuÛ&Ï�ç�Ò�ø.á�Ï±ÝPë±ä�Ðgá�ç�Ò�Ü|á�ãIá�ÐgØ�ØdÒ_Ò@� ����îTõ
æ©Ò�Ð�ë±Ø�Ý±ÒuÏPÛ�ÐgÒI÷�ò

Ω ⊆ Rd Þ=Ï�Û=ðzÒuÏ Ý±Û&ã�Þ=á�Ï(Þ=Ï±Ý�÷�ò (KN )N∈N
Ù
K1 b K2 b · · · b Ω

Ù
Þ^ä_Û&ã�ðAÞ�äuÐ�Ò�ø
ÑPÞ=ë±ØoÐgá|Û&ÏrÙrá�õ Ò=õ|Ù ⋃

N∈NKN = Ω
õ)f�Ò�ìgÒ b ãIÒ_Þ=Ï±Ø³ÐgÑPÞ�Ð�Û&Ï±ÒÌØdÒ�Ð�á|Ø�ä_Û&ã�ðAÞ�äuÐöÞ=Ï±ÝäuÛ&Ï�ÐTÞ=á|Ï±ÒuÝFá|Ï9ÐgÑ±Ò�á|Ï�ÐgÒuìgá�Û=ì�Û=ß©ÐgÑ±ÒöÛ�ÐgÑPÒ�ìhÛ&Ï±Ò=õ

g]h�i�jlknm6?�H2Jpo(èeq�r2U$ST/	��VUs�
t�u�v;�����vS��wn��vK���/
D ′(Ω)

îTõ�Î�Ðïá�Ø2ó]Ò_Ü�Ü±ú
Ï±Û}óhÏIÐgÑPÞ�Ð
D ′(Ω)

á|ØïÝ±Òx=PÏPÒuÝ
Þ=Ø9ÐgÑPÒ#ØoÐdìgÛ&Ï±Ú$Ý±ëPÞ=Ü�Û&ß�ÐgÑ±Ò#ØoðAÞ�ä_Ò

D(Ω) = indN∈NDKN

Û&ß�ÐgÒ_ØoÐFßaëPÏ±ä�Ðgá|Û&Ï±ØuÙ	óhÑ±ÒuìgÒ
DKNá�Ø.ÐgÑ±Ò�Ï�ë±ä_Ü�Ò}Þ�ì\�Pì�YuäÇÑ±Ò�Ð;ØoðñÞ=äuÒ�Û&ß�ØdãÌÛ*Û=ÐgÑ0ßXë±Ï±ä�Ðgá|Û&Ï±Ø.óhá�ÐgÑ�ÐgÑ±Ò�Ødë
ð±ðzÛ=ìdÐ;äuÛ&Ï�ÐTÞ=á|Ï±ÒuÝ0á�Ï
KNè�Ò_ý�ë±á�ð±ðzÒ_Ý�óhá�ÐgÑ)ÐgÑ±Ò�ÐgÛ=ðzÛ&Ü|Û&Ú�ò�Û&ß�ë±ÏPá�ßXÛ=ìgã äuÛ&Ï�ç�ÒuìgÚ=Ò_Ï±äuÒ�óhá�ÐgÑ)ìgÒuØoðzÒ_ä�Ð9ÐgÛ$Þ�Ü|Ü³Ý±Òuìgá�ç&Þ�Ðgá�ç�ÒuØÇîTõ

å�á|Ï±äuÒ^ÐgÑ±Ò4á|Ï±Ý±ë±äuÐgá�ç�Ò^Ü|á|ãÌá�Ð
D(Ω)

á|Ø�ØoÐdìgá�äuÐy�{z<z*Ù�ÎdÎTõ��*õ{|��[Ù
D ′(Ω) = projN∈ND ′KN

Þ=Ï±Ý5á�Ð�á|ØÌÞ
àïæ�_�ô[ØoðñÞ=äuÒ4è�äuÛ&ãÌðwõ����<��Ù�}1z*õÊÔ±èS}�î~�XîTõ



CLASSICAL PLS-SPACES
�_Ã

g]h�i�jlknm6? Ó=õÊÕFèeq-r2U$ST/	��VU �
t[��UV	 � 	���	 ��� ��vS� tVw��E�x��vS���/
A (Ω) := {f : Ω→ C : f

	��E	 ��� ��vS� } îTõû Ñ±Ò�ØoðñÞ=äuÒ
A (Ω)

á|Ø�Ò_ý�ë±á�ð±ðzÒ_ÝFóhá�ÐgÑ;ÐgÑ±Ò�ë±Ï±á�ý�ëPÒ�Ü|Û*ä_Þ=Ü|Ü�òFä_Û&Ï�ç�Ò�ø.ÐgÛ=ðzÛ&Ü|Û=Ú=òFØdëPäTÑ;ÐgÑPÞ�Ð³ßaÛ=ì³Þ=Ï�ò
U ⊆ Cd Û=ðzÒuÏwÙ Rd ∩ U = Ω

Ù±ÐgÑ±Ò³ìgÒ_ØoÐdìgá�äuÐgá�Û&Ï.ã�Þ�ð
R : H(U)→ A (Ω)

á�ØhäuÛ&Ï�Ðgá|Ï�ë±Û&ë±Ø�Þ=Ï±ÝFßXÛ=ì
Þ=Ï�ò;ä_Û=ãÌðñÞ=äuÐ³ØdÒ�Ð

K ⊆ Ω
ÐgÑPÒ�ìgÒuØoÐdìgá|ä�Ðgá|Û&Ï�ã�Þ�ð

r : A (Ω) → H(K)
á�Ø³äuÛ&Ï�Ðgá|Ï�ë±Û&ë±Øuõ)L�Ø�ë±ØdëñÞ�Ü

ó]Ò�Ò_ý�ë±á�ðIÐgÑ±Ò�ØoðñÞ=äuÒ
H(U)

Û&ßAÑ±Û&Ü�Û&ãIÛ=ìdðPÑ±á|ä�ßXë±Ï±äuÐgá�Û&Ï±Ø2Û&Ï
U
óhá�ÐgÑÌÐgÑ±Ò	ä_Û&ã�ðAÞ�äuÐdô[Û=ðzÒuÏÌÐgÛ=ðzÛ&Ü�Û&Ú=ò

Þ=Ï±Ý.ÐgÑ±Ò�ØoðñÞ=ä_Ò
H(K)

Û&ß�Ú=ÒuìgãIØ�Û&ß�Ñ±Û&Ü�Û&ãIÛ=ìdðPÑ±á|äößXë±Ï±äuÐgá�Û&Ï±Ø�Û&Ï
K
óhá�ÐgÑ.á�ÐgØhÏPÞ�Ðgë
ìTÞ=ÜzÐgÛ=ðzÛ&Ü|Û=Ú=ò��

H(K) = indn∈NH
∞(Un),

óhÑ±Ò�ìgÒ
(Un)n∈N

á|ØhÞ�÷ñÞ=Ødá|ØhÛ&ß
Cd
ô[ÏPÒuá|Ú=Ñ�÷zÛ&ë
ìgÑ±Û*Û*Ý±ØhÛ&ß

K
õ

�	� ?/F�
�?/j H2J�5è�â�Þ�ìdÐgá|Ï±Ò_Þ=ërÙ��{���<��îTõcq-r2U���U vG U���	���� ��� ���EUc�~�VT/� � ��� � ���
A (Ω)

�	<��vG;t � v;��� ��r2U
�V����u�v���vS���8	��V���<Us	��EuyU��Eu���� UVu��Xv���r ��r�v;$�~�VT/� � ��� � ���EU$r2	�

A (Ω) = projN∈NH(KN ).
û Ñ±Ò]ÐgÛ�ðrÛ=Ü|Û&Ú=òöÝ±Ò�=PÏ±ÒuÝÌÞ�÷zÛ}ç�Ò]á|Ø'��r2U©ÏPÞ�Ðgë
ìTÞ=Ü�ÐgÛ=ðzÛ&Ü�Û&Ú=ò�Û&Ï

A (Ω)
Ù=á�Ð�á�Ø�ç�Ò�ìdòöó]Ò_Ü�Ü±Þ�ÝñÞRðPÐgÒuÝ�ÐgÛ

Þ�ð±ðPÜ|á�ä}ÞRÐgá|Û&Ï±Ø³Þ=Ï±Ý;ÐgÛ�ÐgÑ±Ò�ØoÐdìgë±äuÐgë
ìgÒ�Û&ß½ÐgÑ±Ò�ØoðAÞ�ä_Ò=õzâ�Û=ìgÒuÛ}ç�Ò�ì³á�Ð�ÑPÞ=Ø�ØdÒ�ç�ÒuìTÞ�Ü©ëPØdÒußXë±ÜDð±ìgÛ=ðzÒ�ìdÐgá|ÒuØ
è�ØdÒuÒ8�{���<��Ù�ÐgÑ±Ò.á|Ï�ÐdìgÛ*Ý±ë±ä�ÐgÛ=ìdò5ðñÞ�ìdÐgØIÛ=ßs� ����Þ�ÏPÝ ���e��Ù � ��Ôe�[Ù]�ÊÕ��<��Ù �ÊÕ1|e�[Ù]�ÊÕ1����Ù �{}&Ôe�[Ù�ä_Û&ã�ðAÞRìgÒ;Þ=Ü|ØdÛ
ÐgÑ±Ò9÷zÒ_Þ=ë
Ðgá|ßaëPÜ�÷zÛ*Û=ú(Û&Ï5ìgÒ}Þ�Ü�Þ=ÏPÞ=Ü�ò�Ðgá|ä.ßaë±ÏPä�Ðgá|Û=ÏPØ � |=Ö���îTõ û ÑPÒ^ÐgÛ=ðzÛ&Ü|Û=Ú=ò5Û=Ï�ÐgÑ±Ò9ØoðñÞ=äuÒFÛ=ßhìgÒ_Þ=Ü
Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä�ßaë±ÏPä�Ðgá|Û=ÏPØ©ðPÜ�Þuò
Ø½Þ=Ï�á�ãÌðzÛ=ìdÐTÞ=Ï�Ð�ìgÛ=Ü|Ò�á|Ï�Þ�ð±ðPÜ|á�ä}Þ�Ðgá�Û&Ï±Ø	è�ØdÒ_Ò=ÙRßXÛ=ì½á|Ï±ØoÐTÞ=Ï±äuÒ&Ù�� |
Óx�[Ù��{|1}���Ù2� ��|��[Ù
�{�<z��[ÙX�{|<|��[ÙX�{|1���[ÙX�{��Ö��[ÙX�ÊÕ=Ö��[ÙX�ÊÕ
Óx��ÙP� Õ��e�XîTõ�å�á|Ï±äuÒÌßXÛ=ì�Þ�Ï�ò;Ð�ó]Û.Ý±Û&ã�Þ�á|Ï±ØöÛ=ß�Ñ±Û&Ü�Û&ãIÛ=ìdðPÑ�ò

Ω1 b Ω2ÐgÑ±ÒFìgÒuØoÐdìgá|ä�Ðgá|Û&Ï�ã�Þ�ð
ρ : H∞(Ω2) → H∞(Ω1)

á|Ø4Ï�ë±ä_Ü�Ò}Þ�ì#è�ØdÒuÒ;ÐgÑ±ÒFð±ìgÛ*Û&ß�Û=ß@� z&Õ*Ù'��õ �±õ{}���îTÙ
ÐgÑ±Ò;ØoðñÞ=äuÒ

H(KN )
á�Ø9Þ Z^�:_�ô[ØoðñÞ=äuÒ�Þ=Ï±Ý

A (Ω)
á|Ø4Þ àïæ-_�ô[ØoðñÞ=äuÒ5èXÐgÑ±ÒuìgÒußXÛ�ìgÒ&Ù2á�Ð^á�Ø4Ï*ë±äuÜ|Ò_Þ�ì

Þ=Ï±Ý�ÑPÞ=ØÌÐgÑ±Ò.Þ�ð±ð±ìgÛ}ø
á|ãIÞ�Ðgá|Û&Ï�ð±ìgÛ=ðzÒ�ìdÐ�òñîTõ���Ødá|Ï±Ú�ÐgÑ±Ò9ä_Ü|Þ=ØdØdá|ä_Þ=Ü]ìgÒ_Ødë±Ü�ÐIÐgÑPÞ�Ð
Ω
ÑñÞ�Ø�Þ�÷ñÞ=Ødá�ØIÛ&ß

Cd
ô[Ï±Ò_á�Ú&Ñ�÷zÛ&ë
ìgÑPÛ�Û*Ý±Ø4óhÑ±á|äTÑ�Þ�ìgÒ;Ý±Û&ã�Þ=á�Ï±Ø^Û=ß�Ñ±Û&Ü�Û&ãIÛ=ìdðPÑ�ò è�ßXÛ�ì4Ò_Ü�Ò_ãIÒuÏ�ÐTÞ�ìdò�ð±ìgÒuØdÒ_Ï�ÐTÞ�Ðgá�Û&Ï�Û&ß
ÐgÑ±á|ØöìgÒuØdë±Ü�Ð�ØdÒ_Ò � Õ��e��î³Û=ÏPÒIð±ìgÛ}ç&Ò_Ø�Ò_Þ=Ødá�Ü�ò#ÐgÑPÞ�Ð�ðzÛ&Ü�ò
Ï±Û&ãIá|Þ=Ü|Ø�Þ�ìgÒ�Ý±ÒuÏPØdÒ�á|Ï

A (Ω)
ÙDØdÛ

A (Ω)
á|Ø

ØdÒ�ðñÞ�ìTÞ�÷PÜ|Ò=õ
g]h�i�jlknm6?�H2J��(èeq�r2U�� ��w��svSU�w � � 	�V �
tdw � ����	�u�v �lUx��Ux�/��vS	�� � U[tVw��E����vK���/

E{ω}(Ω)
îTõ �(Ò4Ý±Òx=ñÏ±Ò

ÐgÑ±á|Ø�ä_Ü|Þ=ØdØ�Þ�Ø

E{ω}(Ω) := {f ∈ C∞(Ω) : ∀ N ∈ N ∃ m ∈ N : ‖f‖N,m <∞},
óhÑ±Ò�ìgÒ

‖f‖N,m := sup
x∈KN

sup
α∈Nd

|f (α)(x)| exp

(
− 1

m
ϕ∗ (|α|m)

)
,

ϕ∗(t) := sup
x≥0

(xt− ϕ(t))
èXÐgÑ±Ò! 2Û&ë±ÏPÚIäuÛ&Ï�Woë±Ú�Þ�ÐgÒ�Û=ß

ϕ
îTÙ

ϕ(t) := ω(et)

Þ=Ï±Ý
ω : [0,∞[→ [0,∞[

á�Ø�Þ�äuÛ&Ï�Ðgá|Ï�ë±Û&ë±Ø�á|Ï±äuìgÒ_Þ=Ødá�ÏPÚ�ßXë±Ï±äuÐgá�Û&Ï(è�ÞIØdÛ=ô[ä}Þ�Ü|Ü|ÒuÝ"� Uxv�<r6�aî	ØgÞRÐgá|Ødßaò*á|Ï±Ú
ÐgÑ±Ò�ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhá�ÏPÚIäuÛ&Ï±ÝPá�Ðgá|Û&Ï±Ø#�
è
α
î
ω(2t) = O(ω(t)) $è

β
î
ω(t) = O(t) $è

γ
î

log t = o(ω(t)) $è
δ
î
ϕ
á|ØhÞÌäuÛ&Ï�ç�Òuø9ßXë±Ï±ä�Ðgá|Û&Ïrõ

æDÒuÐ4ë±Ø�ÏPÛ�ÐgÒFÐgÑPÞ�Ð�ßXÛ=ì�ðñÞ�ìdÐgá�Þ=Ü�Ý±Òuìgá�ç&Þ�Ðgá�ç�ÒuØIó]Ò;ë±ØdÒFÐgÑ±ÒFÐ�ò�ðñá�ä}Þ�Ühã�ë±Ü�Ðgá�á|Ï±Ý±Òuø Ï±Û=ÐTÞ�Ðgá�Û&Ï óhÑPÒ�ìgÒ
|α| := α1 + · · · + αd

ßXÛ�ì
α ∈ Nd õ û Ñ±Ò;äuÛ&Ï±Ødá|Ý±Ò�ìgÒ_Ý$äuÜ�Þ=ØdØdÒuØ�ó]Ò�ìgÒ;á�Ï�ÐdìgÛ*Ý±ëPäuÒuÝ�á�ÏI�{z��e��Þ=Ï±Ý

Øoò
ØoÐgÒuã�Þ�Ðgá�ä}Þ�Ü|Ü�òIØoÐgë±Ý±á|ÒuÝ4á�Ï ��Óe|���õ û ÑPÒhãIÛ=Ðgá�ç=Þ�Ðgá�Û&Ï�ä_Û=ãIÒ_Ø�ß�ìgÛ&ã ó]Û=ìdúIÛ&ß)f�Û&Ü�ãIÚ=ìgÒuÏ^Þ=Ï±Ý.ù�Ò�ç*ìgÒ�ò



� �
P. DOMAŃSKI

óhÑ±Û�Û=÷PØdÒuìdç&Ò_Ý(ÐgÑPÞ�Ð�ÐgÑPÒ4ßXë±Ï±äuÐgá�Û&Ï±Ø�á�Ï5ÐgÑ±Ò�ú�Ò�ìgÏ±Ò_Ü�Û&ß�Ñ�ò*ðzÛ*Ò_Ü�Ü|á�ðPÐgá�ä4Ü|á|Ï±Ò_Þ�ì�ðñÞ�ìdÐgá�Þ�Ü�ÝPá�üzÒuìgÒuÏ�Ðgá�Þ=Ü
Û=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìgØhÞ�ìgÒ�÷zÒ�ÐdÐgÒuì�ØdãIÛ*Û�ÐgÑ.ÐgÑPÞ=Ï.Òuø*ðzÒuäuÐgÒuÝrõ û Ñ±á|ØhÛ=÷PØdÒuìdç=Þ�Ðgá�Û&Ï.Ü|ÒuÝ.ÐgÛÌÐgÑ±ÒöÝ±Òx=PÏPá�Ðgá|Û&Ï.Û&ß©ÐgÑPÒ
ØdÛ=ô[ä_Þ=Ü�Ü|ÒuÝ�ù�Òuç�ìgÒuò9äuÜ�Þ�ØdØdÒ_Ø�è�á�õ Ò=õ|Ù

E{ω}
óhá�ÐgÑ

ω(t) = t1/p
Ù
p ∈ (0, 1)

îTõ
� Ü|Ò_Þ�ìgÜ�ò&Ù

E{ω}(Ω)=projN∈N indn∈N E{ω},N,n(Ω)
Þ=Ï±Ý

E{ω},N,n(Ω)={f ∈C∞(Ω):‖f‖N,n<∞}
Þ�ìgÒ�é�Þ=ÏPÞ=äTÑ�ØoðñÞ=ä_ÒuØ2óhá�ÐgÑIÏPÛ�ìgãIØ ‖f‖N,n õ�Î�Ðïá|Ø2ð±ìgÛ}ç&Ò_Ý�á�Ï � ��Ô*Ù�à2ìgÛ=ðwõ�}*õ ���½è�äuÛ&ãÌðwõ���Óe|
Ù � Û=ì_õ
Õ�õ��*Ù
æDÒ_ãÌã�Þ@�
õ�|��DÞ=Ï±Ý �{z1��Ù©Ó�õ�Óe���XîTÙ±ÐgÑPÞ�Ð

E{ω}(Ω)
Þ�ìgÒ�àïæ�_�ô[ØoðAÞ�ä_ÒuØuõPÎ�ß

∫ ∞

0

ω(t)

1 + t2
dt =∞

ÐgÑ±ÒuÏ�ÐgÑ±Ò�äuÜ�Þ�ØdØIè�Û=ì�ÐgÑ±Ò�ó]Òuá|Ú&Ñ�Ð�î	á|Ø��xw/	�VvS	��E	 ��� ��vS��è�á�õ Ò=õ|ÙñÐgÑPÒ�ìgÒ�Þ�ìgÒ�Ï±Û^ÒuÜ|ÒuãIÒ_Ï�ÐgØ�óhá�ÐgÑ�äuÛ&ãÌðñÞ=ä�Ð
Ødë
ð±ðzÛ=ìdÐFá|Ï

E{ω}(Ω)
îTõhí�ÐgÑ±Ò�ìdóhá|ØdÒ#ÐgÑ±Ò#äuÜ�Þ=ØdØ.á|ØN�E�������xw/	�VvS	���	 ��� ��vS�Çõ û ÑPÒ#ØoðñÞ=ä_ÒuØ

E{ω}
ó]Ò�ìgÒ

äuÛ&Ï±Ødá|Ý±Ò�ìgÒ_ÝrÙPßXÛ=ìhá�Ï±ØoÐTÞ=Ï±ä_Ò=ÙPá|Ï8�ÊÔ��[Ù��|Ó_Ö���Ù��|Ó}Õ���Ù��|Ó��<��Ù�� }��<�[Ù�� }1|��[Ù�� }1���[Ù��{|�� �[Ù��{�1�e�[Ù����<}e�©Þ=Ï±Ý �{�1�e�2õ
g]h�i�jlknm6?�H2J��EJ û Ñ±Ò�ä_Ü|Þ=ØdØ³Û&ß2ë±Ü�ÐdìTÞ=Ý±á|ØoÐdìgá�÷Pë
Ðgá|Û=ÏPØ³Û&ß2é	Òuë
ìgÜ|á�ÏPÚ4Ð�ò*ðzÒ

D ′(ω)(Ω)
Ù
ω
Þ4Ï±Û&Ï
ô�ý�ëPÞ=Ødá�ô

Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä³ó]Òuá|Ú&Ñ�Ð_ÙPá|ØhÞÌàïæ�_�ô[ØoðAÞ�ä_Ò�è�ØdÒ_Ò@�|Ó |��DßXÛ=ì�ÐgÑ±Ò�Ý±Òx=ñÏ±á�Ðgá|Û&Ï;Þ�ÏPÝ9ðPìgÛ�ðrÒ�ìdÐgá|ÒuØÇîTõ
g]h�i�jlknm6?�H2J�� èeq�r2U	��
<��r2U�� � T�U^MPORQ��S�U���w�U��E�VU�ST/	��VU�

Λ(A)
îTõ�æDÒ�Ð

A = (aj,N,n)
÷zÒ�Þ.ã�Þ�ô

Ðdìgá�ø9Û&ß©ðzÛ&Ødá�Ðgá�ç�Ò�ÒuÜ|ÒuãIÒ_Ï�ÐgØ�ØgÞ�Ðgá|Ødß�ò
á|Ï±ÚÌÐgÑ±Ò�ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhá�ÏPÚIäuÛ&Ï±ÝPá�Ðgá|Û&Ï±Ø#�
è�áXî

aj,N,n ≥ aj,N,n+1 $è�á|áXî
aj,N,n ≤ aj,N+1,n $è�á�á|áXî
limj→∞

aj,N,n+1

aj,N,n
= 0
õ

� Ò�ÝPÒx=PÏ±Ò
Λ(A) := {x = (xj) : ∀ N ∈ N ∃ n ∈ N : ‖x‖N,n <∞},

óhÑ±Ò�ìgÒ
‖x‖N,n :=

∑

j

|xj |aj,N,n.
� Ü�Ò}Þ�ìgÜ�ò�Ù

Λ(A) = projN∈N indn∈N l1(aj,N,n),
óhÑ±Ò�ìgÒ

l1(aj,N,n)
Ý±ÒuÏ±Û=ÐgÒ_Ø�ÐgÑ±ÒFó]Òuá|Ú&Ñ�ÐgÒuÝ

l1
ô[ØoðñÞ=ä_Ò;Ò}ý�ëPá�ð±ðrÒuÝ$óhá�ÐgÑ$ÐgÑ±Ò�Ï±Û=ìgã ‖ · ‖N,n õ û Ñ±ÒäuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá|Û=Ï(è�á|á�áXîïá|ãÌðPÜ|á�Ò_Ø�ÐgÑPÞ�Ð

Λ(A)
á|ØhÞÌàïæ½å�ô[ØoðAÞ�ä_Ò=õPÎ�ß�á|Ï±ØoÐgÒ_Þ=ÝFÛ&ß]è�á|á�áXî

è�á�çñî ∑
j
aj,N,n+1

aj,N,n
<∞

Ñ±Û&Ü�ÝPØ	ÐgÑ±Ò_Ï
Λ(A)
á�ØhÒ�ç�Ò_ÏFÞÌà2æ-_�ô[ØoðñÞ=äuÒ&õ

g]h�i�jlknm6?�H2J�EJ���ç�Òuìdò�ä_Ü�Û&ØdÒuÝIØdë
÷PØoðñÞ=äuÒhÞ=Ï±ÝÌÒ�ç�Òuìdò�äuÛ&ãÌðPÜ|Ò�ÐgÒ	ý�ë±Û=Ðgá|ÒuÏ�Ð2Û=ßAÞ³à2æ�å�ô[ØoðñÞ=äuÒ�è�àïæ�_�ô
ØoðñÞ=äuÒ�î�á�ØhÛ&ßDÐgÑ±ÒöØgÞ=ãÌÒ�Ð�ò*ðzÒ4è�ØdÒuÒ@�ÊÕ<}
Ù±à2ìgÛ=ðwõDÓ=õ�}*Ù û Ñ±Ò_Û=ìgÒuã Ó=õ²Õ��XîTõ

�E" &�0�����0������G,�9���0�+���0�*�0���� ,������ ��*<" æ©Ò�Ð�ë±ØïìgÒuä_Þ=Ü|Ü±ÐgÑPÞ�Ð]ÞöØdÒ_ý�ë±ÒuÏPäuÒhÛ&ßzÒ_Ü�Ò_ãIÒuÏ�ÐgØ
(fn)n∈N

Û&ßwÞ
Ü�Û*ä}Þ�Ü|Ü�ò^ä_Û&Ï�ç�Ò�ø9ØoðñÞ=äuÒ

X
á|ØhÞ �V	��vGïá|ß�Ò�ç�Òuìdò^ÒuÜ|ÒuãIÒuÏ�Ð

f ∈ X ä}Þ�Ï.÷zÒ�ìgÒ�ð±ìgÒ_ØdÒuÏ�ÐgÒ_Ý.ë±Ï±á�ý�ë±ÒuÜ�ò.Þ=Ø

f =

∞∑

n=0

anfn, (an)
ÞÌØdÒ}ý�ëPÒuÏ±ä_Ò�Û&ß©Ødä}Þ=Ü|Þ�ìgØ�è�ØdÒuÒ@� ����ÙAå�Ò_ä=õDÓ��±õ�}e��î

.

û Ñ±Ò�ìgÒöá|Ø�Þ=ÏFÒ�ø*ÐgÒ_Ï±Ødá�ç�Ò�ÐgÑ±ÒuÛ=ìdò9Û&ß�è�å�äÇÑPÞ=ë±Ý±Ò�ì�î�÷ñÞ=ØdÒuØ�á|Ï;ÞÌç&ÞRìgá|Ò�Ð�ò9Û&ß�ßXë±Ï±äuÐgá�Û&ÏFØoðAÞ�ä_ÒuØ�è�ØdÒ_Ò�ÐgÑPÒ
ØdÒuäuÐgá�Û&Ï�Û&Ï�ØoðrÒuäuá�Þ=Ü±÷ñÞ=ØdÒ_Ø�á�Ï�ßXë±Ï±äuÐgá�Û&Ï�ØoðñÞ=äuÒ_ØïÝ±ëPÒ�ÐgÛ��½á�Ú&á|ÒuÜAÞ=Ï±Ý � Û<W�ÐTÞ=Ødêuä_ê�ò*úÌá|Ï � ��Õ�Ù�ð±ðwõ2|1�
Ó"!



CLASSICAL PLS-SPACES
���

|&Ô1�e�[Ù�ØdÒ_Ò³Þ=Ü�ØdÛy�{�<�*Ù2}&Ô*õ�|e�[ÙE� ����ÙPå�Ò_ä=õzÓx��Þ=Ï±Ý }
Ó=õ|Ó_Ö���ÙE�{z<|
Ù � ÑñÞRðPÐgÒ�ì]z��XîTõPí�ßwäuÛ&ë
ìgØdÒ&Ù*Þ�ØdÒ_ý�ë±Ò_Ï±äuÒ�Û&ß
Ò�ø*ðPÜ|á�ä_á�ÐgÜ�ò�Ú&á�ç&Ò_ÏÌÏ±á|äuÒ	÷ñÞ=Ødá�Ø�ç�Òuä�ÐgÛ=ìgØ�á|Ø½ÐgÑ±Ò	ãIÛ&ØoÐ2Ñ±Ò_Ü�ðPßXë±Ü±Û=÷2WoÒuäuÐ½óhÑ±á|äTÑ�Þ=Ü�Ü|Û}óhØ�ëPØ½ÐgÛ³ÝPÒuäuÛ&ãÌðzÛ&ØdÒ
Ò�ç�Ò�ìdò�ÒuÜ|ÒuãIÒuÏ�Ð	Û&ßzÐgÑPÒhØoðAÞ�ä_Ò�á�Ï�ÐgÛ�á�ÐgØ]ÒuÜ|ÒuãIÒuÏ�ÐTÞ�ìdòI÷Pë±á|Ü|Ý±á�ÏPÚ�÷PÜ|Û*ägú
Ø]Þ=Ï±ÝrÙ�ÐgÑ±ÒuìgÒußXÛ=ìgÒ=Ù�ð±ìgÛ}ç
á�ÝPÒuØ]ë±Ø
óhá�ÐgÑ(á�ÏPßaÛ=ìgã�Þ�Ðgá�Û&Ï Û&Ï ÐgÑ±Ò�á|Ï±Ý±á�ç
á�ÝPëPÞ=ÜïÒuÜ|ÒuãIÒ_Ï�ÐgØ�äuÛ&Ï±Ødá|Ý±ÒuìgÒuÝrõR_�Ò�ç�Ò�ìdÐgÑ±Ò_Ü�Ò_ØdØuÙ©Ò�ç�ÒuÏ(á�ß�ÐgÑPÒ�ßXÛ=ìgã
Û&ß�ÐgÑPÒI÷ñÞ=Ødá|Ø�ç�ÒuäuÐgÛ=ìgØ�á�Ø�ë±Ï±ú*ÏPÛ_óhÏwÙDÐgÑ±Ò4ãIÒ�ìgÒ4Òuø*á|ØoÐgÒuÏPäuÒ�Û&ß�Þ.÷ñÞ=Ødá|Ø�á|Ø�Ò�ø*ÐdìTÞ=Û�ìgÝPá�ÏPÞ�ìgá|Ü�ò�ëPØdÒußXë±Ü
Ødá�ÏPäuÒöá�Ð�Þ�Ü|Ü|Û_óhØhë±Ø�ÐgÛÌìgÒ�ð±ìgÒ_ØdÒuÏ�Ð�ÒuÜ|ÒuãIÒuÏ�ÐgØ�Û&ß©ÐgÑ±Ò�ØoðñÞ=ä_Ò³÷�ò.Ï�ë±ãIÒ�ìgá|ä_Þ=ÜwØdÒ}ý�ëPÒuÏ±ä_ÒuØhÚ=á�ç
á�ÏPÚÌãIÛ=ìgÒ
� Ò�ø
á�÷Pá|Ü�á�Ð�ò&õAí�ß©äuÛ&ë
ìgØdÒ=Ù
ÐgÑPÒ³ëPÏ±á�Ð�ç�Òuä�ÐgÛ=ìgØ	ßXÛ�ìgã6Þ�÷ñÞ=Ødá�Ø�á|Ï.Ò�ç�Ò�ìdò����=ÐgÑ±Ò³Ð�ò�ðrÒ³àïæ½å�ô[ØoðñÞ=ä_Ò

Λ(A)
õ

å�ë
ìdð±ìgá|Ødá|Ï±Ú&Ü�ò4Ò_Ï±Û&ë±Ú&ÑrÙ*ßXÛ�ì	Þ�Ü|Þ�ìgÚ&Ò�ä_Ü|Þ=ØdØ]Û&ßwàïæ½å�ô[ØoðñÞ=ä_ÒuØ]á�Ð]á�Ø]ØdÛ&ãIÒuÑ±Û}ó)ÐgÑ±Ò�Û&Ï±Ü�òIðzÛ&ØdØdá�÷PÜ|Ò�÷ñÞ=Ødá|Ø
Þ=ØÌÐgÑ±Ò.ßaÛ&Ü|Ü�Û}óhá|Ï±Ú#ç�Ò�ìgØdá|Û&Ï Û&ß�ÐgÑ±Ò.äuÜ�Þ=ØdØdá�ä}Þ=Ü]Z�ò
Ï±á�Ï±ô[â�á�Ð�ò�Þ=Ú&á�Ï ÐgÑ±Ò_Û�ìgÒ_ã è�ä_Û&ã�ðDõ]� �6��Ù }*Ó=õ�Ó_Ö*õ�Óx�Xî
ØdÑ±Û}óhØ#�
�	� ?/F�
�?/j o�JKH�è�Z³Û&ã�Þ��±Øoú
á�ô��ïÛ&Ú=Ð�� Õ��±Ù û Ñrõ�}*õ|Óx��îTõ�	;tN	�� w � ����	��V������� � ����vS�V	 � M`O�a[�~KT�	���U r2	� 	
�V	��vG ��r2Ux� vG�XvGlvG����d���~T�r�vS�[�~� 	 � 
<��r2U$� � T/UlM`O�a[�~KT�	���U

Λ(A)
	��Eu@��r2U �V	��vG$�V������UxKT�����u� �~�

��r2U$w2�/vG� �<UV�x�~���s�V	�Vv;^vG�
Λ(A) 


� ?njli 
� o�Jpo�JwÎ�Ï�Û=ìgÝ±Ò�ìÌÐgÛ�Ú&ÒuÐ�ÐgÑ±Ò.Þ�÷zÛ}ç�Ò^ìgÒußXÛ=ìgã�ë±Ü|Þ�Ðgá|Û&Ï�Û&ß�ÐgÑ±Ò^ìgÒ_Ødë±Ü�ÐIá|Ï �ÊÕ��<�	Û&Ï±Ò.ÑPÞ=Ø�ÐgÛ
Þ�ð±ðPÜ�ò.ÐgÑPÒöó]Ò}Þ�ú.÷ñÞ=Ødá�Ø�ÐgÑPÒuÛ=ìgÒuã � ����Ù û Ñrõ½Ó��±õÊÕ*õ ���½Þ=Ï±Ý�á�Ï±ØoðrÒuä�Ð�ÐgÑ±Ò�Û=ìgá�Ú&á|ÏPÞ=ÜDð±ìgÛ*Û&ß�Û&ß]� Õ��±Ù û Ñrõ
}*õ|Óx�[õzå�ÒuÒ�Þ=Ü�ØdÛ � Õ1|���õ
æ©Ò�ÐÌë±Ø�ìgÒuä}Þ�Ü|Ü�ÐgÑPÞ�ÐIÞ�Ü|Û�ä}Þ=Ü�Ü�ò(äuÛ&Ï�ç�Ò�ø(ØoðñÞ=äuÒ

X
á|Øcw � ����	��V�����E� � ���<vK�V	 � á�ßhÒ�ç�Òuìdò Ü|á|Ï±Ò_Þ�ìIãIÞ�ð

T : X → Y
Ù
Y
Þ.Ü|Û*ä_Þ=Ü�Ü�ò#ä_Û&Ï�ç�Ò�ø#ØoðAÞ�ä_Ò=Ù©á|Ø�äuÛ&Ï�Ðgá|Ï�ë±Û&ë±Ø�óhÑ±Ò_Ï±Ò�ç�Ò�ì�ßXÛ�ì�Ò�ç�Ò�ìdò#é�Þ=ÏPÞ=äTÑ ØoðAÞ�ä_Ò

E
Þ=Ï±Ý0Þ=Ï)Û=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ì

S : E → X
ÐgÑ±Ò#äuÛ&ãÌðzÛ&Ødá�Ðgá|Û&Ï

T ◦ S á|Ø9ä_Û&Ï�Ðgá�Ï*ë±Û&ë±ØN���<�*Ù }��
õ�Ó��<��õ	Î�Ï
å�ÒuäuÐgá�Û&Ï�Õ�÷zÒ_Ü�Û}ó ó]Òöóhá|Ü�Ü©Ò�ø*ðPÜ�Þ�á|Ï;Ñ±Û}ó,Û&Ï±Òöä}Þ=ÏFÝ±Ò_äuá|Ý±Ò�á|Ï.ð±ìTÞ=ä�Ðgá|äuÒöóhÑ±Ò_Ï�ÞIÚ=á�ç�ÒuÏ;àïæ½å�ô[ØoðñÞ=äuÒ
á�Øhë±Ü�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü�Û&Ú&á�ä}Þ=Ü�õ
é	ÒußXÛ=ìgÒ;ó]Ò;ð±ìgÒ_ØdÒuÏ�Ð.ØdÛ&ãIÒ�Ò�ø±Þ=ãÌðPÜ�Ò_Ø^Û&ß�ØdÒ}ý�ë±ÒuÏ�Ðgá�Þ=Ü�ìgÒ�ð±ìgÒ_ØdÒuÏ�ÐTÞ�Ðgá|Û&Ï±ØuÙ�ó]Ò�Ï±Ò_ÒuÝ)Þ(ØoðrÒuäuá�Þ=Ü

ØdÒ_ý�ë±Ò_Ï±äuÒ�ØoðñÞ=ä_Ò=õ
æDÒuÐ
α = (αj)

Ù
αj ↗∞

Ù�÷zÒ³Þ�ØdÒ}ý�ë±ÒuÏ±ä_Ò�Û&ßrðrÛ=Ødá�Ðgá�ç&Ò�Ï*ë±ã�÷zÒ�ìgØuõ±é�òIÐgÑ±Ò T���� U��
�U���vSU�[ST/	��VU[�{�<�*ÙAå*Òuä=õ�}&Ô��wó]Ò�ãIÒ_Þ=Ï.ÐgÑ±Ò����=ÐgÑ±Ò�ØdÒ}ý�ë±ÒuÏ±ä_Ò�ØoðñÞ=ä_Ò �

Λr(α) := {x = (xj)j∈N : ∀ t < r ‖x‖t :=
∑

j

|xj |etαj <∞}.

Î�Ðhá�Ø�Þ �±ì�Y_äTÑ±ÒuÐdô~å�äTÑ�ó	Þ�ìdÐgê�ØoðñÞ=äuÒ�Þ�ÏPÝ.á�ÐgØ�ØoÐdìgÛ&Ï±ÚIÝPëPÞ=Üwá�Øhá|ØdÛ=ãIÛ=ìdðPÑ±á|ä�ÐgÛÌÐgÑ±Ò[Z[�2å�ô[ØoðñÞ=äuÒ

Λ′r(α) := {x = (xj)j∈N : ∃ t < r ‖x‖∗t := sup
j
|xj |e−tαj <∞}.

�	� ?/F�
�?/j o�J��EJ�� 	��(è��2Û&Ú=Ð � Ô&Õ���î�	Gt
ω

vG 	 ������� ��w�	��vS	��E	 ��� ��vK� � U�v �<r6���
αj := ω(j1/d)

	���u
Ω ⊆ Rd v;�	�� �VT/Ux�8u���� 	�v;���P��r2Ux�

E{ω}(Ω) ' [Λ′0(α)]
N
, D ′(ω)(Ω) ' [Λ′∞(α)]

N
.

� ����è���Þ=Ü�ÝPá�ç
á�Þy� Ô1}��[Ù��2Û&Ú=Ð��ÊÔ=Õ���î�	V�dT�	��x��vK�xw � 	����

D ′(Ω) ' [Λ′∞(log j)]
N
.

� ?njli 
� o�J�)JwÎ�Ð�á|Ø�ó]Ò_Ü�Üïú
Ï±Û}óhÏ ÐgÑPÞ�Ð
s := Λ∞(log j)

á�Ø�á|ØdÛ=ãIÛ=ìdðPÑ±á|ä4ÐgÛFÐgÑPÒ.å�äTÑ�ó	ÞRìdÐgê4ÐgÒ_ØoÐ
ØoðñÞ=äuÒ

S
ßXÛ=ìöÐgÑ±ÒIØoðñÞ=äuÒIÛ&ß�ÐgÒuãÌðzÒuìgÒuÝ�Ý±á�ØoÐdìgá�÷Pë
Ðgá|Û&Ï±ØuÙDØdá|ãIá�Ü�Þ�ìgÜ�ò

Λ∞(log j) ' C∞[−1, 1]
è�ØdÒuÒ

�{�<�*Ù�}&Ô*õ{|���îTõ
û Ñ±Ò_Û=ìgÒuã }*õ²Õ�ó	Þ�Ø�ð±ìgÛ}ç�ÒuÝ.÷�ò��2Û&Ú=Ð	ç
á�Þ�ÐgÑPÒ�ßXÛ=Ü|Ü|Û_óhá|Ï±ÚIÐgÑ
ìgÒuÒöØoÐgÒ�ðPØ#�

• fn(x) := e−i〈n,x〉
Ù
n ∈ Zd Ù©ßXÛ=ìgã Þ.÷ñÞ=Ødá|Ø�á�Ï ÐgÑ±ÒIðrÒ�ìgá|Û�ÝPá�äIðñÞ�ìdÐ�Û&ß E{ω}(Rd) Þ=Ï±Ý ÐgÑPÒØoðñÞ=äuÒöÛ&ß�äuÛ*Ò���äuá|ÒuÏ�ÐgØ�ä_Þ=Ï9÷zÒöÒ�ø*ðPÜ|á�ä_á�ÐgÜ�ò9á�Ý±Ò_Ï�Ðgá =PÒuÝrõ



� 	
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• (
ðzÒ�ìgá|Û*Ý±á�ä�ðñÞ�ìdÐhÛ&ß

E{ω}(Rd))N ⊆ E{ω}(Ω) ⊆ (
ðzÒ�ìgá|Û*Ý±á|ä�ðñÞ�ìdÐ�Û&ß

E{ω}(Rd))N
Þ=Ï±Ý5÷zÛ=ÐgÑ

ÐgÛ=ðzÛ&Ü�Û&Ú&á�ä}Þ=ÜrÒ_ãö÷rÒuÝ±Ý±á|Ï±Ú&Øhä}Þ�Ï.÷zÒ�ã�Þ=Ý±ÒöÛ&Ï�ÐgÛIäuÛ&ãÌðPÜ|ÒuãIÒuÏ�ÐgÒ_ÝFØdë
÷PØoðñÞ=äuÒ_Øuõ
• è�à½Ò��Xäuê�ò �±Øoú
áwÝ±Òuä_Û&ã�ðrÛ=Ødá�Ðgá|Û=Ïzî�Î�ß X = HN

Ù
X ⊆������� Y ⊆�	�
��� X

Ù±ÐgÑ±Ò_Ï
X ' Y õ

�ïÛ&Ú�Ð_× Ø�Þ�ð±ð±ìgÛ�Þ=äTÑ ó	Þ=Ø�ë±ØdÒ_Ý5Þ=Ü|ØdÛFÐgÛFðPìgÛ_ç�Ò4Òuø
á�ØoÐgÒ_Ï±äuÒ4Û&ß]÷ñÞ=ØdÒuØ�á�Ï ú�ÒuìgÏ±ÒuÜ|Ø�Û=ß�Ï±Û&Ï
ô[ÒuÜ|Ü|á�ð±Ðgá|ä
Øoò
ØoÐgÒuãIØ�Û&ß©ðñÞ�ìdÐgá|Þ=ÜwÝPá�üzÒuìgÒuÏ�Ðgá�Þ=ÜrÒ}ý�ëPÞ�Ðgá�Û&Ï±Ø�Ý±Ò�=PÏ±Ò_Ý.Û&Ï.ç=Þ�ìgá|Û&ë±Ø�ØoðñÞ=äuÒ_ØuÙPØdÒuÒd�{|����[õ
Î�Ï.ÐgÑ±Ò�ý�ëñÞ�Ødá�Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä�ä}Þ�ØdÒ�ÐgÑ±Ò�Ødá�ÐgëPÞ�Ðgá|Û=Ï.Ðgë
ìgÏPØ�Û=ë±Ð�ÐgÛ�÷rÒ�äuÛ&ãÌðPÜ|Ò�ÐgÒ_Ü�ò9Ý±á�üzÒ�ìgÒ_Ï�Ð_õ

�	� ?/F�
�?/j o�J�� è�Z³Û&ã�Þ��±Øoú
á�ô��ïÛ&Ú=Ð�� Õ��<��Ù-� Õ1|��XîTõ� �V��� T � U � Ux�/�~UVu�Vw/�xKT�	���U^�
t
A (Ω)

�XvG��r �V	��vG
�sw2�� �VUs	����XQ��~ST/	��VU 
 	�� T/	��x��vS��w � 	����

A (Ω)
�EU �<U���r2	��	y��	�VvG 


� ?njli 
� o�J��EJ û Ñ±Ò�ØoðAÞ�ä_Ò
A (Ω)

á|Ø2Ï*ë±äuÜ|Ò_Þ�ì_Ù�ØdÒ�ðñÞ�ìTÞ�÷PÜ|Ò=Ù�äuÛ&ãÌðPÜ�ÒuÐgÒhÞ=Ï±Ý�á�Ð�ÑPÞ=Ø�ÐgÑ±Ò�ÞRðPð±ìgÛ}ø*á|ã�Þ�ô
Ðgá�Û&Ï9ðPìgÛ�ðrÒ�ìdÐ�ò&õ û ÛIã�ò^÷zÒ_ØoÐ	ú
Ï±Û}óhÜ�Ò_Ý±Ú&Ò=Ù

A (Ω)
á|Ø	ÐgÑ±Ò^=PìgØoÐhÒ�ø±Þ=ã�ðñÜ�Ò�Û&ß�ÞÌØdÒuðñÞ�ìTÞR÷ñÜ�Òöä_Û=ãÌðPÜ|Ò�ÐgÒ

Ü�Û*ä}Þ�Ü|Ü�ò#äuÛ&Ï�ç�Òuø#ØoðñÞ=äuÒ�óhá�ÐgÑ±Û&ë
Ð�Þ.÷AÞ�Ødá|Ø�óhÑ±á|äTÑ á|Ø�ÏPÞ�Ðgë
ìTÞ=Ü�Ù©á�õ Ò=õ|ÙDÏ±Û=Ð�ä_Û=ÏPØoÐdìgë±ä�ÐgÒ_Ý�Û&Ï ðPë
ìdðzÛ&ØdÒ
è�ØdÒuÒ�ÐgÑ±Ò�Ñ±á|ØoÐgÛ=ìgá�ä}Þ=ÜwÏ±Û=ÐgÒuØ�Û&Ï.ÐgÑ±Ò³÷ñÞ=Ødá�Øhð±ìgÛ=÷PÜ�Ò_ã á|Ï.ÐgÑ±Ò�á|Ï�ÐdìgÛ*Ý±ë±äuÐgá�Û&Ï.Û&ß � Õ��<��ÙñäuÛ&ãÌðwõ�� ��Õ���îTõ
û Ñ±Ò�ð±ìgÛ*Û&ß�Û=ß û ÑPÒuÛ=ìgÒuã }*õ�|(á�Ø^÷ñÞ=ØdÒ_Ý)Û&Ï�Þ(Ý±Ò_Ò�ð0Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ødá|Ø9Û&ß�ÐgÑ±Ò�ØoÐdìgë±ä�Ðgë±ìgÒ�Û&ß

A (Ω)
Ù

á�Ï$ðñÞ�ìdÐgá|äuë±Ü�Þ�ì_Ù�á�Ð4á|Ø�ð±ìgÛ}ç�ÒuÝ$ÐgÑPÞ�Ð9Þ�Ï�ò��±ì�Y_äTÑ±ÒuÐ4ä_Û&ã�ðñÜ�Ò_ãÌÒ_Ï�ÐgÒuÝ�Ødë
÷ñØoðñÞ=äuÒ�Û&ß
A (Ω)

á�Ød=PÏ±á�ÐgÒ
Ý±á|ãÌÒ_Ï±Ødá|Û=ÏñÞ�Ü�õ*í�Ï�ÐgÑ±Ò	Û�ÐgÑPÒ�ì�ÑPÞ=Ï±ÝrÙ=÷�ò�ØdÛ&ãIÒ	äuÛ&ã�÷Pá�ÏñÞRÐgÛ=ìgá�Þ=Ü±Þ�ìgÚ&ë±ãIÒuÏ�ÐgØuÙ�Þ=Ï�ò�ë±Ü�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü�Û&Ú&á|ä_Þ=Ü
àïæ½å�ô[ØoðñÞ=ä_Ò

Λ(A)
óhÑPá�äÇÑ�á|Ø½Ï±Û=Ð2Þ Z^�ïå�ô[ØoðñÞ=äuÒ	äuÛ&Ï�ÐTÞ=á|Ï±Ø�Þ=Ï�á|Ï2=PÏ±á�ÐgÒ	Ý±á|ãÌÒ_Ï±Ødá|Û=ÏñÞ�Ü±äuÛ&ãÌðPÜ|ÒuãIÒuÏ�ÐgÒuÝ

�±ì�Y_äTÑ±ÒuÐ�Ødë±÷PØoðñÞ=äuÒ;è�Ñ±ÒuìgÒ��2ø
Þ=ãÌðPÜ|Ò�Õ*õ � è�äRîh÷zÒuÜ|Û}ó á|Ï�ÐgÒuìdç&Ò_Ï±ÒuØÇî���ÐgÑ±ÒÌäuÛ&Ï±ä_Ü�ë±Ødá|Û&Ï#ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhØ�ßaìgÛ&ã
û Ñ±ÒuÛ=ìgÒ_ã }*õ�ÓöÞ=Ï±Ý �2ø±Þ�ãÌðPÜ|Ò�Õ*õ �;èX÷zîï÷zÒuÜ|Û}óöõ
� 
�F���m6?/j o�J���J-O-Ux�

ω
�VUs	 �xw/	�VvK	��E	 ��� ��vS� � Uxv�<r6� 
 	�[��r2Ux��U 	�� � �V	�VvG^v;�

E{ω}(Ω) �
û Ñ±Ò�ð±ìgÛ*Û&ß©Û=ß û Ñ±Ò_Û�ìgÒ_ã }�õ²Õ�á�Ø�ÞÌÑ±á|Ú=ÑPÜ�ò9Ï±Û&Ï
ô[ä_Û=ÏPØoÐdìgë±ä�Ðgá�ç�Ò�ãIÒ�ÐgÑ±Û*Ý.Û&ß�=PÏPÝ±á�ÏPÚÌ÷ñÞ=ØdÒuØuõ�L�ØhÞ

äuÛ&Ï±ØdÒ}ý�ëPÒuÏ±ä_Ò=ÙPÒuç&Ò_ÏFá�Ï
D ′(Ω)

ó]ÒöÑPÞ_ç�ÒöÏ±Û�Ï±á|äuÒöÒuø�ðñÜ�á|äuá�Ð�÷ñÞ=Ødá�Øhú
Ï±Û}óhÏ;Þ=Ï±Ý.ÐgÑ±ÒuìgÒöá�ØhÏ±ÛIú
Ï±Û}óhÏ
Ò�ø*ðPÜ|á�ä_á�Ð^á|ØdÛ=ãIÛ=ìdðPÑ±á|Ødã Û&ß

D ′(Ω)
Þ=Ï±Ý

(s′)N
õ û Ñ±Ò�ØdÒuä_Û&Ï±Ý�ãIÒ�ÐgÑPÛ�Ý�Û&ß³ð±ìgÛ}ç
á�Ï±Ú5Þ ØdÒ}ý�ë±ÒuÏ�Ðgá�Þ=Ü

ìgÒ�ð±ìgÒ_ØdÒuÏ�ÐTÞ�Ðgá|Û&ÏFó	Þ=Ø�á|Ï�ÐdìgÛ*Ý±ë±ä_ÒuÝF÷�ò;â�Òuá|ØdÒ �{�<|��	è�ä_Û=ãÌðwõzÞ=Ü�ØdÛ �{�1����ÙR� ���e��î�Þ=Ï±ÝFó]Ò�Ò�ø*ðPÜ�Þ�á|Ï;á�Ð�Û&Ï
ÐgÑ±Ò�ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhá�ÏPÚIÒ�ø±Þ=ãÌðPÜ|Ò=õ
æ©Ò�Ð

‖f‖K,n := sup
C
|f(z)| exp

(
−K| Im z| − |z|

n

)
.

�	� ?/F�
�?/j o�J�(è�æ�Þ�ÏPÚ=Ò_Ï�÷±ìgë±äÇÑ � |1|��XîTõ^O�U��
F (z) :=

∑∞
n=0 anz

n �VU\	�� Ux����v;�VU^tVw��E�x��vS��� �w���r
��r2	<� ‖F‖0,n < ∞ t����8U �<U�� �

n ∈ N 
 q�r2U��<U����EU � �
t ��r2U T/	��x��vS	 � u�v �lUx��Ux�/��vS	 � �VT�U���	<�~���N�
t
v;���X�/vG�~U@����u�U��

F (D) : A (Ω)→ A (Ω), F (D)(f) :=
∞∑

n=0

an(−i)n d
n

dxn
f

r2	��	c�V	�VvG�	��Eu@v��`v;^vG����d���~T�r�vS���~�
Λ(A)

�Xv���r 	��8U��VT � vS�xvG� ��� �V	 � �xw � 	�� � U � 	<����v �
A 


� ?njli 
� o�J��EJ�L Ødá|ãIá�Ü�Þ�ì�ìgÒ_Ødë±Ü�Ð�á|ÏFÐgÑ±Ò�Ï±Û&Ï
ô�ý�ëPÞ=Ødá|Þ=ÏPÞ=Ü�ò�Ðgá|ä�ä}Þ�ØdÒ
F (D) : E{ω}(R)→ E{ω}(R)ó	Þ=Ø9Û=÷±ÐTÞ=á|Ï±ÒuÝ)á|Ï � �1���[õ �ñÛ�ì;ý�ëPÞ=Ødá|Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá�ä#ä_Þ=ØdÒ�ØdÒ_Ò ���<�e�[Ù^�{z1����õ'�ñÛ=ì9ú&ÒuìgÏ±ÒuÜ|Ø.Û=ß�äuÛ&Ï�ç�Û&Ü|ë
Ðgá�Û&Ï

Û=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìgØïÛ=Ï
D ′(R)

Û=ì
D ′(ω)(R)

ÐgÑ±ÒhØgÞ=ãÌÒ�ãIÒ�ÐgÑPÛ�ÝIó	Þ=Ø�Þ�ð±ðPÜ|á�Ò_Ý�á�Ï �ÊÕ&Ô���õ�â�Òuá|ØdÒ=× ØïãIÒ�ÐgÑPÛ�ÝIó	Þ=Ø
Þ=Ü�ØdÛ4ÞRðPðPÜ�á|ÒuÝFá|Ï � }��<��Ù��{}<|��[Ù��{}=Ô��©Þ=Ï±Ý � |1|���õ
û Ñ±Ò�ð±ìgÛ*Û&ß©á|Ø	÷AÞ�ØdÒ_ÝFÛ&Ï9ÐgÑ±ÒößaÛ&Ü|Ü�Û}óhá|Ï±ÚIá|Ï±Ú=ìgÒuÝPá�Ò_Ï�ÐgØ�è�ßXÛ=ìhØdá�ãÌðPÜ|á|äuá�Ð�ò^ó]Ò�Þ=ØdØdë±ãIÒ�ÐgÑPÞ�Ð

F
ÑPÞ=Ø

Û&Ï±Ü�ò9Ødá|ãÌðPÜ�Ò�êuÒuìgÛ&Ø
(zn)n∈N

îTõ



CLASSICAL PLS-SPACES
���

• � Ò�ÝPÒx=PÏ±Ò

H∞,0(C) := {f ∈ H(C) : ∃ K <∞ ∀ n ∈ N ‖f‖K,n <∞},

Y := {x= (xj)∈CN : ∃ K ∀ n∈N ‖x‖K,n := sup
j
|xj | exp

(
−K| Im zj | −

|zj |
n

)
<∞},

MF : H∞,0(C)→ H∞,0(C), MF (f) := F · f,
R : H∞,0(C)→ Y, R(f) := (f(zn))n∈N.

• � Ò³ð±ìgÛ}ç�Ò³ÐgÑ±Ò�þ�Ý±á�ç
á�Ødá|Û&Ï*ÿ�ð±ìgÛ=ðzÒuìdÐ�ò��
imMF = kerR

÷rÒuä_Þ=ë±ØdÒ
F
á�Ø�þ�ØdÜ|Û}óhÜ�ò9Ý±Ò_ä�ìgÒ_Þ=Ødá|Ï±Ú�ÿgõ

• ��Ødá�ÏPÚ�ÐgÑ±Ò�á�Ï�ÐgÒ�ìdðzÛ&Ü�ÞRÐgá|Û&ÏIãÌÒuÐgÑ±Û*ÝIÛ=ßzé]ÒuìgÒuÏ±ØoÐgÒ_á�Ï�Þ=Ï±Ý û Þuò
Ü|Û=ìl� Õ��±÷AÞ�ØdÒ_ÝIÛ&ÏIØdÛ&Ü�ç
á�Ï±ÚöÛ&ßñÐgÑPÒ
∂
ô[Ò_ý�ëPÞ�Ðgá�Û&ÏrÙ±ó]Ò³ð±ìgÛ}ç�Ò�ÐgÑPÞ�Ð

imR = Y
õ

• å�á|Ï±äuÒ^ç
á�Þ;ÐgÑ±Òy�ñÛ=ë±ìgá�Òuìdô[æ©Þ�ðPÜ�Þ�ä_Ò^ÐdìTÞ=Ï±ØdßaÛ=ìgã
H∞,0 ' A (R)

′ Þ=Ï±Ý
(F (D))′ = MF

Ù�ó]Ò
Û=÷PØdÒ�ìdç�Ò�ÐgÑPÞ�Ð

kerF (D) ' imR′ ' Y ′ õ
û Û4ØdÑ±Û}ó,ÑPÛ_ó ë±ØdÒußXë±ÜDÐgÑ±Ò�Ò�ø
á�ØoÐgÒ_Ï±äuÒ�Û=ß½ÐgÑ±Òö÷ñÞ=Ødá|Ø�ä_Þ=ÏF÷zÒ&ÙñÜ|Ò�Ð�ë±Ø�Øoú�ÒuÐgäTÑ;ÐgÑ±Òöð±ìgÛ*Û&ß�è�á|ÏFÐgÑPÒ

ç�Ò�ìgØdá|Û=ÏFÚ&á�ç&Ò_Ï.á|Ï8�ÊÕ1|*Ù û Ñrõ/�
õ �e�Xî�Û&ß©ÐgÑ±Ò�ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhá�ÏPÚÌìgÒuØdëPÜ�Ð_õ
� F�
�F-m�m�i 
�� o�JKH��5è�æ©Þ=Ï±Ú&ÒuÏ�÷±ìgë±äTÑ �{|1|e��îTõ����Eu�Ux� ��r2U 	�V�w��lTE��vS���/ �
t q�r2UV����U �
	 
�� � v t F (D)r2	�^	 � vG�EU�	��$�V������vG�nw���w�l��v ��r6�:v;� �<U����U[��r2Ux��t����[U ��Ux� �

ε > 0
��r2U���U vG[	@�V���/��~	��/�

C
Vw/�xr ��r2	<�

tx���sU �<Ux� �� Ux���
zj = ξj + iηj

�
t
F

� U�r2	���U

|ηj | ≤ C + ε|ξj |.
æ©Ò�Ð�ë±Ø�Û=÷PØdÒ�ìdç�Ò�ÐgÑPÞ�Ð�ÐgÑPÒ�Û=ðzÒuìTÞRÐgÛ=ì

F (D)
ÑPÞ=Ø�Þ;Ü�á|Ï±Ò_Þ�ì�äuÛ&Ï�Ðgá|Ï�ë±Û&ë±Ø�ìgá�Ú&Ñ�Ð�á|Ï�ç�Ò�ìgØdÒ^á|ß�Þ=Ï±Ý

Û&Ï±Ü�ò4á�ß
kerF (D)

á|Ø]äuÛ&ãÌðPÜ|ÒuãIÒuÏ�ÐgÒuÝ^á�Ï
A (R) = projN∈N indn∈NXN,n

õ*é�ò û Ñ±Ò_Û=ìgÒuã }*õ�|�Þ=Ï±Ý
}*õ{z*Ù�á�Ð�á�Ø�Þ$Z^�ïå�ô[ØoðñÞ=äuÒ&Ù�óhÑ±á|äTÑ�á|ã�ðñÜ�á|ÒuØ�äuÒ�ìdÐTÞ=á|ÏIÒ_ØoÐgá�ã�Þ�ÐgÒuØ2÷zÒuÐ�ó]ÒuÒuÏ�Ï±Û=ìgãIØïÛ&Ï

XN,n
õ�L�ð±ðPÜ�ò
á�ÏPÚ

ÐgÑ±ÒuØdÒöÒuØoÐgá|ã�ÞRÐgÒ_Ø	ÐgÛIßXë±Ï±äuÐgá�Û&Ï±Ø
exp(−i〈·, zj〉)

ó]Ò�Û=÷±ÐTÞ=á|Ï9ÐgÑPÒ�äuÛ&Ï±ä_Ü�ëPØdá�Û&ÏFÛ&ß � Û=ìgÛ&Ü�Ü�Þ�ìdò\}�õ�Ó_Ö
õ

�)"��@+:0��I7N,�+R+�� �����'.69���*�0������e,�+�� ,���� �-9�� ��,�� ��� � �E9���� ��. � ���! �0���* �-*
Proj1 " ���-. � ���6"

��ØdëPÞ=Ü�Ü�ò.ÐgÑ±Ò�Û=ðzÒ_Ï;ã�Þ�ð±ðPá|Ï±Ú4ÐgÑ±ÒuÛ=ìgÒ_ã�Þ=Ï±Ý;ÐgÑ±Ò�ä_Ü�Û&ØdÒ_Ý�Ú=ìTÞRðñÑFÐgÑ±Ò_Û=ìgÒuã�Þ�ìgÒ�ÐgÑ±Ò�äuÛ=ìgÏ±Òuì�ØoÐgÛ&Ï±ÒuØ
Û&ß	Þ=Ï�ò�ìgÒ_Þ=ØdÛ&ÏPÞ�÷PÜ|Ò�ÐgÑ±Ò_Û�ìdò�Û&ß	Ü|Û�ä}Þ=Ü�Ü�ò�äuÛ&Ï�ç�Ò�ø�ØoðAÞ�ä_ÒuØuõ�Î�Ð�Ðgë±ìgÏ±Ø�Û=ë±Ð�ÐgÑPÞ�Ð�ë±Ü�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü�Û&Ú&á�ä_á�Ð�ò�Ù
óhÑ±á|äTÑ#ó	Þ=Ø�ØdÛ.á|ãÌðzÛ=ìdÐTÞ=Ï�ÐößXÛ=ìöØdÒ_ý�ë±Ò_Ï�Ðgá�Þ�Ü�ìgÒ�ðPìgÒuØdÒuÏ�ÐTÞRÐgá|Û&Ï±ØuÙ©Þ=Ü|ØdÛ9ðñÜ|Þ_ò
Ø�Þ9ð±ìgÛ&ßaÛ&ë±Ï±Ý�ìgÛ=Ü|ÒIÑ±Ò�ìgÒ&õ
û Ñ±Ò�ßaÛ&Ü|Ü�Û}óhá|Ï±Ú�ìgÒ_Ødë±Ü�Ð³á�Ø³Þ=Ï�á�ãIãIÒuÝPá|Þ�ÐgÒ�äuÛ&Ï±ØdÒ}ý�ëPÒuÏ±ä_Ò�Û&ß½ÐgÑ±Ò�äuÜ�Þ�ØdØdá|ä_Þ=Ü-Z³Ò ��á�Ü|Ý±Ò&× Ø�ÐgÑ±ÒuÛ=ìdòFØdÒuÒ
�{�<�*Ù�}��±õÊÕ=Ö
Ù�}��±õ²Õ
Ó��[õ
�	� ?/F�
�?/j �EJKH2J-O-Ux�

X
�VU$	$M`O-Q��SST/	��VU$	��Eu

Y
��U$	��\w � ����	��V�����E� � ���<vS��	 ��� �e�V	 � ��� �V��� ��U��sST/	��VU 


� 	��$# �<U�� � Vw��&% UV�x��v �<U �VT/Ux��	<�~���
T : X → Y

vG��VT/Ux� 
� ���$# �<U�� � � v;�EUV	�� �d	VT
T : Y → X

�XvG��r � � ���UVu �<��	VT�rcvG��V������v;�/w/��w2 

_�Û}óöÙ�á�ÐÌ÷zÒ_äuÛ&ãIÒuØÌë
ìgÚ&Ò_Ï�ÐÌÐgÛ =ñÏ±Ý�ìgÒ_Þ=Ý
ò*ô[ßXÛ�ìdô�Þ�ð±ðñÜ�á|ä_Þ�Ðgá|Û=Ï ä�ìgá�ÐgÒ�ìgá�Þ�ßXÛ=ìÌë±Ü�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü�Û&Ú&á|äuá�Ð�ò

Û&ß�àïæ½å�ô[ØoðAÞ�ä_ÒuØuõïæDÒuÐ
X = projN∈NXN

Ù
XN = indn∈NXN,n

Ù�óhÑPÒ�ìgÒ
(XN,n, ‖ · ‖N,n)

Þ�ìgÒ
é�Þ�ÏñÞ�äÇÑ#ØoðñÞ=äuÒ_Ø�Þ=Ï±Ý

XN
Þ�ìgÒsZ[�2å�ô[ØoðñÞ=äuÒuØuõwæ©Ò�Ð�ëPØ³ä_Û&Ï±Ødá�ÝPÒ�ì�Þ^ØdÛ=ô[ä_Þ=Ü�Ü|ÒuÝ T����'% UV�x��v ��U@KT�U�������w��

��U T���U��Ux����v;���
X
�

. . . −−−−→ XN+1
iN+1
N−−−−→ XN

iNN−1−−−−→ . . .
i21−−−−→ X1

i10−−−−→ X0,Þ=Ï±ÝFÜ�ÒuÐ
iN : X → XN

÷zÒöä_Þ=Ï±Û&Ï±á|ä_Þ=Ürã�Þ�ðPØuõñæDÒuÐ�ë±ØhÝ±Ò�=PÏ±Ò

j : X →
∏

N∈N
XN , j(x) := (iNx)N∈N



� �
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Þ=Ï±Ý
σ :

∏

N∈N
XN →

∏

N∈N
XN , σ((xN )N∈N) := (iN+1

N xN+1 − xN )N∈N.

� Ü�Ò}Þ�ìgÜ�ò�Ù
im j = kerσ

÷Pë
Ð
σ
á�ØhÏ±Û=ÐhÏ±Òuä_ÒuØdØgÞ�ìgá|Ü�ò.Ødë
ìKW~Ò_ä�Ðgá�ç�Ò=õ � Ò�Ý±Òx=PÏPÒ

Proj1 X :=

(∏

N∈N
XN

)
/ imσ,

á�Ï^ßXÞ=ä�Ð_Ù�á�Ð�ÝPÒ�ðzÒ_Ï±Ý±Ø]Ï±Û=Ð�Û&Ï±Ü�òIÛ&Ï
X
÷ñë
Ð]Û&Ï�ÐgÑ±ÒhóhÑ±Û&Ü�Ò�ØoðzÒuäuÐdìgë±ã.Ù�Ï±Ò�ç�ÒuìdÐgÑ±ÒuÜ|ÒuØdØ

Proj1
á|Ø�Ò_ý�ëPÞ=Ü

ßaÛ=ì�Þ=Ü|ÜwØoðzÒuäuÐdìTÞ�óhá�ÐgÑ
iN (X) = XN

ßXÛ=ìhÒ�ç�Ò�ìdò
N ∈ N õû Ñ±Ò�ßXë±Ï±äuÐgÛ�ì

Proj1
Û=ìgá�Ú&á|ÏPÞ�ÐgÒuØ�ß�ìgÛ&ã6ÐgÑ±Ò�Ñ±Û&ãÌÛ&Ü|Û&Ú=á|ä_Þ=Ü½Þ=Ü�Ú&Ò�÷PìTÞ4Þ=Ï±Ý;á�Ð�ó	Þ=Ø�á|Ï�ÐdìgÛ*Ý±ë±ä_ÒuÝ�á�Ï

ÐgÑ±Ò]ÐgÑPÒuÛ=ìdò�Û=ßzÜ�Û*ä_Þ=Ü|Ü�ò�ä_Û=Ï�ç&Òuø�ØoðñÞ=ä_ÒuØ�÷�ò�à�Þ=Ü|Þ=ãIÛ*Ý±Û}çy���=Ô��[Ù/� z=Ö��ñÞ=Ï±Ý �ïÛ=Ú=Ð �ÊÔ1�e��è�äuÛ&ãÌðwõn�ÊÔ��e��îTõ=Î�ÐgØ
Û��Iä_á|Þ=Ü�ÏñÞ�ãIÒ�ØdÛ&ë±Ï±ÝPØ©ç�Ò�ìdò�Þ�÷PØoÐdìTÞ=äuÐ �_ÐgÑ±Ò`=±ìgØoÐ½Ý±Ò�ìgá�ç�ÒuÝ�ßaëPÏ±ä�ÐgÛ=ì�Û&ß
ÐgÑ±Ò�ßaë±ÏPä�ÐgÛ=ì�Û&ß
ÐgÑ±Ò2ðPìgÛ�W~Ò_ä�Ðgá�ç�Ò
Ü�á|ãIá�Ð�Û&ßïÜ|á�Ï±Ò}Þ�ìöØoðñÞ=äuÒ_Øuõwé]ò�Ï±Û}ó á�ÐöÑPÞ=Ø³÷rÒuäuÛ&ãIÒIÞ=Ï#á|Ï±Ý±á|ØoðzÒuÏ±ØgÞ�÷PÜ|Ò�Þ=Ï±Ý#ðzÛ}ó]Ò�ìgßXë±Ü½ÐgÛ*Û&Ü½á|Ï�ÐgÑPÒ
ÐgÑ±ÒuÛ=ìdò4óhÑ±á|äTÑ.ÑPÞ=Ø	÷zÒ_Þ=ë
Ðgá|ßaëPÜwÞRðPðPÜ�á|ä_Þ�Ðgá|Û&Ï±Ø	ÐgÛ�ä_Ü|Þ=ØdØdá|ä_Þ=Ürð±ìgÛ=÷PÜ�Ò_ãIØ�Û=ß�Þ=ÏPÞ=Ü�ò
Ødá�ØuõPÎ2ìgÒ_äuÛ&ãIãÌÒ_Ï±ÝFÞ
Ï±á|äuÒ�Þ=Ï±Ý�Ò�ø*ÐgÒuÏPØdá�ç�Ò�Ødë
ìdç�Òuò.Ý±ëPÒöÐgÛ �(ÒuÏ±Ú&ÒuÏ±ìgÛ�ÐgÑ �|Ó_Ö±Ó���ßXÛ=ì�ÐgÑ±Ò�Ñ±Û&ãIÛ&Ü�Û&Ú&á�ä}Þ=Ü©Ý±Òx=PÏPá�Ðgá|Û&Ï;Û&ß�ÐgÑPÒ
ßaëPÏ±ä�ÐgÛ=ì_Ùñá�ÐgØ�Ò}ý�ëPá�ç&Þ�Ü|ÒuÏPäuÒ�ÐgÛ�Û&ë
ì�Ý±Òx=ñÏ±á�Ðgá|Û&ÏrÙPç&Þ�ìgá�Û&ë±Ø�äTÑñÞRìTÞ=äuÐgÒ�ìgá|ê_Þ�Ðgá�Û&Ï±Ø�Û=ß½ÐgÑ±Òöç=Þ=Ï±á|ØdÑ±á�ÏPÚ�Û&ß½á�Ð
Þ=Ï±Ý.ðPÜ�Ò_Ï�Ð�ò9Û&ß�Û=ÐgÑ±Ò�ì�ìgÒuØdë±Ü�ÐgØuõ
û Ñ±Ò�ßaÛ&Ü|Ü�Û}óhá|Ï±Ú�ÐgÑ±Ò_Û�ìgÒ_ã6ØdëPãÌã�Þ�ìgá|êuÒuØ�ÐgÑPÒ�Ü�Û&Ï±Ú4Ý±Òuç&Ò_Ü�Û=ðPãIÒ_Ï�Ð�Û&ß�ÐgÑPÒöÐgÑ±ÒuÛ=ìdò;Þ=Ï±ÝFð±ìgÛ}ç
á�Ý±Ò_Ø

ë±Ø�óhá�ÐgÑ.ä}Þ=Ü�ä_ë±Ü|Þ�÷PÜ|Òöä�ìgá�ÐgÒ�ìgá�Þ�Û&ß�ë±Ü�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü|Û&Ú=á|äuá�Ð�ò&õ
�	� ?/F�
�?/j �EJpo�J������s	dST/UV������w�� �
t����:Q��~KT�	���Ux � v �<U 	��V����U�Vw/�xr ��r2	<�

iNX = XN
t���� U �<U�� �

N ∈ N �`��r2U`tx� � � ���XvG���\	���Ux�x��vK���/�	��VUsU �xw�v �<	 � U������
� 	��

Proj1 X = 0 �� � �
X

v;[w � ����	��V�����E� � ���<vS��	 �
�� � �

X
v;[��U��]U���v ��U

�� u�� ∀ N ∃ B �V��w��Eu�UVuc	��xx� � w2�~U ��� �V��� �<U��dVw����U��'�
t
XN ∃ M > N

iMN XM ⊆ iNX +B;
� U � ∀ K ∃ L ∀ M ∃ k ∀ l ∃ m,C > 0 ∀ y ∈ X ′K

‖y‖∗L,l ≤ C max
(
‖y‖∗M,m, ‖y‖∗K,k

)
,

�Xr2U��VU ‖ · ‖∗ u�Ux�E�<�~U�$��r2U u�w/	 � �E��� � 

� ?njli 
� �EJ��EJ û Ñ±Ò³Þ�÷zÛ}ç�Ò�ìgÒuØdëPÜ�Ð	ÑPÞ=Ø]ã�Þ=Ï�ò^Þ=ë
ÐgÑ±Û=ìgØ

$
ØdÒuÒs�|ÓuÖ±Óx�[õ*Î�Ï4ðñÞ�ìdÐgá|äuë±Ü�Þ�ì_Ùwè�Þ�î ⇒ èX÷zî ⇒ è�äRî

⇒ è�Ò�î	ó]Ò�ìgÒ�ð±ìgÛ}ç�ÒuÝ�÷*ò �ïÛ=Ú=Ð@� Ô1���[Ù:�ÊÔ��e�
$
è�Ò�î ⇒ è�Þ�î�á|Ø³Ý±ë±Ò�ÐgÛ9æ©Þ=Ï±Ú&ÒuÏ�÷Pìgë±äTÑ��{�=Ö��[ÙrØdÒuÒÌÞ=Ü|ØdÛN��Ó_Ö±Ó=Ù

û Ñrõ]Õ�õ�}*õ|Óez���è�äuÛ&ãÌðwõ2Ò}ÞRìgÜ|á|Ò�ì�ç�Ò�ìgØdá|Û&Ï Ý±ëPÒ.ÐgÛ � Ò_Ï±Ú&ÒuÏ
ìgÛ=ÐgÑI� Ô1z���î
$
è�Þ�î ⇒ è�ÝAîöó	Þ=Ø4Û=÷±ÐTÞ=á�Ï±Ò_Ý�÷*òbhÒ�ÐTÞ�ú
Ñ � z��<�

$
è�ÝAî ⇒ è�Þ�î©ó	Þ=Ø�Û=÷±ÐTÞ=á|Ï±ÒuÝ�÷�ò � ÒuÏPÚ=Ò_Ï
ìgÛ=ÐgÑ �ÊÔ&Ô���õ6�ñÛ�ì]ãIÛ=ìgÒhìgÒ�=PÏ±Ò_Ý4ä�ìgá�ÐgÒ�ìgá�Þ�Ü|á�ú&ÒÌè�ÝAî

Þ=Ï±Ý(è�ÒRîïØdÒ_Ò@�{}��e�[Ù�� �PÓ��[Ù�� �6}e�©Þ=Ï±Ý ��Ó_Ö±Óx��õ
g]h�i�jlknm6? �EJ�)J û Ñ±Ò�ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhá�Ï±Ú�àïæ½å�ô[ØoðñÞ=ä_ÒuØ�ÞRìgÒöë±Ü�ÐdìTÞR÷rÛ�ìgÏPÛ=Ü|Û&Ú&á�ä}Þ�Ü �
è�Þ�î

E{ω}(Ω)
Ù
D ′(ω)(Ω)

Þ=Ï±Ý
D ′
ßXÛ�ì�Ï±Û&Ï
ô�ý�ëPÞ=Ødá�Þ�ÏñÞ�Ü�ò*Ðgá�ä�ó]Ò_á�Ú&Ñ�ÐgØ

ω
è�ë±ØdÒ�ÐgÑPÒ�ØdÒ_ý�ë±ÒuÏ�Ðgá|Þ=Ü�ìgÒ�ð±ô

ìgÒuØdÒ_Ï�ÐTÞ�Ðgá�Û&Ï±Ø�Þ=Ø	ð±ìgÛ*Ý±ëPä�ÐgØ�Û&ß-Z[�2å�ô[ØoðñÞ=äuÒuØuÙñØdÒ_Ò û Ñ±ÒuÛ=ìgÒuã }*õ²Õ&î
$èX÷rî�è�â�Þ�ìdÐgá�ÏPÒ_Þ=ë �{���<��î

A (Ω)
ßXÛ�ì	Þ�ìd÷Pá�ÐdìTÞ�ìdò

Ω
Þ=Ï±Ý�è�b��=ØdÏPÒ�ì^�{z<����î

E{ω}(Ω)
ßaÛ=ì

Ω
äuÛ&Ï�ç�Ò�ø4Þ=Ï±Ý

ω
ÞIý�ëñÞ�Ødá�Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä³ó]Ò_á�Ú&Ñ�Ð

$



CLASSICAL PLS-SPACES
���

è�ä�î�è��2Û&Ú=Ð$�ÊÔ1����Ù��ÊÔ��e�
$
ØdÒ_Ò@�|Ó_Ö
Ó=Ù±ðDõñÕ1|��Xî

Λ(A)
á|Ø�ëPÜ�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü|Û=Ú&á|ä_Þ=Üwá�ß½Þ=Ï±ÝFÛ=ÏPÜ�ò9á|ß

∀ K ∃ L ∀ M ∃ k ∀ l ∃ m,C > 0 ∀ j 1

aj,L,l
≤ C max

(
1

aj,M,m
,

1

aj,K,k

)
.

û Ñ±ÒuìgÒöÞ�ìgÒöÞ=Ü|ØdÛIÏ±Ò_Ú�ÞRÐgá�ç�Ò�Òuø
Þ=ãÌðPÜ|ÒuØuõ
g]h�i�jlknm6? �EJ���J û Ñ±Ò�ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhá�Ï±Ú�ØoðñÞ=äuÒ_Ø

X
Þ�ìgÒ�Ï±Û=Ðhë±Ü�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü�Û&Ú&á�ä}Þ=Ü�õ

è�Þ�î û Ñ±Ò4ú�ÒuìgÏ±ÒuÜ�Û&ß	ÐgÑ±Ò^Ý±á�üzÒ�ìgÒ_Ï�Ðgá�Þ�Ü]Û=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ì ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 − ∂2

∂z2 : D ′(Ω) → D ′(Ω)
Þ=äuÐgá�Ï±Ú

Û&Ï�ÐgÑ±ÒÌØdÒ�Ð
Ω := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 − y2 − z2 − 1 < 0} ⊆ R3 á�ØöÞ^äuÜ|Û&ØdÒuÝ#Ødë
÷PØoðñÞ=äuÒ

óhá�ÐgÑ
Proj1 6= 0

õïÎ�Ï±Ý±Ò_ÒuÝrÙ2÷*ò � ��z*Ù �2ø±Þ=ãÌðPÜ�Ò;Û&Ï$ðwõ z=Ö�}���Þ=Ï±Ý � Õ1z*Ùïà2ìgÛ*Û&ß�Û&ß � Û=ì_õ]Õ��[Ù
D ′(Ω)/ kerP (D)

á|Ø]Ï±Û=Ð]ä_Û=ãÌðPÜ|Ò�ÐgÒ&õ û Ñ±Ò_ÏrÙ�÷�ò � Õ1}*Ù � Û=ì_õzÓ=õ �<�[Ù
Proj1 kerP (D) 6= 0

õ�L�Ï�ò
Û=ÐgÑ±Ò�ì4Ï±Û&Ï
ô[Ødë
ìKWoÒuä�Ðgá�ç�ÒFÜ�á|Ï±Ò_Þ�ì�ðñÞ�ìdÐgá�Þ=Ü�Ý±á�ürÒ�ìgÒuÏ�Ðgá|Þ=Ü�Û=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìIóhá�ÐgÑ$äuÛ&Ï±ØoÐTÞ=Ï�Ð�ä_Û*Ò���äuá|ÒuÏ�ÐgØ
P (D) : D ′(Ω)→ D ′(Ω)

óhÑ±á|äTÑIá�Ø�Ødë
ìKWoÒuäuÐgá�ç�Ò	Þ=Ø2Þ=ÏÌÛ�ðrÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ì
P (D) : C∞(Ω)→ C∞(Ω)óhá�Ü|Üró]Û=ìdú.Þ=Ø	ó]Ò_Ü�Üïè�ØdÒuÒd� Õ1z��©Þ=Ï±Ý � Õ1}���îTõ

èX÷rî û Ñ±Ò�ìgÒ�á|Ø	ÞöìgÒ_Þ=ÜzÞ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá�ä�ãIÞ�ð
ϕ : R2 → R2 Ødë±äÇÑ4ÐgÑPÞ�Ð {f ◦ϕ : f ∈ A (R2)} á|Ø]Þ�äuÜ|Û&ØdÒuÝÏ±Û&Ï
ô[ë±Ü�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü�Û&Ú&á�ä}Þ=ÜwØdë
÷PØoðñÞ=ä_ÒöÛ&ß

A (R2)
Ù±ØdÒ_Òd� Õ=Ö
Ù��2øzõAÕ�õ�z*Ù/bhÒ_ãIÞ�ìdúFÕ*õÊÔ��[õ

è�ä�î4é]ò � Õ1}
Ù � Û=ì_õDÓ�õ �<��ÙPá|ß�ÞIý�ë±Û=Ðgá�Ò_Ï�ÐhØoðñÞ=äuÒ
Y/X
á|Ø�Ï±Û=ÐhäuÛ&ãÌðPÜ�ÒuÐgÒ�ßXÛ=ì�Þ�ä_Ü�Û&ØdÒ_Ý.Ødë
÷PØoðñÞ=ä_Ò

XÛ&ß©Þ=Ï9ëPÜ�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü|Û=Ú&á|ä_Þ=Üzàïæ�å�ô[ØoðñÞ=äuÒ
Y
ÐgÑ±ÒuÏ

X
á�ØhÞ�Ï±Û&Ï
ô[ëPÜ�ÐdìTÞ�÷zÛ=ìgÏ±Û&Ü|Û=Ú&á|ä_Þ=Üràïæ½å�ô[ØoðAÞ�ä_Ò=õ

û Ñ±Ò^=PìgØoÐhÒuø
Þ=ãÌðPÜ|Ò�Û&ß½ÞÌÏ±Û&Ï
ô[ä_Û=ãÌðPÜ|Ò�ÐgÒ�ý�ë±Û=Ðgá�Ò_Ï�ÐhÛ&ß
D ′(Ω)

ó	Þ=Ø�Ú&á�ç�ÒuÏ.÷�òN� �1�<�[õ
û Û�ØdÑ±Û}ó ÐgÑ±Ò^ØoÐdìgÒuÏPÚ�ÐgÑ5Û&ß û Ñ±ÒuÛ=ìgÒ_ã/Õ*õ{}Fó]Ò4ð±ìgÒuØdÒ_Ï�ÐÌÞ;ç�Ò�ìdò ÒuÜ|ÒuÚ�Þ=Ï�Ð�ð±ìgÛ*Û=ß�ÝPë±Ò4ÐgÛ �2Û&Ú=Ð

ÐgÑPÞ�Ð
Proj1 A (R) = 0

è�äuÛ&ãÌðwõñÞ=Ü�ØdÛ � Õ1|*ÙDÓ=õ{|���îTõ
� Òïóhá|Ü|Ü*ë±ØdÒ]äuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá|Û=Ï.è�ÝAîwá�Ï û Ñ±ÒuÛ=ìgÒuã Õ*õ�}*õ&í�÷PØdÒ�ìdç�Ò�ÐgÑPÞ�Ð

A (R) = projN∈NH([−N,N ])
õ

Î�ß
f ∈ H([−M,M ])

ÐgÑ±ÒuÏ
f ∈ H((−M − 2ε,M + 2ε) × i(−2ε, 2ε))

ßaÛ=ì�ØdÛ&ãIÒ
ε > 0
õñæDÒuÐ

γè�Ý±ÒuÏPÛ�ÐgÒ_Ý.÷�ò î�÷zÒ�Ñ±Û=ìgá|êuÛ&Ï�ÐTÞ=Ü©Þ=Ï±Ý�Ü|Ò�Ð
η
è�ÝPÒuÏ±Û=ÐgÒuÝF÷�ò î�÷rÒ�ç�Ò�ìdÐgá|ä_Þ=Ü©Ødá�Ý±Ò_Ø�Û&ß�ÐgÑPÒ

ìgÒuäuÐTÞ�ÏPÚ=Ü|Ò
(−M − ε,M + ε)× (−ε, ε) �

−M −N N M

û Ñ±Ò_ÏrÙ±÷�ò^ÐgÑ±Ò � Þ=ë±äTÑ�ò.ßaÛ=ìgã�ë±Ü�Þ
Ù

f(z) =
1

2πi

∫

γ∪η

f(w)

w − z dw.
� Ò�ÝPÒx=PÏ±Ò

f1(z) :=
1

2πi

∫

γ

f(w)

w − z dw ∈ A (R)

f2(z) :=
1

2πi

∫

η

f(w)

w − z dw ∈ H
∞(B(0,M + ε/2))

� Ü�Ò}Þ�ìgÜ�ò�Ù�ÐgÑ±Ò�ìgÒhá|Ø�ÞöðzÛ&Ü�ò
Ï±Û&ãIá|Þ=Ü
P
Ødë±äÇÑ�ÐgÑPÞ�Ð |f2−P | ≤ 1

Û&Ï
B(0,M) := {z ∈ C : |z| < M} õ�½á�ÏPÞ=Ü|Ü�ò�Ù

f = (f1 + P ) + (f2 − P ),
óhÑ±Ò�ìgÒ

f1 − P ∈ A (R)
Þ=Ï±Ý

f2 + P
÷zÒuÜ|Û&Ï±Ú&Ø�ÐgÛFÐgÑ±Ò;Ó�ô�÷ñÞ=Ü�Üïá|Ï

H∞(B(0,M))
óhÑ±á�äÇÑ á|ØöÐgÑ±Ò

÷zÛ&ë±Ï±Ý±Ò_ÝFØdÒ�Ð
B
á|Ï
H([−N,N ])

ó]Ò�Þ�ìgÒöÜ�Û*Û=ú
á�Ï±ÚIßXÛ=ì_õ û Ñ±á|ØhäuÛ&ãÌðPÜ�ÒuÐgÒuØ	ÐgÑ±Ò�ð±ìgÛ*Û&ß�õ



	 Â
P. DOMAŃSKI

û Ñ±Òhð±ìgÛ=÷PÜ|Òuã Û=ßrØdë
ìKWoÒuä�Ðgá�ç
á�Ð�òÌÛ&ßrä_Ü|Þ=ØdØdá|ä_Þ=ÜñÛ=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìgØ2ó	Þ�ØïÐgÑ±Òhã�Þ=á�Ï�ìgÒ_Þ=ØdÛ&Ï4ßaÛ=ì�á|Ï�ÐdìgÛ*Ý±ë±ä_á�ÏPÚ
Proj1

÷�ò.à�Þ=Ü�Þ�ãIÛ*Ý±Û}çN���=Ô��Dá|Ï�ÐgÛIÐgÑ±Ò�ÐgÑ±ÒuÛ=ìdò9Û&ß�Ü|Û�ä}Þ=Ü�Ü�ò9äuÛ&Ï�ç�Ò�ø.ØoðñÞ=äuÒuØuõñæ©Ò�Ðhë±Ø�ìgÒ_ä_Þ=Ü|ÜrÐgÑPÞ�Ð�ÐgÑPÒ
ßaÛ&Ü|Ü�Û}óhá|Ï±ÚIÝPá|Þ=Ú=ìTÞ=ã Û&ß©Ü|Û*ä_Þ=Ü|Ü�ò9äuÛ&Ï�ç�Òuø^ØoðAÞ�ä_ÒuØ�Þ=Ï±ÝFÛ�ðrÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìgØ

0 −−−−→ X
j−−−−→ Y

q−−−−→ Z −−−−→ 0á�Ø�U���	����Aá|ßwÐgÑ±Ò³á�ã�Þ=Ú&Ò³Û&ßwÒuç�Ò�ìdò4ã�Þ�ð.á�Ø	Ò_ý�ëPÞ=ÜAÐgÛ�ÐgÑ±Ò�ú�Ò�ìgÏ±Ò_ÜAÛ&ßwÐgÑ±Ò³Ï±Ò�ø*Ð	ã�Þ�ðwõ û Ñ±Ò�ÝPá|Þ=Ú=ìTÞ=ã á�Ø
�~�VT/� � ���<vS��	 � ��� U���	����wá�ß�ÙñÞ=Ý±Ý±á�Ðgá�Û&ÏPÞ=Ü|Ü�ò�ÙñÞ=Ü�Üwã�Þ�ðPØ�Þ�ìgÒ�Û=ðzÒ_Ï.Û&Ï�ÐgÛÌÐgÑ±Òuá�ìhá�ã�Þ=Ú&ÒuØuõ
æ©Ò�ÐöëPØöäuÛ&Ï±Ødá|Ý±Ò�ì�Þ=Ï Þ�ìd÷Pá�ÐdìTÞ�ìdò�Û=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ì4è�� Ü|á�Ï±Ò}Þ�ìöäuÛ&Ï�Ðgá|Ï�ë±Û&ë±Ø�ã�Þ�ðzî

T : Y → Z
Ù
Y
Ù
Zàïæ½å�ô[ØoðñÞ=ä_ÒuØuõñÎ�Ð�ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhØ�ßaìgÛ&ã û Ñ±Ò_Û�ìgÒ_ã Õ�õ�}ÌÞ=Ï±Ý�Õ�õ�Ó³ÐgÑñÞRÐ �

� F�
�F-m�m�i 
�� �EJ��EJ 	;t
Proj1 Z = 0

�
T : Y → Z

	��	��V���<Us	��Eud�w2�&%�UV����v �<U��P��r2Ux�
T

v;��VT�U�� 

æ©Ò�Ð�ë±ØhÞ=ØdØdë±ãIÒ�Þ=Ý±Ý±á�Ðgá�Û&ÏPÞ=Ü|Ü�ò4ÐgÑñÞRÐ

T
á|Ø�Û=ðzÒuÏ.Û&Ï�ÐgÛIÞ�Ý±Ò_Ï±ØdÒ�Ødë±÷PØoðñÞ=äuÒöÛ=ß

Z
õ û Ñ±Ò_Ï9Û&Ï±Ò�ä_Þ=Ï

äuÛ&Ï±ØoÐdìgë±äuÐ�Ò_Þ=Ødá�Ü�òÌÐgÑ±ÒhßXÛ=Ü|Ü|Û_óhá|Ï±Ú�ä_Û&ãÌã�ë
ÐTÞ�Ðgá�ç�ÒhÝ±á�Þ�Ú=ìTÞ=ã óhá�ÐgÑ4Þ=Ü�ÜPÐgÑ±Ò�ìgÛ}óhØïÒuø*ä_Ò�ð±ÐïÐgÑ±Ò]=±ìgØoÐ�Û&Ï±Ò
ÐgÛ=ðzÛ&Ü�Û&Ú&á�ä}Þ=Ü�Ü�ò�Ò�ø±Þ=ä�Ð�è

X = kerT $ X = projN∈NXN $ Y = projN∈N YN $ Z = projN∈N ZN $
XN
Ù
YN
Ù
ZN

Z^�ïå�ô[ØoðñÞ=äuÒ_ØÇîTÙPßXÛ=ì�ÞÌØdá�ãÌðPÜ|Ò�Þ�ìgÚ&ë±ãIÒuÏ�ÐhØdÒ_Ò@�ÊÕ<}*Ù±ð±ðwõ��&Õ !2����� �

0 −−−−→ X
j−−−−→ Y

T−−−−→ Z
y

y
y

õõõ õõõ õõõ
y

y
y

0 −−−−→ XN+1
jN+1−−−−→ YN+1

TN+1−−−−→ ZN+1 −−−−→ 0
y

y
y

0 −−−−→ XN
jN−−−−→ YN

TN−−−−→ ZN −−−−→ 0
y

y
y

õõõ õõõ õõõ
Î�ßDÐgÑPÒöÞ�÷zÛ}ç�Ò�Ý±á�Þ=Ú�ìTÞ=ã6Ò�ø
á�ØoÐgØ�ÐgÑ±Ò_Ï9ó]Ò�ØgÞ_ò^ÐgÑñÞRÐ

T
á|Ø � �e�V	 � ��� �w2�&%�UV����v �<U�õ

û Ñ±ÒößaÛ&Ü|Ü�Û}óhá|Ï±ÚÌìgÒ_Ødë±Ü�Ðhá|Ø�Û&Ï±ÒöÛ&ßDÐgÑ±Ò�÷ñÞ=Ødá�äöØdÛ&ë
ìgä_ÒuØhÛ&ß�Þ�ð±ðPÜ|á|ä_Þ�÷Pá|Ü�á�Ð�ò9Û&ß
Proj1

õ
�	� ?/F�
�?/j �EJ���è�à�Þ=Ü|Þ=ãIÛ*Ý±Û}çN���=Ôe��îTõ O�U��

T
��U � �e�V	 � ��� Vw��&% UV�x��v �<U 
 	Gt Proj1 X = 0

��r2U��
T

v;
Vw��&% U�����v ��U 
 	Gt T v;[�w2�&%�UV����v �<U 	��Eu

Proj1 Y = 0
��r2Ux�

Proj1 X = 0 

� F�
�F-m�m�i 
�� �EJ�5è � Û=ãÌðwõ-� Õ1}*Ù � Û=ì_õDÓ=õ �<�XîTõ O-Ux�

Y
�VU]	 M`ORQ��~ST/	��VU]	���u

X
v���'� � ��xUVu Vw/�xST/	��VU 
q�r2U �xw/�<��vSU����

Y/X
vG��V��� T � Ux�~U�� ����� U���w2v �<	 � Ux�/� ��� � 	 M`O-Q��SST/	��VU�� �Xr2U��EU ��Ux�

Proj1 X = 0 
 	Gt
Proj1 Y = 0

��r2Ux�N��r2Us�V��� �<U����U�v � T � vS��	<��vS��� r2� � u� 	�!� U � � 

��" &�� ���x02. ���  �� ��� � " ��+:0���,�� ����*<" �½Ü�Û=ìgÒuÐy�ÊÕ<z��]Û=÷PØdÒuìdç�ÒuÝ5á|Ï)Ó}Ô����FÐgÑPÞ�ÐIÞ;Ü|á|Ï±Ò_Þ�ì�ðñÞ�ìdÐgá�Þ�Ü]Ý±á|ß�ô
ßaÒuìgÒuÏ�Ðgá�Þ=Ü½Û=ðzÒuìTÞRÐgÛ=ì�óhá�ÐgÑ#ä_Û=ÏPØoÐTÞ�Ï�Ð�ä_Û*Ò���äuá|ÒuÏ�ÐgØ

P (D) : D ′(Ω) → D ′(Ω)
á|Ø�Ødë
ìKWoÒuäuÐgá�ç�ÒÌá|ß]Þ=Ï±Ý

Û&Ï±Ü�ò9á�ß
D ′(Ω)/ kerP (D)

á|Ø	äuÛ&ãÌðPÜ|Ò�ÐgÒ�Þ=Ï±Ý
P (D) : C∞(Ω)→ C∞(Ω)

á�Ø�Ødë
ìKW~Ò_ä�Ðgá�ç�Ò=õ2_�Û}óöÙ
÷�ò
� Û=ì_õ
Õ�õ�z*Ù�ó]Òhú*ÏPÛ_ó�ÐgÑPÞ�ÐïÐgÑ±Ò]=±ìgØoÐ]äuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá�Û&Ï4á�Ø�Ò}ý�ë±á�ç&Þ=Ü�Ò_Ï�ÐïÐgÛ

Proj1 kerP (D) = 0
õ û Û*ÝPÞ_òÌÐgÑ±Ò

ßaëPÏ±ä�ÐgÛ=ì
Proj1

Þ�ÏPÝ(ä�ìgá�ÐgÒ�ìgá�Þ.Ü|á�ú�Ò�è�ÝAî�Þ=Ï±Ý)è�ÒRî�á|Ï û Ñ±Ò_Û=ìgÒuãÕ*õ{}.ÑñÞuç�Ò�÷zÒuä_Û&ãÌÒ�ç�Ò�ìdò#ðzÛ}ó]Ò�ìgßXë±Ü



CLASSICAL PLS-SPACES
	 �

ÐgÛ*Û=Ü|Ø�ßXÛ�ì�ð±ìgÛ}ç
á�Ï±Ú�Ødë
ìKWoÒuäuÐgá�ç
á�Ð�ò�Û&ßñÜ�á|Ï±Ò}ÞRì�ðAÞRìdÐgá�Þ=Ü
ÝPá�üzÒuìgÒuÏ�Ðgá�Þ=Ü
Û=ðzÒuìTÞ�ÐgÛ�ìgØuÙ=ä_Û&Ï�ç�Û=Ü|ë
Ðgá|Û&ÏIÞ=Ï±ÝIÛ�ÐgÑPÒ�ì
Û=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìgØ�è�ØdÒuÒ=Ù�ßaÛ=ì]á�Ï±ØoÐTÞ=Ï±ä_Ò=Ù���Ó_Ö±Ó=Ù±å�Òuä&õ*Õ*õ �<�[Ù���Ó}Õ��[Ù���Ó��<��Ù��{}��<��Ù��{}1|e�[Ù��{}1���[Ù��ÊÕ
Ó�Ù±å*Òuä=õ6�<��Ù��ÊÕ&Ôe�[Ù��{��Ö��[Ù
�{�1�e�[Ù��{�=Ô��[Ù��{z1���[Ù��ÊÔ�� �[Ù��ÊÔ&Ôe��îTõ
�	� ?/F�
�?/j �)JKH�è�é]ìTÞ=ë±Ï
ô[â�Ò_á�ØdÒuô��2Û&Ú=Ð��{}<���[ÙPé]ìTÞ=ë±Ï8�|Ó_Õ��[Ù��|Óx�<�[Ù/b �&ØdÏ±Òuì��{z1�e��îTõ O-U��

ω
�VUd	���	�� ��v��

����	�� � � Uxv�<r6���
Ω ⊆ Rd

	 �V��� ��U�� �VT/Ux� Vw/�xxU����
V := {z ∈ Cd : P (−z) = 0} 
 q�r2Ux� ��r2U

tx� � � ���Xv;��� 	���UsU��xw�v ��	 � U������
� 	��

P (D) : E{ω}(Ω)→ E{ω}(Ω)
vG^Vw��&% UV�x��v ��U

�� � �
Proj1 kerP (D) = 0

�Kv 
 U 
 � kerP (D)
w � ����	��V�����E� � ���<vS��	 � �

�� � � q�r2U^M r���	 � ��������O:v;�Eu�U � 

t$� � T/Us�V���Eu�v���vK��� �

∀ K b Ω ∃ δ > 0, Q b Ω ∀ ε, L > 0 ∃ C ∀ ϕ T � w2��v;Vw/�xr2	�� � ���nvS� ���
V

�
(α)+(β)⇒ (γ)

�
α
� ∀ z ∈ V ϕ(z) ≤ supy∈K〈Im z, y〉+ δω(|z|)�
β
� ∀ z ∈ V ϕ(z) ≤ L| Im z|�
γ
� ∀ z ∈ V ϕ(z) ≤ supy∈Q〈Im z, y〉+ εω(|z|) + C 


� ?njli 
� �)Jpo�J û Ñ±Ò�ä_Þ=ØdÒhÛ&ß
ω
Ï±Û&Ï
ô�ý�ëPÞ=Ødá�Þ�ÏñÞ�Ü�ò*Ðgá�ä�ó	Þ=Ø2ð±ìgÛ}ç�ÒuÝ4á�Ï �{}<���zÞ=Ï±Ý ��Ó}Õ��AÞ=Ï±Ý�ÐgÑ±Ò�ý�ëPÞ=Ødá�ô

Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ähä}Þ=ØdÒhá|Ï � z1����õ±å*ÒuÒ�Þ=Ü�ØdÛc�|Óx�<�[Ù�� }��1�zÞ�ÏPÝ �|Óe}e�[õ*Î�Ï�ß�Þ=ä�Ð_ÙAè�Þ�î ⇔ èX÷zî½ßaÛ&Ü|Ü�Û}óhØ�ß�ìgÛ&ã ÐgÑ±ÒhÚ&ÒuÏPÒ�ìTÞ=ÜÐgÑ±ÒuÛ=ìdò$Û&ß
Proj1

ú
Ï±Û}óhá�Ï±Ú(ÐgÑPÞ�Ð
P (D)

á|Ø^Ü�Û*ä_Þ=Ü|Ü�ò$Ødë±ìKW~Ò_ä�Ðgá�ç&Ò�Þ=Ï±Ý
Proj1 E{ω}(Ω) = 0

è�ØdÒuÒ
û Ñ±ÒuÛ=ìgÒ_ã Õ*õ �&îTõ��ïØoðzÒ_äuá�Þ�Ü|Ü�ò&ÙwÐgÑ±ÒIØdÒuäuÛ&Ï±Ý�ðñÞ�ìdÐ�á�Ø�ßXÞ�ì�ßaìgÛ&ã ÷rÒuá|Ï±Ú.Ðdìgá�ç
á�Þ�Ü�õwÎ�Ï�Û=ìgÝ±ÒuìöÐgÛ.Ú&ÒuÐ4è�äRîTÙ
Û&Ï±Ò�ÑPÞ=Ø4ÐgÛ(ÐdìTÞ=Ï±ØdÜ�Þ�ÐgÒ;ç
á|Þ ÐgÑ±Ò �PÛ&ë
ìgá|Ò�ìdô[æ�ÞRðñÜ|Þ=äuÒ�ÐdìTÞ=Ï±ØdßXÛ=ìgã ÐgÑ±Ò�ä_Û=ÏPÝ±á�Ðgá|Û&Ï è�Ò�îIá�Ï û Ñ±ÒuÛ=ìgÒ_ã
Õ*õ{}�ÐgÛ^ØdÛ&ãIÒ�ä_Û=ÏPÝ±á�Ðgá|Û&Ï�Û=Ï�Ñ±Û&Ü|Û&ãÌÛ=ìdðPÑPá�äÌßXë±Ï±äuÐgá�Û&Ï±Ø

f
Û&Ï

V
Þ=Ï±Ý�ÐgÑ±ÒuÏ�ÐgÛ9ØdÛ=ãIÒÌäuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá|Û=Ï�Û&Ï

ðPÜ|ë
ìgá�Ødë±÷PÑPÞ�ìgãIÛ=ÏPá�ä�ßXë±Ï±äuÐgá�Û&Ï±Ø
log |f | Û=Ï V �{�*Óx��õñÎ�Ð�á|ØhÞ=Ú�Þ=á�ÏFÏ±Û=ÐhÛ=÷�ç
á�Û&ë±Ø�ÞRÐ�Þ=Ü�Ü�õ

Î�Ð�ØdÒuÒ_ãÌØ³ÐgÑPÞ�Ð³ÐgÑ±Ò�ðñÞ�ðzÒuì�Û&ßPf��=ìgãIÞ=Ï±ÝPÒ�ì@� �6|e��Û&Ï�ÐgÑPÒ�äTÑPÞ�ìTÞ=ä�ÐgÒuìgá�ê}ÞRÐgá|Û&Ï�Û=ßïØdë
ìKW~Ò_ä�Ðgá�ç
á�Ð�ò�á�Ï
ä_Þ=ØdÒ�Û=ß

P (D) : A (Ω)→ A (Ω)
Ù
Ω
ä_Û=Ï�ç&ÒuøzÙPá�ØhÐgÑ±Ò[=±ìgØoÐ�Û&Ï±Ò�á�Ï.óhÑ±á|äTÑ;äuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá|Û=ÏPØhÛ&ß©Ð�ò*ðzÒ4è�äRî

Þ�ð±ðzÒ_Þ�ìgÒ_Ý;á�Ï;ÐgÑ±Ò�ä_Û=Ï�ÐgÒ�ø*Ð�Û=ß�Ødë
ìKWoÒuä�Ðgá�ç
á�Ð�ò.Û&ß½ðñÞ�ìdÐgá|Þ=Ü©Ý±á�üzÒ�ìgÒ_Ï�Ðgá�Þ�Ü©Û=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìgØuõ��PÛ=ì
Ω = R2 á�Ð³á�Ø

ú
Ï±Û}óhÏ;ÐgÑPÞ�Ð
P (D) : A (Ω) → A (Ω)

á�Ø�Þ=Ü�ó	Þ_ò
Ø³Ødë
ìKW~Ò_ä�Ðgá�ç�Ò �{}1z���õ �2ç=Þ=Ü�ëñÞRÐgá|Û&Ï�Û&ß½ÐgÑPÒ�Û=÷±ÐTÞ=á|Ï±ÒuÝ
äuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá|Û=ÏPØÌßXÛ=ì

Ω = Rd
ó	Þ=ØIÛ=÷±ÐTÞ=á�ÏPÒuÝ ßXÛ�ì

d = 3
÷*ò��zÞ=ã�ðñá�Òuìgá[�|ÓuÖ�Õ���Þ=Ï±Ý é]ìTÞ=ë±Ï �|Ó&Ó��

$
ßaÛ=ì

d = 4
÷�ò$é�ìTÞ=ë±ÏwÙïâ�Òuá|ØdÒ;Þ=Ï±Ý û Þ_ò*Ü|Û=ì4á|Ï � }=Ö���Þ=Ï±Ý �{}=Õ��[õ���ëPá�ÐgÒFìgÒuäuÒ_Ï�ÐgÜ�ò�æ�Þ=Ï±Ú&ÒuÏ�÷±ìgëPäTÑ �{�=Ö��

è�äuÛ&ãÌðwõñÒ}Þ�ìgÜ�á|Ò�ìhðAÞRðrÒ�ì �{|&Ôe��î]ÑPÞ=Ø�äTÑPÞ�ìTÞ=ä�ÐgÒuìgá�ê_ÒuÝFØdë±ìKW~Ò_ä�Ðgá�ç*á�Ð�ò9Û&ß
P (D) : A (Ω)→ A (Ω)

Ù
Ω
Þ�Ï

Þ�ìd÷Pá�ÐdìTÞ�ìdò;Ý±Û&ã�Þ=á�Ï�á|Ï
Rd
Ùzë±Ødá|Ï±Ú.Þ=Ü�ØdÛ9äuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá�Û&Ï±Ø³Ødá|ãÌá|Ü�ÞRì�á|Ï�Øoðñá�ìgá�Ð�ÐgÛ4ÐgÑ±ÒÌÞ�÷zÛ}ç&Ò�Û&Ï±ÒuØuõDí�ÐgÑ±Ò�ì

äTÑPÞ�ìTÞ=ä�ÐgÒuìgá�ê}Þ�Ðgá�Û&Ï±ØöÛ=ß�Ødë
ìKWoÒuä�Ðgá�ç
á�Ð�ò�Û&ß
P (D) : E{ω}(Ω) → E{ω}(Ω)

á|Ï�ÐgÑPÒÌÏPÛ=Ï±ô�ý�ëñÞ�Ødá�Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä
ä_Þ=ØdÒ]÷ñë
Ð2ßaÛ=ìïÞ�ìd÷Pá�ÐdìTÞ�ìdò�Û=ðzÒ_Ï

Ω
ó]Ò�ìgÒ�Ú&á�ç�ÒuÏÌ÷�ò�æ©Þ=Ï±Ú&ÒuÏ�÷Pìgë±äTÑIá|Ï �{|��e��Ù/� |1z��[õ��ïÞ�ìgá|Û&ë±Ø�àïÑ
ìTÞ=Ú=ã@Y_Ï
ô

æDá|Ï±Ý±Ò_Ü �&ß�Ð�ò*ðzÒ�ä_Û=ÏPÝ±á�Ðgá|Û&Ï±Øöó]ÒuìgÒ4Þ�ÏñÞ�Ü�ò
êuÒ_Ý á|Ï ÞFØdÒ}ý�ë±ÒuÏ±ä_Ò�Û&ß�ðñÞ�ðzÒ�ìgØ9è�ØdÒuÒ=Ù©ßaÛ=ì�á�Ï±ØoÐTÞ=Ï±ä_Ò=Ù �|Ó=Óx�[Ù
��Óe}��[Ù���Ó}Õ��[Ù��|Óx�<�[Ù���Óe���[Ù���Ó��e�[Ù��|Ó z��[Ù�� }1}��[Ù�� }&Õ��[Ù��{}��<�[Ù�� }1���[Ù�� �6|��[Ù��{�<z��[Ù��{��Ö��[Ù��{�*Óx�[Ù�����}��[Ù��{�<|��[Ù�� z1}��[Ù��{z<���[Ù
��Ó_Ö�Õ��XîTõ
å�á|ãIá�Ü�Þ�ìhãIÒuÐgÑ±Û*Ý±Ø	ó]Û=ìdú.Þ=Ü�ØdÛ�ßaÛ=ìhä_Û=Ï�ç&Û&Ü|ë
Ðgá|Û=ÏFÛ=ðzÒuìTÞRÐgÛ=ìgØuõ

�	� ?/F�
�?/j �)J��(è�_³Þ�ðñÞ=Ü�ú&Û}ç*ôSbhë±ÝñÞRú�Û}çN���<z��XîTõ^O�U��
F (D)

�VU � v ��U vG� q�r2UV����U � 	 
 � 
 q�r2U�vG���X�nv��~U
����u�Ux� u�v �lUx��U�����vS	 � �VT/Ux��	<�~���

F (D) : A (R) → A (R)
vGyVw��&% UV�x��v ��U\v t 	���u ��� ��� v t ��r2Ux��U vG

r : R+ → R+
�
r(x) = o(x)

�
δ > 0

Vw/�xr ��r2	<� v t
F (z) = 0

��r2Ux� U�v���r2Ux� | Im z| > δ|Re z| ���
| Im z| < r(|z|) 

� ?njli 
� �)J�)J û Ñ±ÒFÐgÑ±ÒuÛ=ìgÒ_ã Þ�÷zÛ}ç�ÒFó	Þ=Ø�Ú&Ò_Ï±Ò�ìTÞ=Ü|á�ê_ÒuÝ�ßaÛ=ì^Þ�ìd÷Pá�ÐdìTÞ�ìdò�ä_Û&Ï�ç�Û=Ü|ë
Ðgá|Û&Ï$Û=ðzÒuìTÞ�ÐgÛ�ìgØ
Û&Ï

A (R)
÷�òFæ©Þ=Ï±Ú&ÒuÏ�÷Pìgë±äTÑ � |1����Þ=Ï±Ý;ßXÛ�ì³ý�ëPÞ=Ødá�Þ�ÏñÞ�Ü�ò*Ðgá�ä�äuÜ�Þ�ØdØdÒ_Ø

E{ω}(R)
÷�òFâ�Ò�ò�Òuì ���1�e��õ û Ñ±Ò



	 Á
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ìgÒuØdë±Ü�Ð�ßXÛ=ì�Ï±Û&Ï
ô�ý�ëPÞ=Ødá�Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|äFäuÜ�Þ=ØdØdÒuØ
E{ω}(R)

Þ=Ï±Ý$äuÛ&Ï�ç�Û&Ü|ë
Ðgá�Û&Ï$Û=ðzÒuìTÞ�ÐgÛ�ìgØ�á�Ø�äuÛ&Ï�ÐTÞ=á|Ï±ÒuÝ$á|Ï
� }1|��[õ/L,Ødá�ãIá|Ü|Þ�ìhìgÒuØdë±Ü�Ð�ßaÛ=ìhäuÛ&Ï�ç�Û&Ü|ë
Ðgá�Û&ÏFÛ=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìgØ�Û&Ï

D ′(ω)(R)
á�Ø�ð±ìgÛ}ç�ÒuÝFá�Ï �ÊÕ&Ôe�[õ

û Ñ±Ò�ð±ìgÛ*Û&ß©Û&ß û Ñ±ÒuÛ=ìgÒuã �±õÊÕ�ë±ØdÒ_Ø	ÐgÑ±ÒößaÛ&Ü|Ü�Û}óhá|Ï±ÚÌÐgÑ±ìgÒuÒ�ã�Þ=á|Ï.á|Ï±Ú=ìgÒuÝPá�Ò_Ï�ÐgØ#�

• � Ò³ðPìgÛ_ç�ÒöÜ|Û*ä_Þ=ÜrØdë±ìKW~Ò_ä�Ðgá�ç*á�Ð�ò^Û&ß
F (D)
õ

• � ÒÌÞ�ð±ðPÜ�ò û Ñ±Ò_Û=ìgÒuã }*õ�z�ÐgÛ^Ú=ÒuÐ�Þ=Ï�Ò�ø*ðPÜ|á|äuá�Ð³ØdÒ_ý�ë±ÒuÏ�Ðgá|Þ=Ü�ìgÒ�ð±ìgÒ_ØdÒuÏ�ÐTÞ�Ðgá|Û&Ï�Û&ß
kerF (D)

Þ=Ø
Λ(A)
õ

• � ÒöÞ�ð±ðñÜ�ò
Proj1

ã�Þ=äTÑPá�Ï±Òuìdò^ç
á�Þ �2ø±Þ=ãÌðPÜ�Ò�Õ*õ ��è�äRî�Þ=Ï±Ý û Ñ±Ò_Û=ìgÒuã Õ*õ���õ

�E"��y0�+:0����-0��-.10 � " � ��0N* �E9 ������� � � � +�, �e,�780 � 0���*<" û Ñ±ÒöÜ�Þ�ØoÐ�ØdÒuäuÐgá�Û&Ï;Û=ß�ÐgÑ±Ò�Ødë
ìdç�Òuò9óhá�Ü|Ü
÷zÒïÝPÒ�ç�Û=ÐgÒuÝöÐgÛ�ÐgÑPÒ2ØoÐgëPÝ
òöÛ=ß±Ý±ÒuðzÒuÏ±ÝPÒuÏ±ä_ÒïÛ&ÏöðñÞ�ìTÞ=ãIÒ�ÐgÒ�ìgØ©Û&ß±ØdÛ&Ü�ë
Ðgá|Û&Ï±Ø�Û=ß±Ý±á�üzÒ�ìgÒ_Ï�Ðgá�Þ�Ü�Ò_ý�ëPÞ�Ðgá|Û&Ï±Øuõ
Î�Ð�Ðgë
ìgÏ±Ø�Û&ë
Ð�ÐgÑPÞ�Ð³ÐgÑ±ÒÌÝ±Òuç�ÒuÜ|Û�ðrÒuÝ�ÐgÑ±Ò_Û�ìdò�á|ØöÞ=Ü|ØdÛ9ëPØdÒußXë±Ü�á�Ï�ÐgÑPá�Ø�ð±ìgÛ=÷PÜ�Ò_ã.õwæDÒ�Ðöë±Ø�äuÛ&Ï±Ødá|Ý±Ò�ì�Þ
Ü�á|Ï±Ò}ÞRìhðñÞ�ìdÐgá�Þ�ÜwÝ±á�üzÒ�ìgÒ_Ï�Ðgá�Þ�ÜwÒ_ý�ëPÞ�Ðgá|Û&Ï
èoÓRî

P (D)u = f
í�Ï±Ò�Û&ßïÐgÑ±ÒÌÐ�ò�ðñá�ä}Þ�Ü�ð±ìgÛ=÷PÜ|ÒuãIØ�ó	Þ=Ø�ðrÛ=ØdÒ_Ý#÷�ò�æïõ�å*äTÑ�ó	Þ�ìdÐgê=ÙwóhÑ±Û;Þ=Øoú�ÒuÝ#óhÑ±Ò_Ï#ÐgÑ±ÒuìgÒÌÒuø
á�ØoÐgØ�Þ
Ü�á|Ï±Ò}ÞRì�ä_Û&Ï�Ðgá�Ï*ë±Û&ë±Ø�ìgá|Ú&Ñ�Ðöá|Ï�ç�Ò�ìgØdÒ�ßaÛ=ì

P (D)
è�Û=ì_ÙróhÑ±ÒuÏ#ó]ÒIä}Þ=Ï#ã�Þ�ú�ÒÌÐgÑ±ÒIØdÛ&Ü�ë±Ðgá�Û&Ï

u
Ý±Ò�ðzÒ_Ï±Ý

Ü�á|Ï±Ò}ÞRìgÜ�ò Þ=Ï±Ý$ä_Û&Ï�Ðgá�Ï*ë±Û&ë±ØdÜ�ò Û&Ï ÐgÑ±Ò.ìgá�Ú&Ñ�Ð4ÑPÞ=Ï±Ý$Ødá|Ý±ÒFÛ=ßÌèoÓRîdîTõ û Ñ±á�ØIðPìgÛ�÷ñÜ�Ò_ã/ó	Þ=Ø�ØdÛ=Ü�ç�ÒuÝ ÷*ò
â�Òuá|ØdÒ=Ù û Þuò
Ü|Û=ì³Þ=Ï±Ý �ïÛ&Ú�Ðs����Ö��½ßXÛ�ì

P (D) : D ′ → D ′
Þ=Ï±Ý�á�Ï �{�<}���ßaÛ=ì

P (D) : D ′(ω) → D ′(ω)

Û�ì
P (D) : E{ω}(Ω) → E{ω}(Ω)

ßXÛ�ìöÏ±Û&Ï
ô�ý�ëPÞ=Ødá�Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä
ω
õwé�ò�ÏPÛ_ó ÐgÑ±ÒuìgÒIÞ�ìgÒ�ðñÜ�Ò_Ï�Ð�ò�Û&ßïðñÞ�ðzÒ�ìgØ

Ò�ç&Þ�Ü|ëPÞ�Ðgá|Ï±Ú�ÐgÑ±Ò�äuÛ&Ï±ÝPá�Ðgá|Û&Ï±Ø�Û=÷±ÐTÞ=á�Ï±Ò_Ý�ßXÛ�ì³Ú&á�ç�ÒuÏ�ðzÛ&Ü�ò
Ï±Û&ãIá|Þ=Ü|Ø
P
è�ØdÒuÒ&ÙAßaÛ=ì�á|Ï±ØoÐTÞ=Ï±ä_Ò=Ù:��Óez���Ù:�|Ó_Ô��[Ù

� }
Óx�[Ù�� ��Ö���Ù�� �&Ô��[Ù)����Õ��[Ù��{���<��îTõ û Ñ±Ò³äÇÑPÞ�ìTÞ=ä�ÐgÒ�ìgá|ê_Þ�Ðgá|Û&Ï±Ø�ÞRìgÒ�Ú=á�ç�ÒuÏ9á|Ï^ÐgÒ�ìgãIØ	Û&ßDàïÑ
ìTÞ=Ú&ã Y_Ï
ô[æDá|Ï±Ý±Ò_Ü �&ß
äuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá|Û=ÏPØhØdá|ãIá�Ü�Þ�ì�ÐgÛIÐgÑ±Û&ØdÒ�äTÑPÞ�ìTÞ=ä�ÐgÒuìgá�ê_á�ÏPÚ�Ødë
ìKW~Ò_ä�Ðgá�ç
á�Ð�ò.Û=ß�ðñÞ�ìdÐgá�Þ=ÜwÝPá�üzÒuìgÒuÏ�Ðgá�Þ=ÜDÛ=ðzÒuìTÞRÐgÛ=ìgØhÛ&Ï
E{ω}
õ û ÑPá�Ø9á�Ø9Ï±Û=ÐsW~ë±ØoÐFÞ(äuÛ&á|Ï±äuá|Ý±Ò_Ï±äuÒ&õ]Î�Ð9á|Ø^ØdÑ±Û}óhÏ�á�Ï �|Ó_Õ���ÐgÑPÞ�Ð.ßaÛ=ì.Þ5Ï±Û&Ï
ô�ý�ëPÞ=Ødá|Þ=ÏPÞ=Ü�ò�Ðgá|ä

ó]Òuá|Ú&Ñ�Ð
ω
Þ=Ï±Ý9ÞöÑPÛ=ãIÛ&Ú&ÒuÏ±Ò_Û&ë±ØïðrÛ=Ü�ò
Ï±Û&ãIá|Þ=Ü

P
ÐgÑ±Ò�Ý±á�üzÒuìgÒuÏ�Ðgá�Þ=ÜAÛ=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ì

P (D) : E{ω}(RN )→
E{ω}(RN )

ÑPÞ=Ø�Þ�Ü|á�Ï±Ò}Þ�ì�äuÛ&Ï�Ðgá|Ï�ë±Û&ë±Ø�ìgá�Ú&Ñ�Ð�á|Ï�ç�Ò�ìgØdÒ�á|ß�Þ�ÏPÝ;Û=ÏPÜ�òFá�ß
P (D) : A (RM) → A (RM )è�Û=ì_Ù

P (D) : E{ω}(RM )→ E{ω}(RM )
î½á|Ø�Ødë
ìKW~Ò_ä�Ðgá�ç�ÒhßaÛ=ì

M > N
õ6L�Ødá|ãIá�Ü�Þ�ì�ð±ìgÛ=÷PÜ�Ò_ã ó	Þ=Ø]Þ=Ü�ØdÛ

äuÛ&Ï±Ødá|Ý±Ò�ìgÒ_ÝIßaÛ=ì2äuÛ&Ï�ç�Û&Ü|ë
Ðgá�Û&ÏIÛ=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìgØ�Û&Ï
A (R)

�{|1|���õ&Î�ÏIä_Þ=ØdÒ]óhÑ±Ò_ÏFèoÓRî©á�Ø2Þ=ÏIÛ}ç�Ò�ìgÝ±ÒuÐgÒ�ìgãIá�ÏPÒuÝ
Øoò
ØoÐgÒuã Û&ß�Ò_ý�ëPÞ�Ðgá|Û=ÏPØ	ó]Ò�Û=÷±ÐTÞ=á�Ï.ÐgÑ±ÒößaÛ&Ü|Ü�Û}óhá|Ï±ÚIä_Û&ã�ðñÜ�ÒuøAÙ

P (D) = P0(D)
�

èS}�î 0 −−−−→ kerP0(D) −−−−→ D ′(Ω)
P0(D)−−−−→ D ′(Ω)

P1(D)−−−−→ D ′(Ω)
P2(D)−−−−→ . . .

. . .
Pn(D)−−−−→ D ′(Ω) −−−−→ 0.

û Ñ±Ò�÷zÛ*Û=ú Û=ß û Þ�ìdú
ÑPÞ=Ï±Û}ç �{z&Ôe�]Òuø*ðPÜ|Þ=á|Ï±Ø�á|Ï5Ý±Ò�ÐTÞ=á|Ü2ÐgÑ±Ò�ÐgÑPÒuÛ=ìdò�Û&ß�Ødë±äTÑ5ä_Û&ã�ðñÜ�Òuø*Ò_Ø�ð±ìgÛ}ç*á|Ý±á|Ï±Ú
ðPÜ|ÒuÏ�Ð�ò.Û=ß�Ò�ø±Þ=ãÌðPÜ|ÒuØuõ
å�ë±ìdð±ìgá�Ødá|Ï±Ú&Ü�ò9ó]Ò�ÑPÞ_ç�Ò�ÐgÑ±Ò�ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhá�ÏPÚÌç�Ò�ìdò9ØoÐdìgÛ&Ï±ÚÌìgÒuØdë±Ü�Ð_õ

�	� ?/F�
�?/j ��JKH�è�Z³Û&ã�Þ��±Øoú
á�ô��ïÛ&Ú=Ð�� Õ&Õ��XîTõ 	;t � 	 � vG�	�� U��6	��x�'�V��� T � U��c��r2U��N��r2Us�VT/Ux��	<�~����

Pj(D) : D ′(Ω)→ imPj(D)
r2	���U � vG�EU�	��s�V������vG�nw���w�^��v �<r6�`v;� �<U����UxPt���� U ��Ux� �

j ≥ 1 

� ?njli 
� ��Jpo�J û Ñ±Ò�ìgÒuØdëPÜ�Ð�Ñ±Û&Ü�Ý±Ø�Þ=Ü�ØdÛ.ßXÛ=ì�äuÛ&ãÌðPÜ|Ò�ø
ÒuØöÛ}ç&Òuì

D ′(ω)(Ω)
õ û Ñ±ÒÌãIÛ&ØoÐ�ä_ë
ìgá|Û=ëPØ�ß�Þ�äuÐ

á�ØöÐgÑPÞ�Ð
Pj(D)

÷zÒ_á�ÏPÚ.ÝPá�üzÒuìgÒuÏ�Ðgá�Þ=Ü2Û=ðzÒ�ìTÞ�ÐgÛ=ìgØ�ðPÜ�Þ_ò*Ø�Ï±Û.ìgÛ&Ü|Ò<��L äuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá�Û&Ï äTÑñÞRìTÞ=äuÐgÒ�ìgá|êuá|Ï±Ú.ÐgÑ±Ò
Ò�ø
á|ØoÐgÒuÏ±ä_Ò�Û&ßïÞ^Ü|á�Ï±Ò}Þ�ì³ä_Û=Ï�Ðgá�Ï�ëPÛ=ëPØ�ìgá|Ú&Ñ�Ð�á�Ï�ç�ÒuìgØdÒ�ßXÛ=ì

P0(D)
á|Ø�Þ=Ü|ØdÛ9Û�÷PÐTÞ�á|Ï±Ò_Ý�á|Ï � Õ&Õ���õ ��Þ�ìgÜ|á�Òuì_Ù

à�Þ�Ü�Þ=ãIÛ�ÝPÛ_ç �{z<}��Dð±ìgÛ}ç�ÒuÝFÐgÑ±á|Ø�ìgÒ_Ødë±Ü�Ð�ßXÛ=ì
Ω
äuÛ&Ï�ç�Òuø.Þ=Ï±Ý;Ý±á�üzÒ�ìgÒ_Ï�Ðgá�Þ�ÜDä_Û=ãÌðPÜ|Ò�ø
Ò_Øhë±Ødá|Ï±Ú^ÞIÜ|Û�Ð�Û&ß



CLASSICAL PLS-SPACES
	 Ã

þ�ÑPÞ�ìgÝ;Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ødá|Ø~ÿ4è��ñÛ=ë±ìgá�Òuìdô[æ©Þ�ðPÜ�Þ�ä_Ò�ÐdìTÞ=Ï±ØdßXÛ=ìgã^îï÷Pë±ÐhÑ±Ò�Û=÷±ÐTÞ=á�ÏPÒuÝ;ÞÌ÷zÒ�ÐdÐgÒuìhäuÛ&Ï±Ý±á�Ðgá|Û=Ï;ßaÛ=ìhìgá�Ú&Ñ�Ð
á�Ï�ç&ÒuìgØdÒöÛ&ß

P0(D)
á�Ï.ÐgÑ±á|Ø�ØoðzÒ_äuá�Þ�ÜDä_Þ=ØdÒ�á|Ï.ÐgÒ�ìgãIØ�Û&ß©àïÑ
ìTÞ=Ú&ã@YuÏ
ô[æ©á�Ï±ÝPÒuÜ��=ß�Ð�ò�ðrÒ�äuÛ&Ï±ÝPá�Ðgá|Û&Ï±Øuõ

û Ñ±Ò�ðPìgÛ�Û&ß�Û&ß û ÑPÒuÛ=ìgÒuã |�õ�Óöá|Ø�ðPë
ìgÒ_Ü�ò.ßaë±ÏPä�Ðgá|Û=ÏñÞ�Ü©Þ�ÏñÞ�Ü�ò*Ðgá�ä&õ/�½á�ìgØoÐ_ÙñÛ&Ï±Ò�ð±ìgÛ}ç�ÒuØ�á�Ï±ÝPë±ä�Ðgá�ç�ÒuÜ�ò
ÐgÑPÞ�Ð³ÐgÑ±ÒÌÒuø±Þ�äuÐ³ä_Û&ã�ðñÜ�Òuø�èS}�îhã�ë±ØoÐö÷zÒ�ÐgÛ=ðzÛ&Ü�Û&Ú&á|ä_Þ=Ü�Ü�ò�Ò�ø±Þ=ä�Ð_õrÎ�Ï±Ý±ÒuÒ_ÝrÙwØdá|Ï±äuÒ

Proj1 D ′(Ω) = 0è�ØdÒuÒ �2ø±Þ=ã�ðñÜ�Ò	Õ*õ ��è�Þ�îdîTÙ
Pn(D)

á|Ø�Û=ðzÒuÏ�÷�ò � Û�ìgÛ&Ü|Ü|Þ�ìdò�Õ�õ��*õRé]ò û Ñ±ÒuÛ=ìgÒuã Õ*õ���Ù
Proj1 (kerPn(D))

= 0
Ùw÷Pë
Ð

kerPn(D) = imPn−1(D)
Þ=Ï±Ý Þ=Ú�Þ=á�Ï

Pn−1(D)
á�ØöÛ=ðzÒ_Ïrõ�å�ÐgÒuð#÷�ò#ØoÐgÒuð#ÐgÑ±ÒÌóhÑ±Û&Ü|Ò

äuÛ&ãÌðPÜ|Ò�ø;Ðgë
ìgÏ±Ø�Û=ë±Ð�ÐgÛ^÷zÒ�ÐgÛ=ðzÛ&Ü|Û&Ú=á|ä_Þ=Ü|Ü�ò�Ò�ø±Þ=ä�Ð_õzÎ�Ï�ÐgÑ±ÒÌÏ±Òuø�Ð³ðñÞ�ìdÐ�Û=ß2ÐgÑ±Ò�ðPìgÛ�Û&ß2Û&Ï±ÒÌë±ØdÒ_Ø�ÐgÑPÒ
ØdÒ_ý�ë±Ò_Ï�Ðgá|Þ=Ü©ìgÒuð±ìgÒuØdÒ_Ï�ÐTÞ�Ðgá�Û&Ï�Û&ß

D(Ω) ' (s′)N
è û Ñ±Ò_Û�ìgÒ_ã }*õ²Õ&îTõ û Ñ±á�Ø�ìgÒ�ðPìgÒuØdÒuÏ�ÐTÞRÐgá|Û&Ï#Þ�Ü|Ü|Û_óhØ�ë±Ø

ÐgÛÌð±ìgÛ}ç�Ò=ÙP÷�òFÞÌìgÒ�ðzÒ}Þ�ÐgÒuÝ;Þ�ð±ðPÜ|á�ä}ÞRÐgá|Û&ÏFÛ&ß©ÐgÑ±Ò �ïÛ&Ú=Ðdô �(Þ=Ú=ÏPÒ�ì�è
Ω
î�ôTè�Z^_öîïØoðPÜ|á�ÐdÐgá�Ï±ÚIÐgÑPÒuÛ=ìgÒuã �{�<�*Ù

Õ=Ö*õ�Óx��ÙPÐgÑ±Ò�ßXÛ&Ü�Ü|Û}óhá�Ï±ÚIìgÒuØdë±Ü�Ð�óhÑ±á|äTÑFØdÒuÒ_ãIØ	ÐgÛÌ÷zÒ�ÐgÑ±Ò�ãIÛ&ØoÐhÝPá ��äuëPÜ�Ð�ðñÞ�ìdÐhÛ&ß©ÐgÑ±Ò�ØoÐgÛ=ìdò��
�	� ?/F�
�?/j ��J��(è � Ò_Ï±Ú&ÒuÏ
ìgÛ=ÐgÑ8��Ó_Ö&Ö��[Ù/Z³Û&ãIÞ��±Øoú
á�ô��2Û&Ú=Ð � Õ1}��XîTõ 	;t

X
�
Y
�
Z

	��VU^M`O-Q��~KT�	���Ux �
Xv;d	 ��w��<��vKUx��� �
t

D ′(Ω)
	��Eu

Z
vGd	yVw/�xST/	��VUc�
t

D ′(Ω)
�'��r2Ux��U �<U�� � �~�VT/� � ���<vK�V	 � ��� U���	����]�U��

��w�U��E�VU �
t[��r2U tx��� �

0→ X → Y → Z → 0
ST � vG�� 


�½á|ÏPÞ=Ü�Ü�ò&Ù û ÑPÒuÛ=ìgÒuã |�õ�Ó�ßaÛ&Ü|Ü�Û}óhØhß�ìgÛ&ã û Ñ±ÒuÛ=ìgÒuã |*õ²Õ�Þ�ð±ðñÜ�á|ÒuÝ.ÐgÛÌÐgÑ±Ò�ØdÒ}ý�ë±ÒuÏ±ä_Ò

0 −−−−→ kerPj(D) −−−−→ D ′(Ω)
Pj(D)−−−−→ imPj(D) −−−−→ 0.

� ?njli 
� ��J�)JwæDÒ�Ðïë±ØïãIÒuÏ�Ðgá|Û&ÏIÑ±ÒuìgÒ	ÐgÑñÞRÐ
Proj1

ØoÐTÞ=Ï±Ý±Ø2÷zÒ_Ñ±á�ÏPÝÌÐgÑ±Ò	óhÑ±Û&Ü|Ò�ØoðñÜ�á�ÐdÐgá�ÏPÚ�÷Pë±Ødá|Ï±ÒuØdØ
è�ØdÒuÒ � Ô1|��[Ù�äuÛ&ãÌðwõ^� �6}��³Þ=Ï±Ý �|Ó_Ö
Óx��îÌßXÛ�ìy�±ì�YuäÇÑ±Ò�Ð9ØoðñÞ=ä_ÒuØuÙ�á�õ Ò=õ|Ù]Þ=Ü�ØdÛ(÷zÒ_Ñ±á�ÏPÝ�ÐgÑ±Ò �ïÛ&Ú=Ðdô �(Þ=Ú=ÏPÒ�ì
û Ñ±ÒuÛ=ìgÒ_ã9õ

L�Ï±Û=ÐgÑ±Òuì�ð±ìgÛ=÷PÜ|Òuã Û&ß½ÞÌØdá�ãIá|Ü|Þ�ì�ßXÛ=ìgã ó	Þ=Ø�ðzÛ&ØdÒuÝ.÷�òyf��=ìgã�Þ�ÏPÝ±Ò�ì � �6�*Ù±ç&Û&Ü�õPÎdÎTÙ±ðwõ�|&Ô���õPæDÒuÐ

P (z,D) =
∑

|α|≤m
aα(z)(−i)|α|∂α,

aα(z)
Ñ±Û&Ü|Û=ãIÛ=ìdðPÑ±á|ä=Ùr÷rÒÌÞ9Ü�á|Ï±Ò}ÞRì�ðñÞ�ìdÐgá�Þ=Ü�ÝPá�üzÒuìgÒuÏ�Ðgá�Þ=Ü½Û=ðzÒuìTÞRÐgÛ=ì�ÝPÒ�ðzÒ_Ï±Ý±á|Ï±Ú.Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá�ä}Þ�Ü|Ü�ò�Û=Ï�Þ

ðñÞ�ìTÞ=ãÌÒuÐgÒ�ì
z ∈ U õDæDÒuÐ δ ÷zÒÌÐgÑ±Ò@Z³á�ìTÞ�äIÝ±á|ØoÐdìgá�÷Pë
Ðgá|Û=Ïwõ�f��=ìgã�Þ=Ï±Ý±Ò�ì�Þ=Øoú&Ò_Ý�á|ß�á�Ð�á�Ø�ðzÛ&ØdØdá�÷PÜ|ÒIÐgÛ

=PÏ±Ý;ÞÌÑ±Û&Ü�Û&ãIÛ=ìdðPÑ±á|äöã�Þ�ð
g : U → D ′(Rd)

ØdëPäTÑ.ÐgÑPÞ�Ð

P (z,D)g(z) = δ.
û ìgÒ�ç�ÒuØ^è�ØdÒuÒ � Ô=Ö���Þ=Ï±Ý �ÊÔ*Óx��î�ð±ìgÛ}ç�ÒuÝ�ÐgÑñÞRÐ

P (z,D)
ã�ëPØoÐ�÷zÒ�þ�Ò}ý�ëPÞ=Ü�Ü�ò#ØoÐdìgÛ=ÏPÚRÿIßXÛ=ì�Òuç�Ò�ìdò

zÞ=Ï±Ý.ÐgÑPÞ�Ð�ÐgÑ±á�Ø�ÏPÒuäuÒ_ØdØgÞ�ìdò9äuÛ&Ï±ÝPá�Ðgá|Û&Ï.á�ØhØdë ��äuá|ÒuÏ�ÐhßXÛ=ìhÜ|Û*ä_Þ=ÜrÝ±Ò�ðrÒuÏ±Ý±Ò_Ï±äuÒ&õ
�	� ?/F�
�?/j ��J�� è�â�Þ=Ï�ÐgÜ|á�ú �{�1}���Ù��{�&Õ��XîTõyq�r2U^	��n�� Ux� �~��� 
�� � 	��Eu�U����  ��w�U����vS���cvG � Ux)t����lU �<U�� �
Q��~U�vG� � 	��/v t�� � u

U
�Xr2Ux��U �<U��

P (z,D)
vG��
t��KU���w�	 � �����U����1��r���t����sU �<U�� �

z ∈ U 

� Ò^=PÏ±á|ØdÑ^óhá�ÐgÑ.Þ�ìgÒ_Ødë±Ü�Ð�Û&Ï.Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä³Ý±Ò�ðrÒuÏ±Ý±Ò_Ï±äuÒ�Û=ß©ØdÛ&Ü�ë
Ðgá|Û&Ï±Ø	Û&ß

P (D) : A (Ω)→ A (Ω)ë±Ødá|Ï±ÚÌÐgÑ±Ò�ÐgÑ±ÒuÛ=ìdò9Û&ßDç�Ò_ä�ÐgÛ=ì	ç&Þ�Ü|ë±Ò_Ý9ìgÒ_Þ=ÜDÞ=ÏPÞ=Ü�ò�Ðgá|ä�ßaëPÏ±ä�Ðgá|Û&Ï±Ø#�
�	� ?/F�
�?/j ��J��(è�é	Û&Ï±Ò�ÐdôSZ�Û=ã�Þ��±Øoú
áP� ���[Ù��{�e��îTõ O-Ux�

U
�VU@	dQ��~Uxv;� �d	��/v tx� � u��Xv���r ��r2U�����������dORv��

��w��ev � � U:T����VT�U��x� � 
 O�U�� T : A (Ω1)→ A (Ω2)
��U 	[�w2�&%�UV����v �<U �VT/Ux��	<�~��� 
 �����lU ��Ux� � r2� � ��� ���~T�r�vK�

t�w2�E�x��vS���
f ∈ H(U,A (Ω2))

��r2Ux��U$vG
g ∈ H(U,A (Ω1))

Vw/�xry��r2	<�

T (g(z)) = f(z)
tx���sU �<U�� �

z ∈ U.



	��
P. DOMAŃSKI

� ?njli 
� ��J���J�L å�ÐgÒuá|Ï�ãIÞ=Ï±á|ßXÛ=Ü|Ý
U
ÑPÞ=Ø2ÐgÑ±ÒhØoÐdìgÛ&Ï±Ú�æDá|Û=ë±ç*á|Ü|Ü�Ò�ðPìgÛ�ðrÒ�ìdÐ�òÌá|ßzÒ�ç�Òuìdò�ðPÜ|ë
ìgá|Ødë
÷PÑPÞ�ìdô

ãIÛ=ÏPá�äïßXë±Ï±ä�Ðgá|Û&ÏöÛ&Ï
U
÷zÛ&ë±Ï±ÝPÒuÝ�ß�ìgÛ&ã ÞR÷rÛ_ç�Ò2á|ØDä_Û&Ï±ØoÐTÞ=Ï�Ð_õ L�ØDÎzÜ�Ò}Þ�ìgÏ±ÒuÝ�ß�ìgÛ&ã��±õ�å�á|äuá�Þ�úIèXðrÒ�ìgØdÛ&ÏPÞ=Ü

äuÛ&ãIã�ë±Ï±á|ä_Þ�Ðgá�Û&ÏAîDÐgÑPÒ�ìgÒ�Þ�ìgÒ	Ò�ø±Þ=ãÌðPÜ|ÒuØ�Û&ßñÝ±Û&ã�Þ�á|Ï±Ø2Û&ßñÑ±Û&Ü|Û&ãÌÛ=ìdðPÑ�ò�á|Ï
C2 óhÑ±á|äTÑIÑPÞ_ç&Ò	ÐgÑ±Ò	ØoÐTÞ=Ï
ô

ÝPÞ�ìgÝ�æDá|Û&ë
ç
á�Ü|Ü�Òhð±ìgÛ=ðzÒ�ìdÐ�òFè��)Ò�ç�Ò�ìdò�÷rÛ=ëPÏ±Ý±ÒuÝ�ÑPÛ=Ü|Û&ãIÛ�ìdðñÑ±á�ä�ßXë±Ï±äuÐgá�Û&ÏIá|ØïäuÛ&Ï±ØoÐTÞ=Ï�Ð�î�÷Pë
Ðïóhá�ÐgÑ±Û&ë
Ð
ÐgÑ±Ò�ØoÐdìgÛ&Ï±Ú�æDá|Û&ë
ç
á�Ü|Ü�Ò�ð±ìgÛ=ðzÒ�ìdÐ�ò�õ

L�Øhó]Ò�ÑPÞ_ç�Ò�ØdÒuÒ_ÏrÙP÷zÒ_Ñ±á|Ï±Ý û ÑPÒuÛ=ìgÒuã |*õ|Ó�ØoÐTÞ=Ï±Ý±Ø�Þ�ØoðPÜ|á�ÐdÐgá|Ï±Ú û ÑPÒuÛ=ìgÒuã |*õÊÕ*õrå*á�ãIá|Ü|Þ�ìgÜ�ò&ÙAÛ&Ï±Ò
ä_Þ=Ï^Ú&ÒuÐ�ç&Ò_ä�ÐgÛ=ì]ç=Þ=Ü�ëPÒuÝ^Ødë
ìKWoÒuä�Ðgá�ç
á�Ð�ò�ìgÒuØdë±Ü�ÐgØ�è�Ü|á�ú�Ò û Ñ±Ò_Û=ìgÒuã4|*õ{��î2ë±Ødá|Ï±Ú�Û=ÐgÑ±Ò�ì	ØoðPÜ|á�ÐdÐgá|Ï±Ú�ìgÒuØdëPÜ�ÐgØuõ
û Ñ±Ò�ØoðPÜ|á�ÐdÐgá|Ï±ÚFÐgÑ±Ò_Û=ìdò�ßXÛ=ì��Pì�YuäÇÑ±Ò�Ð�ØoðñÞ=äuÒ_Ø�á�Ø�ìTÞRÐgÑPÒ�ì�äuÛ&ãÌðPÜ�ÒuÐgÒ=ÙDØdÒ_Ò � Ô1|��[Ù`�ÊÔ��<��Ù`� �6}��[õ � Ò�ÑPÞ_ç�Ò
Ò�ç�ÒuÏ.ð±ìgÒuØdÒ_Ï�ÐTÞ�Ðgá�Û&Ï±Øhá�Ï;Þ�÷zÛ*Û=ú9ßaÛ=ìgã á�Ï ���<�e�©Þ=Ï±Ý ��Ó_Ö±Óx��õ
� 
�F���m6?/j ��J�EJ��`���n�����w��x�P	 ST � vG�K��vG��� ��r2UV��� � t����'M`ORQ��~ST/	��VU� ��v 
 U 
 � �X�Eu T/	�v;��^�
t M`O-Q��SST/	��VUx
E
�
F

Vw/�xry��r2	<�'U ��Ux� � Vr2���x�'U���	����`�U���w�U��E�VU

0 −−−−→ F −−−−→ X −−−−→ E −−−−→ 0
ST � vG�� 

û Ñ±Ò³ð±ìgÛ=÷PÜ�Ò_ã á|Ø	Û&ßDØoðzÒ_äuá�Þ�Üzá|Ï�ÐgÒ�ìgÒ_ØoÐ�á�ßDÛ&Ï±Ò³Û&ßwÐgÑPÒ�ØoðñÞ=ä_ÒuØ

E
Û=ì
F
á|Ø�Þ�ä_Ü|Þ=ØdØdá|ä_Þ=Üràïæ½å�ô[ØoðAÞ�ä_Ò

Ü�á�ú�Ò
D ′
Ù
D ′(ω)

Ù
E{ω}
Ù
A (Ω)
õAå�Û�ßXÞ�ì�ó]ÒöÑPÞ_ç�ÒöÛ&Ï±Ü�ò^ØdÛ&ãIÒöØdä_Þ�ÐdÐgÒuìgÒuÝ9ìgÒ_Ødë±Ü�ÐgØ�óhÑ±á|äTÑFÝ±Û�Ï±Û=ÐhÚ=á�ç�Ò

Þ=Ï�òIäuÛ&ãÌðPÜ|Ò�ÐgÒ�ÐgÑ±ÒuÛ=ìdò�õ�Î�Ï � Õ1}��AÞ=Ï±Ý ��Ó_Ö&Ö���è�ä_Û=ãÌðwõ��|Ó_Ö±Ó�Ù±å�Òuä&õ�|*õ²Õe��î½ØdÛ&ãÌÒ�ØoðPÜ|á�ÐdÐgá�Ï±Ú�ìgÒuØdë±Ü�ÐgØïá|ÏIÐgÑPÒ
àïæ½å�ô[ä}ÞRÐgÒ_Ú&Û�ìdò.ÞRìgÒöÚ&á�ç�ÒuÏFá�Ï.ä}Þ=ØdÒ

F
Û=ì
E
á|Ø�á|ØdÛ&ãIÛ�ìdðñÑ±á�ä�ÐgÛ

D ′(Ω)
Û�ì
E ' ω è�� ÐgÑ±Ò�ØoðñÞ=äuÒöÛ=ßÞ=Ü�Ü�ØdÒ_ý�ë±ÒuÏPäuÒuØÇîTõ û Ñ±á|Ø�ÐgÑPÒuÛ=ìdò�Þ=Ü�ØdÛ9ó]Û=ìdú
Ø�ßaÛ=ì

D ′(ω)

õ û Ñ±ÒIÝ±á�ØdØdÒuìdÐTÞ�Ðgá�Û&Ï#Û&ß �öë±Ï
ú
Ü�Ò\� |&Õ���Ú&á�ç&Ò_ØöÞ
Ødë
ìdð±ìgá|Ødá�ÏPÚ=Ü�ò9ä_Û&ã�ðñÜ�ÒuÐgÒ�ØdÛ&Ü�ë±Ðgá�Û&Ï.ßXÛ=ì�ÐgÑ±Ò�ä_Þ=ØdÒ³óhÑ±ÒuìgÒ

E
	��Eu

F
Þ�ìgÒ³ÐgÑ±Ò�ØdÛ=ô[ä_Þ=Ü|Ü�Ò_Ý9ðzÛ}ó]Ò�ìhØdÒuìgá�Ò_Ø

���=ÐgÑ±Ò]àïæ½å�ô[ØdÒ}ý�ëPÒuÏ±ä_Ò�ØoðñÞ=äuÒuØuõ=Î�Ð�á|Ø©÷ñÞ=ØdÒ_Ý�Û&Ï�Þ=Ï�Þ=ÏPÞ=Ü|Û&Ú=ëPÒ�Û&ßnbhÒuÐTÞ�ú*Ñw× Ø�äTÑPÞ�ìTÞ=ä�ÐgÒuìgá�ê}Þ�Ðgá�Û&Ï�Û&ß
ÐgÑPÒ
ç=Þ=Ï±á|ØdÑ±á|Ï±Ú�Û=ß

Proj1
è û Ñ±ÒuÛ=ìgÒ_ã Õ*õ{}�è�Ýzîdî½ßXÛ�ì�ó]Ò�÷±÷rÒuÝ4ØoðñÞ=ä_ÒuØuÙ*ØdÒuÒ � �PÓx��õPíhÐgÑ±Òuì�ØoðzÒ_äuá =Pä�ØoðñÜ�á�ÐdÐgá�ÏPÚ

ìgÒuØdë±Ü�ÐgØ½á|Ï�ÐgÑ±Ò�ä}Þ�ÐgÒuÚ&Û=ìdò�Û=ßñàïæ½å�ô[ØoðñÞ=ä_ÒuØ2Þ�ìgÒ]äuÛ&Ï�ÐTÞ=á|Ï±ÒuÝ�á|Ï � }&Ô��±Þ=Ï±ÝÌá�ÏÌØdÛ&ãIÒ]ëPÏ
ðPë
÷PÜ|á|ØdÑ±ÒuÝÌÏPÛ�ÐgÒ_Øuõ
û Ñ±Ò�ðPìgÛ�Û&ßwÛ&ß û Ñ±ÒuÛ=ìgÒ_ã |*õ{��á|Ø�÷ñÞ=ØdÒuÝ^Û&Ï4ÐgÑ±Ò�Û=÷PØdÒuìdç=Þ�Ðgá�Û&Ï4ÝPÛ=ÏPÒ�á|Ï � ���AÐgÑPÞ�Ð_Ù*á|Ï^ßXÞ=äuÐ_Ù�ó]Ò³Þ�ìgÒ

Ü�Û*Û=ú
á�ÏPÚÌßXÛ=ìhØdë
ìKWoÒuä�Ðgá�ç
á�Ð�ò9Û=ß
T ⊗ id : A (Ω1, X)→ A (Ω2, X)

ßXÛ=ì
X = H(U)

Ù±óhÑ±Ò�ìgÒ

A (Ω, X) := A (Ω)⊗̂πX = {f : Ω→ X : ∀ u ∈ X ′, u ◦ f ∈ A (Ω)}.
í�Ï ÐgÑ±Ò�Û=ÐgÑ±Ò�ì�ÑPÞ=Ï±ÝrÙ©ë±Ødá|Ï±Ú;Ñ±Ò}Þuç
á|Ü�ò#ÐgÑ±Ò

Proj1
ã�Þ=äTÑ±á|Ï±Ò�ìdò�Ù©Û=ÏPÒ�ä_Þ=Ï�ð±ìgÛ}ç&Ò �{��Ù û Ñrõ½Õ<���ïÐgÑPÞ�Ð

T ⊗ id : BA (Ω, X)→ BA (Ω, X)
á�ØhØdë
ìKWoÒuäuÐgá�ç�Ò³óhÑPÒ�ìgÒ

BA (Ω, X) := {f : Ω→ X : f
Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä }.

û Ñ±ÒuØdÒöÛ=÷PØdÒuìdç=Þ�Ðgá|Û=ÏPØ	ìgÒuÝ±ë±ä_Ò�Û&ë
ìhð±ìgÛ=÷PÜ|Òuã ÐgÛÌÐgÑ±Ò�ý�ë±ÒuØoÐgá|Û&Ï9óhÑ±ÒuÏ
A (Ω, X) = BA (Ω, X)

õ
�	� ?/F�
�?/j ��J��(è�é	Û&Ï±Ò�ÐdôSZ�Û=ã�Þ��±Øoú
áP� ���[Ù��{�e��îTõ������s	��E� �V��r2U��`ST/	��VU

(X, (‖ · ‖n)n∈N)
� U�r2	��<U

A (Ω, X) = BA (Ω, X)
v t�	��Euy��� ��� v t

X ∈ (DN)
�Xv 
 U 
 �

∃ k ∀ l ∃ m,C : ‖ · ‖2l ≤ C‖ · ‖k‖ · ‖m.
� ?njli 
� ��JKH��)JrÎ�Ð�á|Øïú
Ï±Û}óhÏ�ÐgÑPÞ�Ð

H(U)
ÑPÞ=Ø³è�Z^_öî½á�ßwÞ=Ï±Ý4Û&Ï±Ü�òIá|ß

U
ÑPÞ=ØïÐgÑ±Ò�ØoÐdìgÛ&Ï±Ú�æ©á�Û&ë
ç
á|Ü�Ü|Ò

ð±ìgÛ=ðzÒ�ìdÐ�òN�|Ó_Ö1}��[õ
L�ä_Û=ãÌðPÜ|Ò�ÐgÒ_Ü�ò�Ý±á�ürÒ�ìgÒuÏ�ÐX=PÒuÜ|ÝIÛ=ßAÞ�ð±ðñÜ�á|ä_Þ�Ðgá|Û=ÏPØ�Û&ßñç&Ò_ä�ÐgÛ=ì½ç&Þ=Ü�ë±Ò_Ý�ìgÒ_Þ=ÜPÞ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä	ßXë±Ï±ä�Ðgá|Û&Ï±Ø�Û&Ï±Ò

ä_Þ=Ï =PÏ±Ý�á�Ï � |
Óx�½Þ=Ï±Ý � |1}���õ��ñÛ=ì�ãIÛ=ìgÒ�á�ÏPßaÛ=ìgã�Þ�Ðgá�Û&Ï�Û=Ï;ç�ÒuäuÐgÛ�ì�ç&Þ�Ü|ë±Ò_ÝFìgÒ_Þ=Ü�Þ=ÏPÞ=Ü�ò*Ðgá|ä�ßaëPÏ±ä�Ðgá|Û&Ï±ØuÙ
ØdÒuÒd� |���Ù�� z��©Þ=Ï±Ý � Õ��e�[õ
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û Ñ±Ò_Û=ìgÒuã |*õ²Ô�ÑPÞ=ØhÞ�Ï.ë±Ï±Òuø*ðzÒuäuÐgÒuÝ^Ü|á|Ï
ú4ÐgÛ�ÐgÑ±Ò³ã�Þ�ÐgÑ±Òuã�Þ�Ðgá�ä}Þ=ÜAó]Û=ìdú^Û&ß � �XÞ=Ý
ò
Ø ��Þ_ó í�ìgÜ�á|äuê&õ
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X
� U�r2	��<U

BA (Ω, X) = A (Ω, X).
� .���� ��� 9;0�� ��027N0�� ��*<" û Ñ±ÒÌÞ=ë
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� 	 ��� Å � ¯}ª�§g¬	¦_ª� > Å E ¯}Èö¦_¿�¤~µ=£aÀ"! b~O_UwO_i*O_UÊWuVXeaQ�QTS=md{_bgf�e|i^N±m�#~Qd`�bgV�fXl&ORQdbgf�O_i
j�Va`&bge|m�juS�OuUÊf À H ¢PÅ
H ¦_¬~¢PÅ � Á 	 ¾ � � � � ÄdÀ � Ã � Ã 	 Å

� � ��� Å � ¯Rª�§d¬I¦}ª� > Å E ¯}È�¦_¿�¤~µ�£XÀ ��O_m�O_cöbdV[bgm9j�b�l�bgi*j�bgi*Qdb.Y�Z�fgY_U S=VXeaY_i�f^Y�Zöl&O_mdVXeaO_U�j_e ��bgm~bgi�VXeaO_U
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1 ≤ d < 2
O_i
j

d ≥ 6
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Y_V
ZgY_m

2 ≤ d < 6
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�=Å
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