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	����
�� �����	� Ãp¿

E[0, 1]
2bÃL¾ . È � Ê � 4bÀ . Ë@¿«ÊzÞ . Á<à§¾�ËbÃjÄIá�ÊzËpá 5 Þ`ÃpÁ . Þc¿OËGÞ . ¿,¾sÊ . ÊNÁ@Þsß´ÞsÈ,àná�ÊzËËbÞbànÊzÃpÁ(Þ<4

`∞n
À . Ê 4@ÞsÈ¶ß�É76±¾ .*5

F [0, 1]
2bÃ�¾:Á@Ã,à§¾sÈb¾ 2pÉ�Ã(È � Ê � 4bÀ . Ë@¿«ÊzÞ . Á<à§¾�ËbÃ (6= L2)

ÄIÊD¿«á . Þ . ¿«È¶Ê 9`Ê<¾cÉ
Ê .*5 Ê<ËbÃ¶Á ��
 4 E[0, 1] ⊃

∼
F [0, 1]

¿«á�Ã . ÃpÊD¿«á�ÃpÈ
E[0, 1] ⊃ F [0, 1]

ÞsÈf¿«á�Ã�±¾�¾sÈ 2b¾sÁGÊDÁfÞ<4
F [0, 1]

ÊDÁ
Ã10¶À�Ê 9c¾cÉ�Ã . ¿e¿,ÞL¾ 5 ÊDÁ��@ÞsÊ . ¿$Á@Ã10¶À_Ã . ËbÃ±Ê .

E[0, 1] �
» �j�_�s�B G��¡P�V�{�h�e¤N�c��¥��G�[��¡P¦��S�_�c¡@�P�

LF [0, 1] µ ¢§�V�� G�E G�V���[�����>�B�B�}²§�[�[�} Ð�´�c¤"�@�±²��P¢V¢V�[�V¨����B�>�m�c�B£�§�V�[¡P�c�[�}��¥®�G���[¡@¦°¤D�V�V¡@ G���>�Ý�S�_�c¡@�@�m�[�� G���B�Pºk�V�P�V¡@�°�S�_�c¡@�P� µ ¸e�°�§�P���L G�§�s  LF [0, 1] ⊃
∼
LG[0, 1]

(6= L2) ⇒ LF [0, 1] ⊃ LG[0, 1].
�(�V�[���[�V¡@�[�V�B�[�c���V�G�c���p�B Ð���c²V b�c���V�P¢�¤{�G�>�  G�§�L�pÏ����S G�P�V¡@�L�>¤

�c�Ý�[�B�>���c�B�§�§��¡��P�E²"�@¢V¢V�[�V¨¯�[�´�s�[�B�� B�G�V�°¸��V�P��¸e���§�P���°¢§��� >S�>���� G�§�@�B�j�V�G�@�B�@�B�X�[�V¨
�c���@�b�s G�s�G�
²��p Ð¸e�P�@�Ý�c�G¢V�@�m¡P�>�� G���X�V�>�V�m�Pª �zª$¤D�V�V¡p G�[�>�Ý�S�_�c¡@�P�m�>�

[0, 1]
©«�[���n�h�B G�[¡@�§�[�s�j¤N�c�j�{�h B G�[¡@�°�V�>�m�c£

�m�s�B�_�V���B�m�°Ì )®Î«¬bª »  �¤D�>���[�`¸��� G�§�s ±�G� �§�pÏ������°¥��G�[��¡P¦´¤D�V�V¡p G�[�>���S�n�s¡P�@���c�
[0, 1]

�_�@���L�¯À . Ê 0pÀ§Ã
�G�p�V�G�P�B�@�� b�s G�[�>�³�c�:¥®�G���[¡@¦E¤D�V�V¡@ G���>�°�S�_�c¡P�@�!+

LF [0, 1] ≈ LG[0, 1]⇒ LF [0, 1] = LG[0, 1]
» ��¨c�P�V�p�b�c�(�c�[�e�B�p�n�h�b�s²§�[��¥��G�[��¡P¦L¤N�V�§¡p G�[�c���S�_�c¡@�@�m�c�

[0, 1]
�§�P���°��À . Ê 0pÀ§Ã��S B�G�V¡@ G���G�L�c���Pª �zª

¤N�§�V¡p G�[�>�°�S�_�c¡@�P��>�
[0, 1]

©«�B�@�O G�V�v�G�P¡@�@�k ��B���B���p�L�>¤*�0¦`�c¤{�G���G�IÌ �3¦pÎ«¬bª



LATTICE STRUCTURES IN ORLICZ SPACES
���

¥:�¯ G�V�j�c G�V�p���_�s�§¢ µ �c��¥®�G���[¡@¦´¤D�V�V¡p G�[�>�¯�S�_�c¡P� LF [0, 1]
¡P�c�V�V�c �¡P�>�� b�c����ËbÞsß:à�É�Ã¶ß´Ã . ¿,Ã 5

¡@�c�§�[�@�L�>¤E�c G�V�p��¥��G�[��¡P¦Õ¤D�V�V¡@ G���>� �S�_�c¡@�@�!+��¤
LF [0, 1] ⊃

∼c
LG[0, 1]( 6= L2)

 G�V�@�
LF [0, 1] =

LG[0, 1]
ª�Í��c�G�@�`���p� µ �G� �§�pÏ����>�:¥®�G���[¡@¦�¤D�V�V¡p G�[�>�m�S�_�c¡@�@� LF [0, 1]

�s�G�eànÈ¶ÊDßj¾sÈ 6��S�_�c¡@�P�:©«�«ª �cª>�@���p�B�
¢V�@¡P�>���"�c�B�� G�[�c�
�>¤

LF [0, 1]
�[�� G���L¢V���G�@¡p E�B�V� �>¤W Ð¸e�°¡P���>�B�@¢
�B��²§�S�n�s¡P�@�±�§�c�E�s E�[�P�c�S E�>�V�m�>¤

 G�V�O¤«�c¡p G�c�G��[�B�c�m�c�B�§�V�[¡O G�
LF [0, 1]

¬bª
)ä¨c�P�V�p�b�c�&�G�@�B�V�� ��>¤Ò±�c�} G�>� Ì Ò Ö>ØhÎO©«�c²V b�c�[�V�@¢��P�s�G�[���@���V�V¢V�@���B�>���L�pÏX B�b��¡P�c�§¢V�} G�[�>�V�����

Ì Ò�ÚcÖhÎ3�c�V¢��c�[�B�j���¯Ì Ô £<Í�£]¹�£,�eÎ«¬e¡P�[�c�[�m� G�§�s �¾jÁ@ÃÐà§¾sÈG¾ 2@É�Ã±È � Ê � 4bÀ . Ë@¿«ÊzÞ . Á<à§¾�ËbÃ E[0, 1]
ËbÞ . ¿,¾sÊ . Á

¾ . ÊNÁ@Þsß´ÞsÈ,àná�ÊzËEËGÞbà 6jÞ<4
L1 Ê 4O¾ .*5 Þ . É76�Ê 4 E[0, 1] = L1[0, 1] � À`à�¿,Þj¾ . Ã10pÀXÊ:9s¾cÉ�Ã . ¿*ÈbÃ . ÞsÈ¶ß�Ê . A ��(�V�[�v���O�s²§ b�s�[�V�P¢Õ�[�� Ð¸e�L�S G�p�_�!+n·§�G�S  µ �f�B�p�_�s�b�s²§�[���Pª �zª�¤D�V�V¡@ G���>�Õ�S�_�c¡@� E[0, 1]

¡P�>�� b�c���V�[�V¨°�c�
���B�>�m�c�B�§�V�[¡�¡@�c�k���>¤

L1 ���V�S E�c���B�f¡@�>�� b�c�[����É[¾c¿z¿«ÊzËbÃ@Æ<ÊDÁpÞsß´ÞsÈ,àná�Ê<Ë�¡P�s�X�³�>¤ L1 � ¤{�G�>�  G�V�[�:�� v���
¢V�@¢§�V¡@�P¢°�§�pÏX ( G�§�s 

E[0, 1] = L1[0, 1]
���³ G�j�c�°�`ºk�V�}�>�c���P�� (�G�P�V�c�G���[�V¨ µ �zª �>ª

E[0, 1] ⊃
∼
L1 ⇒ E[0, 1] ⊃

∼`
L1 ⇒ E[0, 1] = L1[0, 1]

Ü¯�E¸��[�����V�G�P�B�@�� :�B�p���@�b�s�0�@Ïk G�P�V�B�[�c�§���>¤7 G�V�P�B�E�S b�s G�@�m�P�� G� µ �G�p�§�{�c¡@�[�V¨m G�§�E�S�_�c¡P� L1 ²k� Lp¤N�c�
1 < p <∞ �§�V¢V�p�®�B�>�m�E�B�V�} b�s²§�[�O¡P�>�V¢V�� G���>�V�@ª
) �V�B�@¤D�V�§¡p�G�� G�p�G�[�>�m¤N�c�$ G�V��[�s B G�[¡@�@£<�@�±²��@¢§¢V���§¨O�>¤n¤D�V�V¡p G�[�>�m�S�_�c¡P�@�$�[�� G�v�Pª �zª>¤D�V�V¡@ G���>�m�S�_�c¡@�P�

E(I)
�`���p�e�c�m�[�� G�p�B�>�s�

I
¸(�c�W¨>�}���@�j����©SÌ Ô £<Í�£]¹�£,�eÎ«¬bª�Ù3�p 

g
²��®�v���>�B�} G������§�s�G�j�c�[��¦P�@¢m¤D�V�V¡@ G���>� µ¸e�³¡`�s��¡@�>�V�B�[¢V�p�´ G�V�³�B��²§�{�s B G��¡P�³¨>�@�V�@�b�s G�@¢Ý²k�� G�V�³¤D�V�V¡@ G���>�

g µ ¢V�p·_�V�@¢�²k� Eg(I) = {f :

f × g ∈ E(I × I)} �B���§¡@� E(I × I)
�[���[�s B G�[¡@�f�[�B�>�m�s�B�_�V��¡L G�

E(I)
ª » �� G�§�f¡P�c�B�L�>¤v¥��G�[��¡P¦

¤N�§�V¡p G�[�>�j�S�_�c¡P�@�
E(I) = LF (I)

�} W G���G�§�W�>�� W G�_�h W G�V�®�B��²§�{�h B G�[¡@�
(LF )g(I)

¡@�>�[�V¡@�[¢V�P�$¸��� G�´�c�
¥��G�[��¡P¦:¤N�§�V¡p G�[�>�´�S�_�c¡@�

LFg(I)
�s�B�B�X¡P�[�s G�@¢´ G���E¡P�p�B b�c�[�°¥®�G���[¡@¦:¤D�V�V¡@ G���>�

Fg
ªXÙ3�p e�V�e¢§�@�V�c G��²X�

∑∞
F,1

 G�V�E�B�p ��>¤I¥®�G���[¡@¦E¤D�V�V¡@ G���>�V�
G
�>¤0 G�§�O¤N�c�G�

G(x) ∼=
∫ ∞

0

F (sx)

F (s)
dµ(s)

¤N�c�
x > 1 µ ¸��V�p�G� µ �[�����V�G�c²_�s²§�[���� Ð�f�m�P�c�B���G�E�c� (0,∞)

�B�§¡b�L G�§�s  ∫∞
0

1
F (s)dµ(s) ≤ 1

ª§�(�k�V�
¸e�O�§�P���O G�V�E¤N�>�[���`¸��[�V¨�©SÌ Ô £<Í�£]¹�£,�eÎ7�(�V� Úkª�Ú>¬1+
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	����
�� � ����� Ê:9sÃ . ¾:Á@ÃÐà§¾sÈG¾ 2@É�ÃvÇeÈpÉdÊzËbÂ 4bÀ . Ë@¿«ÊzÞ . Á<à§¾�ËbÃ

LF [0, 1] � Ê 4 G∈∑∞F,1 ¿«á�Ã . LF [0, 1]

⊃
∼`

LG[0, 1] ��� ÀXÈp¿«á�ÃpÈ¶ß´ÞsÈGÃ � Ê 4 LF [0, 1]
ÊNÁ
p
Æ]ËbÞ . 9sÃ �;4pÞsÈEÁ@Þsß´Ã

p > 2
¾ .*5

E[0, 1]( 6= L2)
ÊDÁ�¾ .

È � Ê � 4bÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Á<à§¾�ËbÃOÄIá�Ê<Ë¶á�Ã¶ß 2bÃ 5 ÁvÊDÁpÞsß´ÞsÈ,àná�Ê<ËG¾cÉNÉ 6jÊ . ¿,Þ LF [0, 1] � ¿«á�Ã . E[0, 1] = LG[0, 1] � À`à¿,Þf¾ . Ã10¶À�Ê 9c¾cÉ�Ã . ¿WÈGÃ . ÞsÈ¶ß�Ê . A � 4@ÞsÈOÁ@ÞsßjÃ´ÇeÈpÉdÊzËbÂ 4GÀ . Ëp¿«Ê<Þ . G ∈∑∞F,1 �
» �´¨>�P�V�p�b�c� µ  G�V�®�B�@ G� ∑∞F,1

�s�G�®�V�>�V¡P�c���_�c¡@ e�c�V¢´ G�§�s &�[�e�c�´�c²§�S b�c¡@�[��¸��V�P�´���X�c¼����§¨±���§�B��¢V�
 G�V�@�Û¤D�c�®��¡@�>�V¡@�G�p G�O¤D�V�V¡p G�[�>�"ª
� . Ê:9cÃ¶È¶Á@¾cÉWÇeÈpÉdÊzËbÂ 4GÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Á<à§¾�ËbÃpÁ±Þ .

[0,∞) � (�@¤D�c�G�v¸e�E¨>�j�c���°¤N���B G�§�p�®���@ ��V�²V�G�[���V�L�m�@�V£ G���>���B�>�m���G�@�B�§�} G�:¤D�c�v¤N�V�§¡p G�[�c�Õ�S�_�c¡@�@�v�>�
[0,∞) µ �B�V�`¸����§¨´ G�V���h²_�V�V¢§�c�V¡P���>¤I�B�@�_�s�b�s²§�����Pª �zª¤N�§�V¡p G�[�>�°�S�_�c¡@�P��>�

[0,∞)
¡@�>�� b�c�[�V�[�V¨

Lp
£<�B��²§�{�s B G��¡P�@��©

1 < p <∞ ¬bª�(�V���S B�G�V¡@ G���G���>¤$�B�@�_�s�b�s²§���f¥��G�[��¡P¦�¤D�V�V¡@ G���>�Õ�S�_�c¡@�P�
LF [0,∞)

�§�c�v�B�@���p�b�c�7���@¡P�V���{�s�E�c�V¢
���k G�p�G�@�S G�[�V¨O�V�G�c���@�B G���P�I¸��V�[¡b�j�§�P�>�²��P�@�m�S G�§¢V���P¢m�[�³Ì Ô £<Í�£]¹�£,�eÎ µ Ì �®Î µ Ì â®£<ã�Ö��`Î µ Ì Ò Ö>ØhÎ_�c�V¢�Ì â®£
¹�Î<ª �_�s�(�pÏV�c���§�[� µ  G�V�®¡b�§�s�b�c¡p G�@�G��¦`�h G�[�>�´�>¤ `p £<�B�V²§�S�_�c¡@�P�e���´ G�@�G���&�>¤" G�V�®ÍÕ�s G�V�B¦@�@¸��S¼c�s£]¥��G�[�[¡@¦���§¢V��¡P�@���>¤0 G�V�E¤N�§�V¡p G�[�>�³�s 

0
�c�V¢��s  ∞ �[��V�`¸�+

LF [0,∞) ⊃
∼
`p ⇔ p ∈ [αF , βF ] ∪ [α∞F , β

∞
F ] ∪ (β∞F , 2) ∪ {2} ∪ (β∞F , αF ).
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�:�V�����p�G�G�c�e¥®�G���[¡@¦j¤D�V�V¡@ G���>�¯�S�_�c¡@�P�
LF [0,∞)

¸��} G�
�V�G�P�B¡p�G��²��@¢¯�[�V¢V�[¡@�P�O¸e�@�G�j¨c�����@�
²k� �®ª
ã��V�[¦Õ�c�V¢  G�V�Õ�c�� G�V�c�L��� Ì â®£<ã���Î +& G�V��¡@�{�c�B�B��¡`�s�:�S�n�s¡P�@�

Lα + Lβ µ �G�P¨��h�G¢§�@¢ �c�´ G�V�
¥��G�[�[¡@¦
¤N�§�V¡p G�[�>�°�S�_�c¡@�P�

Lx
α∧xβ [0,∞) µ �s�G�E�V�V���>�@�G�G�c�����° G�V�E¤N�>�[���`¸��[�V¨m�B�P�V�B�+

�����
	����
�� � � ��� Ê:9sÃ .
1 ≤ α < β <∞ � ¿«á�Ã®Ázà_¾�ËGÃ Lα+Lβ

ÊNÁÉ�¾c¿z¿«Ê<ËbÃ�À . Ê 9cÃ¶È¶Á@¾cÉ 4pÞsÈ®¿«á�ÃvË@É�¾sÁbÁ
Þ<4±¾cÉNÉWÇ&ÈpÉdÊ<ËGÂ 4bÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Á<à§¾�ËbÃ¶Á

LG[0,∞)
ÄIÊ«¿«áfÊ . 5 Ê<ËbÃ¶ÁOÁ¶¿«È¶Ê<Ëp¿zÉ76=2bÃp¿«Ä&ÃbÃ .

α
¾ .*5

β � Ê � Ã �
Lα + Lβ ⊃

∼`
LG[0,∞).

» �³�_�s�B G��¡P�V�[�s�
Lα + Lβ ⊃

∼`
Lp

¤D�c�®�p���p�B�
α < p < β

ª_�(�§�E�P�E²"�@¢V¢V�[�V¨j²��@�_�@���[�c�®�����>�h�G�[�@¢
���° G�V�O�@Ïk B�G�P�m�v¡`�c�B�@���c¤$¥��G�[�[¡@¦O�S�n�s¡P�@�

LG[0,∞)
¸��� G�°�>�V�O�>¤3 G�V�@�������§¢V��¡P�@��`º��_�s�" G�

α
�c�
β
ª

�§�c�®�@Ï��c���§�[�E�[¤
α < 2 < β

�s�:��¤
2 < α < β µ  G�V�E�S�n�s¡P� Lβ �[�®�V�c ��[�B�>�m�s�B�_�V��¡± G�´�m�B��²§�S�_�c¡@��>¤

Lα + Lβ
©SÌ�Ñ®£<â®Î µ Ì â®£<ÒvÎ«¬�(�V�®�§�G�k�>¤��§�B�@�e�B�>�m���Ð���k G�p�B���>�{�h G�[�>���®�s�G¨>�V�m�@�� G�e¡P�>�V�V�@¡@ G���§¨± G�V�®²��@�§�P���[�s�(�>¤0�±¤D�V�V¡@ G���>�

�V�P�s�
0
�s�§¢´�§�P�s� ∞ �[�f�c�G¢V�p�& G�±�G�p�§�G�@�B�@�k e�@�>�@�B�L¥��G�[��¡P¦:¤N�V�§¡p G�[�c�

G
�[�L�s�f�[�� G�@¨c�b�c�n¤D�c�G� ¸��� G�

�G�@�S���P¡p ± G�³ G�§�j¤N�V�§¡p G�[�c�
xα ∧ xβ µ �c�V¢��B�c�m�´�[¢V�`�s��¤N�G�>�  G�V�j¸e�c�B¼��´Ì e£��v¡@Îe�c�V¢ Ì Ô £<Í�£]¹k£,�eÎ

©z�c���B��Ì � Ö
sÎ0¤N�c� G�V�E�S���@¡P�[�c���B¡`�s�[�
L2 + Lp

¬bª
ã��@ G���G�V�[�V¨® G�

[0, 1] µ  G�V�&�S G�V¢��±�>¤V�[�B�>���c�B�§�§��¡e�P�±²��@¢V¢§���V¨>�*�>¤ Lp £<�S�_�c¡P�@�7�[�� G�:�B�p�n�h�b�s²§�[�&�Pª �zª¤N�§�V¡p G�[�>�´�S�n�s¡P�@�e�>�
[0, 1]

�[�P�c¢V�& G��¢V�[�S G�[�V¨>�V���B�L�P�B�B�@�� G�{�c�����j Ð¸e��¢§�  ��@�G�@�� (¡P�c�B�P�!+k G�§� �`£<¡P�>�V¡P�P���
¡P�c�B�E�c�V¢° G�V�E�c�V���>�B�} G�>ª
� á�Ã��kÆ]ËbÞ . Ëb¾�9sÃmËb¾sÁ@ÃmÞ .

[0, 1] � » �³ G�V���`£<¡P�>�V¡P�P���±¡P�c�B�E G�§�p�G�±���:�j�[�s�G¨>���c�m�c�§�� :�c¤I�B�p�_�s�b�s²§�[��Pª �zª�¤D�V�V¡@ G���>�j�S�_�c¡@�@�W¡P�c�k b�s�[�V�[�V¨±���B�>�m�c�B�§�V�[¡P�c�����m�B¡`�s�[�@�W�>¤
Lp
£<�S�_�c¡@�P�$¤D�c�

p ≤ 2
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� Ãp¿

E[0, 1]
2bÃ®¾ . È � Ê � 4bÀ . Ë@¿«ÊzÞ . Ázà_¾�ËGÃ � 
 4(¿«á�Ã 4bÀ . Ëp¿«Ê<Þ . x−1/p ∈ E[0, 1]

4@ÞsÈeÁ@Þsß´Ã
1 < p < 2 �¿«á�Ã .

E[0, 1] ⊃
∼
Lp � ÊDÁpÞsß´Ã@¿«È¶ÊzËb¾cÉNÉ76 ���

» ���_�s�B G�[¡@�V�{�s��¤D�c�
1 ≤ q ≤ p ≤ 2 µ ¸e�L�§�P��� Lq[0, 1] ⊃

∼
Lp

©«���B�>�m�p B�G�[¡P�c�[�}�_¬ µ ��¡@�{�s�B�B�[¡P�c�
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©z�c�V¢ ¸��� G�V�>�� p¬L�S���m���@ B�G��¡��S B�G�V¡@ G���G��¡P�c� ²"�����B�>�m�c�B�§�V�[¡P�c����� �@�±²��P¢V¢V�P¢��[�� G�� G�V���S�_�c¡@�P�
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¤D�c�
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∼
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Ê 4±¾ .*5 Þ . É 6jÊ 4O¿«á�ÃLÇ&ÈpÉdÊ<ËGÂ�Ázà_¾�ËGÃ
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�O�c¡@�V�§�§�s£ �e�s�S G�P���[�
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Ì � 
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Lp
£

�S�_�c¡@�P� µ ¤N�c� p > 2
ª�ã��P¡P�c�[�§¤D�s�&�pÏV�c���_��� G�_�h &¤N�c�W G�V���S�_�c¡@�@�
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©D¸��� G�

q > 2
¬ µ  G�V���s�_�s¡¶��[�s B G�[¡@�P�7 G�§�s $¡P�c��²��(�[�B�>�m�s�B�_�V��¡`�c�������P�E²"�@¢V¢V�P¢��[�� G�
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�s�G�e�P�B�B�@�� G�{�c�����

Lq(µ)
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�B�>�����B�V�� b�s²§�[�±�m�`�s�B�V�G�@�
µ
©«¡@¤Ðª3Ì Ù�£,� ÚsÖhÎ3��ª �
���¬bª » �³�_�s�B G�[¡@�V�{�s� µ  G�V�±�Pª �zªn¤N�§�V¡p G�[�>���S�_�c¡P�@�®�>�

[0, 1]
¸��§��¡¶�f�s�G�:�[�B�>���c�B�§�§��¡: G���E�B�V²§�S�_�c¡@�v�>¤

Lq[0, 1] µ ¤N�c� q > 2 µ �s�G��>S�V�S  Lq[0, 1]
�c�
L2[0, 1]©SÌ Ô £<Í�£]¹�£,�eÎ0��ª,� � µ Ì �0¦@ÎD¬bª



LATTICE STRUCTURES IN ORLICZ SPACES
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E[0, 1]

© 6= Lp[0, 1]
¬O�B�V¡¶�¯ G�_�h 

E[0, 1] ⊃
∼
Lp
ª7�(�§�j�[�����>�B�B�}²§�[�[�} Ð���>¤e·§�V¢V�[�V¨
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LF [0, 1]
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���B�>�m�c�B�§�V�[¡�¡P�c�k���>¤
Lp

¤D�c�O�f¨c�����@�
p > 2
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p > 2 � 
 4�¾fÈ � Ê � 4GÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Á<à§¾�ËbÃ F [0, 1](6= L2)
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» �f�_�s�B G��¡P�V�[�s� µ  G�§�:�pÏ����S G�P�V¡@�:�>¤0�c�f�[�B�c�m�c�B�§�V�[¡v�P�E²"�@¢V¢V�[�V¨��>¤0�c� Lp £<�S�n�s¡P�:¤N�c� p > 2
���� G�
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�@�±²��P¢V¢V�[�V¨m�>¤

Lp
���� G�

E[0, 1]
©*�«ª �cª§¤N�c�

2 < p <∞, E[0, 1] ⊃
∼
Lp ⇒ E[0, 1] ⊃

∼`
Lp)

ª
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E[0, 1]
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`2 � 
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E[0, 1]
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©«¨>�}���@�L����¹X�@¡p G�[�>�°Ø�¬$¡`�s�f²"�:�@Ïk G�P�V¢V�P¢j G���[�B�>�m�s�B�_�V��¡

Lp
£<�P�E²"�@¢V¢V�[�V¨>�(¤D�c�

p > 2
�§�V¢V�p��B�>�m�

�pÏX B�b��¡P�c�§¢V�} G�[�>�V��©SÌ â®£<ÒOÎ"��ª�å�>å�¬bª
�����
	����
�� ����� � Ê � 
 4�¾ p Æ]ËbÞ . 9cÃ�� � p > 2 � È � Ê � 4bÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Á<à§¾�ËbÃ E[0, 1] � ÄIÊD¿«á³ÁpÞsß´Ã�ËGÞ . Ëb¾�9`ÊD¿ 6ËbÞ . ¿,¾sÊ . Á¾ . ÊDÁ@ÞsßjÞsÈ,àná�Ê<Ë®ËbÞbà 6±Þ<4

Lp � ¿«á�Ã . E[0, 1] = Lp[0, 1] � À`à°¿,Þ±¾ . Ã10pÀXÊ:9s¾cÉ[Ã . ¿�ÈbÃ . ÞsÈ¶ß�Ê . A �� ÊDÊ � 
 4O¾:à�Æ]ËbÞ . Ëb¾�9sÃEÈ � Ê � 4GÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Á<à§¾�ËbÃ E[0, 1]
ÄIá�ÊzËpáfÊNÁE¾cÉdÁ@Þ
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 G�V�
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Lp
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1 < α < β < ∞ � ¿«á�ÃpÈGÃmÃ��cÊNÁ¶¿«Á�¾ . Ç&ÈpÉdÊ<ËGÂ 4GÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Á<à§¾�ËbÃ LFα,β [0, 1] �ÄIÊD¿«á±Ê . 5 Ê<ËbÃ¶Á
α∞Fα,β = α

¾ . 5
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∼`
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�V�V¡P�c�§�� b�s²§���m�S���m�m�p B�G�[¡�²n�s�B�[�±�§�c�±�f²��@�_�@���[�c�±ºk�V�� G��¢V�! ��p�G�P�� O G�L G�§�
¡@�>�V�� b�s²§�[�v¡`�s�B�O�c¤0�B�`º��§�@�V¡P�:�S�_�c¡P�@�@ªVÙ0�@ e�§�e�G�p���[�p¸��B�>���v�G�@�V�G�@�B�P�� b�s G�}���:�G�@�B�V�� G�@ª�ã��P¡P�c�[�n G�§�s 
�m¤«�c�m�����°�>¤*�>�P¡p G�c�G�

(ei)i∈I
�����j�c�§�c¡b���S�n�s¡P�

E
���v�°Á16cß�ß´Ãp¿«È¶Ê<Ë(²n�s�B�[�:�[¤*�� ®�[�:�c���V�§¡@�>�V¢V��£

 G���>�§�c�0²_�c�B�[�v�c�V¢�¤D�s�:�@�>�@�B�°�_�c���
(ik)

�c�V¢
(ij)

�>¤I�B�Pºk�V�@�§¡@�@�:�>¤I¢V�  "�p�G�@�k :�@�[�@�m�P�� G�®�[�V¢V�[¡@�P�:���
I
¸e�E�_�@���O G�§�s 

(eik)
�s�§¢

(eij )
�s�G�O�Pºk�V���c�c�[�@�� ²_�c�B��¡E�B�`ºk�V�@�V¡P�@�@ª

�:�B�[�V¨��G�P�V�c�G�m���V¨´�s�G¨c�§���P�� G� µ ���G�`�k�c�V�S¼��WÌ ��Ú�hÎ��V�G�`���@¢° G�§�s '+�Ê 4�¾ �:¾ . ¾�ËpáLÁ<à§¾�ËbÃ
E
ÄIÊD¿«á

¾ . À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2pÉ[Ã´Á16sß�ßjÃ@¿«È¶Ê<Ë 2G¾sÁbÊDÁ
(ei)i∈I

ËbÞ . ¿,¾sÊ . Áf¾ . ÊDÁ@ÞsßjÞsÈ,àná�Ê<ËLËbÞbà 6�Þ<4
`1(Γ)

4@ÞsÈmÁ@Þsß´Ã
À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�Ã

Γ ⊂ I � ¿«á�Ã . E = `1(I) �) �B���m�[�[�s�³�G�@�B�§�} ³�§�c�[¢V�³¤D�s�° G�V�
�S�_�c¡@�
c0(Γ)

ª �v�c���P�}� Ê 4
¾ �:¾ . ¾�Ëpá�Ázà_¾�ËGÃ
E

ÄIÊ«¿«á�¾ .
À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�ÃjÁ16cß�ß´Ã@¿«È¶ÊzË 2G¾sÁbÊDÁ�9sÃpÈ¶Ê �WÃpÁ

E ⊃
∼
c0(Γ)

4pÞsÈmÁ@Þsß´ÃmÀ . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�Ã
Γ ⊂ I

¿«á�Ã .
E =

c0(I) � �(�V�[��¸(�c�´�s�[�B�
�V�G�`���@¢Ý²k���0�G�`�k�s�§�S¼X���[� Ì � Ú��hÎ<ª » �� G�§�°�V�V¡P�c�§�� b�s²§���³¡`�s�B� µ  G�V�p�G�³���À . Ê 0¶À_Ã . ÃpÁGÁv�>¤&�S���m�m�p B�G�[¡�²n�s�B�[�f© �:�G�p¸��V�`¸��S¼���Ì �:�BÎ«¬ µ �[�
¡@�>�� B�b�c�S E¸��� G�Õ G�V�m²��@�_�@���[�c�E�>¤W G�§�¡@�>�V�� b�s²§�[�f¡P�c�B�cª )Û�S���@¡P�[�c�W Ð�X���´�c¤(²§�[�k¡b¼�²n�s�B�[���[���>¤(�[�� G�p�G�P�S ����� G�V�´�S G�V¢V�
�>¤(�S�n�s¡P�@��¸��} G�
�c�L�V�§¡@�>�V�� b�s²§�[�O�S�X�m�m�p B�G�[¡:²_�c�B�[�!+§��²_�c�B��¡O�B�p 

(vj)j∈Γ
�[�°���c�§�c¡b�L�S�_�c¡@�

E
�����=2@É�Þ`ËpÅ 2b¾sÁbÊNÁ

A�Ã . Ã¶Èb¾c¿,Ã 5 2@6³Þ . Ã 9cÃbËp¿,ÞsÈ
y =

∑∞
n=0 anein

�[¤* G�V�p�G���pÏ����S :¢V�[� >S�c�[�� v�[��·§�V�� G���B��²§�B�@ G�
(j(k))∞k=1���

I µ ¤D�s�°�`�c¡b� j ∈ Γ µ ¸��V�@�G� j 6= l
�c�

k 6= m
�����§�[�[�@�

j(k) 6= l(m) µ �B�V¡b�� G�§�s °�p���p�B�
vj =

∑∞
k=1 akej(k)

¤N�c���P�c¡¶�
j ∈ Γ

ª,)�¼>�@�´�G�@�B�§�} ��[�( G�§�v¤D�>���[�`¸����§¨��S B�G�§¡p G���G�O G�V�@�c�G�@�Û¢V�§�v G�
���G�`�k�c�V�S¼��$Ì � Ö
sÎW©z�c�[�B���>�s�[�[¢°¤N�c�®ºk�§�c�B��£<(�c�§�c¡¶�°�S�n�s¡P�@�±Ì â®£,�eÎ«¬1+
�����
	����
 �������	� Ãp¿

E
2bÃv¾ �v¾ . ¾�Ëpá�Á<à§¾�ËbÃ�ÄIÊD¿«á´¾ . À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�Ã:Á	6cß�ßjÃ@¿«È¶ÊzË 2G¾sÁbÊDÁ ��
 4 (uj)j∈ΓÊNÁf¾ . À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2@É�Ã´Á16sß�ß´Ãp¿«È¶Ê<Ë 2b¾sÁbÊzËjÁ@Ã@¿�Ê .

E � ¿«á�Ã . (uj)j∈Γ
ÊNÁ´Ã10pÀXÊ:9s¾cÉ[Ã . ¿:¿,ÞÕ¾ 2pÉ[Þ`Ë¶Å 2b¾sÁbÊNÁ

A�Ã . Ã¶Èb¾c¿,Ã 5 2@6LÞ . Ã�9cÃbËp¿,ÞsÈ ��:�B�[�V¨� G�§�����} ��[���B�V�`¸��³ G�§�s  � ÞsÈGÃ . ¿NÂEÁ<à§¾�ËbÃ¶Á
d(w, p, I) µ 1 ≤ p <∞ µ ¢V�m�V�c �¡P�c�k b�s�[���c������B�>�m�c�B�§�V�[¡:¡@�c�k�j�>¤

`p(Γ)
¤D�s�e�§�V¡@�>�V�� b�s²§�[�

Γ ⊂ I ©«¡P�>���n�h�G��¸��� G�j G�V�����>�B�� G�}�����G�P�B�V�� G�&���´ G�V��B�Pºk�V�P�V¡@�E¡P�c�B�O¡P¤,ª0Ì Ù0£,��Ú>Ú`Î«¬bª
) �§�s G���b�c�vº��§�@�S G�[�c� �[�f G���S G�V¢����"�c�B�B��²§�[�Õ�@Ïk G�P�V�B�[�c�§�L�c¤±�0�G�`�k�s�§�S¼X� � �f�G�@�B�V�� °�>� `1(Γ)

£
�@�±²��P¢V¢V�[�V¨>�$ G�O G�V��¡P�c�B�

1 < p <∞ µ �zª �>ª>¸��V�@ G�V�p�W G�V�p�G���pÏ��[�S W�s�_�s¡¶�j�S�_�c¡@�P�®© 6= `p(I)
¬0¸��� G�

�c�°�V�V¡P�c�§�� b�s²§���E�S�����m�@ B�G��¡v²_�c�B�[�¡P�c�k b�s�[�V�[�V¨j�c�°���B�>�m�c�B�§�V�[¡O¡P�s�X�f�>¤
`p(Γ)

¤N�c���V�V¡@�>�V�k b�h²_���
Γ
ªX�(�V�:�c�V�S¸e�@�&�[�W�>�P� µ �c�V¢j G�V�·§�G�S &�pÏV�c���§�[�@�W¸e�p�G�®¡@�p�B b�c�[�j�§�c�V£z�G���§�@ÏX�����O¥��G�[��¡P¦��S�n�s¡P�@�W¸��} G��S�����m�@ B�G��¡O²_�c�B����¨>�����@�L²k�³���G�`�k�c�V�S¼��0�c�V¢° G�V�E�c�� G�§�s���[�¯Ì â®£,�eÎ<ª
�_�s�W�:·VÏ��@¢�¢V���B¡@�G�p G�®¥��G�[�[¡@¦(�S�_�c¡@�

`F (I) µ ¸e�(¡P�c�§�B��¢V�@�I G�V�e�B�@  ∑F,1

�>¤n�s�[�n¥��G�[��¡P¦e¤D�V�V¡@ G���>�V�

G(x) =

∫ 1

0

F (sx)

F (s)
dµ(s)

©«¤N�c�
0 < x < 1),

¸��V�p�G�
µ
�[����V�G�c²_�s²§�[�[�} Ð�f�m�`�s�B�V�G�v�>�

(0, 1]
ª§�(�V�O���V¡P���§�B���>� ∑

F,1 ⊂ CF,1
�V�>��¢V� µ �c�V¢L G�V�v�B�p ∑

F,1

�[�®�[��¨>�@�§�p�b�c�0�V�>�V¡P�>���n�s¡@ Pª�¥® G�V�p�®�V�G�c���@�B G���P�®�>¤* G�V�±�B�@  ∑
F,1

�s�G�+_�[¤
G ∈∑F,1

 G�V�@�
 G�V���W�c�§�V¨m¡P�c�>]�V¨��s G�

G∗ 6∈∑F∗,1 µ
�c�V¢

xq
∑
F,1
∼=
∑

xqF,1

¤D�c���p���p�B�
q > 0

ªn�(�V�E¤D�>���[�`¸����V¨
¡p�G�� G�p�G�[�>�°�����V�B�P¤N�V�&©SÌ ãÎ µ Ì â®£,�®¬1+



LATTICE STRUCTURES IN ORLICZ SPACES
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 ��� ����� Ê:9sÃ . ¾ . Ç&ÈpÉdÊ<ËGÂmÁzà_¾�ËGÃ
`F (I)

ÄIÊ«¿«á�¿«á�Ã 4bÀ . Ëp¿«Ê<Þ .
F
Á@¾c¿«ÊDÁ:4	6cÊ . A³¿«á�Ã

∆2
ÆSËbÞ . Æ

5 ÊD¿«Ê<Þ . ¾c¿
0 � � á�Ã . `F (I)

ËbÞ . ¿,¾sÊ . ÁO¾ . ÊDÁpÞsß´ÞsÈ,àná�Ê<ËEËGÞbà 6jÞ<4
`G(Γ)

4@ÞsÈ
Γ ⊂ I À . ËbÞsÀ . ¿,¾ 2pÉ[ÃvÁ@Ãp¿«ÁÊ 4±¾ .*5 Þ . É76jÊ 4

G ∈∑F,1 �
�"���3�7�3�$( �  V�_� (3� �: ��� (3�c� » �� G�V���®�B�P¡p G�[�c�³¸e���[�V¢V�[¡P�s G�E G�V�±�m�p G�V�X¢V�:�V�B�@¢��[�³ G�V�E�V�G�X�>¤N�
�>¤* G�V���s²��`���E�G�P�B�V�� G�@ª_Ü¯��¡@�>�V¡@�P�� B�b�s G�E�>�� G�V���pÏ��[�S G�@�V¡P�±�>¤7�G���_�pÏ��}����¥®�G���[¡@¦�¤D�V�V¡@ G���>���S�_�c¡@�P�
LG[0, 1]

¡@�>�� b�c���§���V¨®��[�s B G�[¡@�p£<�[�B�>�m�s�B�_�V��¡W¡P�s�X�v�>¤
Lp

¸��} G�E¨>�����@�E�[�V¢V�[¡@�@�
α∞G = α

�c�V¢
β∞G = β�c�V¢

α < p < β
ª

Ù3�p f�V�´·V�G�S f���>�[�� f�>�� f G�§�s ´ G�V���´�G�P�B�V�} L¡`�s��²��Õº��§�} G���P�c�B�[�}��¢V�@¢§�V¡@�P¢ �s¤N G�p�f�B�>�}���[�V¨��
�G�@�{�s G�@¢��V�G�c²§�[�@� ¤D�s�m G�V�³�V�V¡@�>�V�k b�h²_����¢V���B¡@�G�p G�°¡`�c�B� µ �zª �>ª* G�V�³�pÏ��[�S G�@�V¡P�L�>¤:¢V�[�B¡p�G�@ G��¥��G�[�[¡@¦�S�_�c¡@�P�

`F (I)
¡@�>�� b�c���§���V¨°�c�Õ�[�B�c�m�c�B�§�V�[¡�¡@�c�k���>¤

`p(Γ)
¤N�c�O�V�V¡P�c�§�� b�s²§���

Γ ⊂ I
ª » �§¢V�@�P¢ µ ²k� B�b�c�V�B¤N�@�E�s�G¨>�V�m�@�� G� µ ¸e��¡P�c�§�B��¢V�@�E�B�c�m� r > β

�c�V¢Õ¢§�p·§�V�� G�V�P���c��¥��G�[��¡P¦�¤D�V�V¡@ G���>�
G
�V�P�s�

∞ ²X�
G(x) := xrF (1/x)

¸��V�p�G�
F
�[���¡@�p�B b�c�[��¥��G�[��¡P¦v¤D�V�V¡p G�[�>�L¢V�p·_�V�@¢°�V�P�s�

0
�B�V¡¶�L G�§�s 

`F (I) ⊃
∼
`p(Γ)

¤D�c��V�V¡@�>�V�k B£
�s²§���

Γ ⊂ I ª��:�B�[�V¨m�(�V�P�s�G�P� �Xª7� µ  G�V�v¡p�G�� G�p�G�[�>�L¤N�c��{�h B G�[¡@�O�@�±²��@¢§¢V���§¨ Lp �S�_�c¡@�P����� G�´¥��G�[�[¡@¦¤N�§�V¡p G�[�>�°�S�_�c¡@�P�
LG[0, 1]

¨>���>�P�°�[�L G�p�G�m���c¤0 G�§�O�B�p  ∑∞
G,1

©z�(�§�@�c�G�@�äØXª ��¬&¡P�c�L²��±�h�§�§���[�@¢° G�
¨>�p  G�V�

Lp
£<�@�±²��P¢V¢V�[�V¨Vª

Ü¯���V�`¸ ¤D�X¡@�V�:�>�� G�§��¡@�>�V�S B�G�§¡p G�[�c�Õ�c¤$¢V�[�B¡p�G�@ G��¥®�G���[¡@¦��S�n�s¡P�@�
`F (I)

�B�V¡¶�� G�§�s 
`F (I) ⊃

∼
`p(Γ)

¤D�c���V�§¡@�>�V�� b�s²§�[�
Γ ⊂ I

�c�V¢��V�G�@·VÏ��@¢����V¢§��¡P�@�@ª )Û¡p�G�§¡@�{�s�&���>�[�� ��[��¢V�>�[�V¨� G�V�����[�� G�V�
�pÏ��[�S G�@�V¡P�W�>¤��B�@�G���P�3�>¤����>�B�} G�����W G�p�G�m�0¸��� G�E G�§�W¤D�c�[�[�P¸��[�V¨��Ð�B�V��¤N *�V�V�[¤N�c�G�m�}�O²��>�V�§¢V�@¢��W�V�G�c���@�B Ð� +
� �  	� ��� � á�ÃpÈGÃ:Ã �sÊDÁ¶¿3Á@Ã	0pÀ§Ã . ËbÃ¶Á

(αn)∞n=0

¾ .*5
(εn)∞n=0

Þ<47à§ÞsÁbÊD¿«Ê:9cÃ . ÀXß 2GÃpÈ¶Á(ÄIÊ«¿«á ∑∞
n=0 αn

=∞ ¾ .*5 ËbÞ . Á¶¿,¾ . ¿«Á
A > 0

¾ .*5
B > 0

ÁbÀ_Ë¶á°¿«á�¾c¿

A ≤
∞∑

n=0

αnεn+k ≤ B
4pÞsÈ�Ã 9cÃpÈ 6 . ¾c¿«ÀXÈb¾cÉ

k = 0, 1, 2, . . .
�(�V���pÏ��[�S G�@�V¡P���>¤* G�V�@�B���B�Pºk�V�P�V¡@�P�

(αn)
�c�V¢

(εn)
���®�§�G�P���P¢��§�B���V¨f G�V��¤D�>���[�`¸����§¨f¡@�>�±²§��£

�§�s G�c�G�[�c�0¤«�c¡p '+n¨c�����@���c�Õ�h�B²_�} B�b�s�B�³�B�Pºk�V�@�§¡@�
(hi)

∞
i=0

�>¤7���>�B�� G�}���±�[�� G�@¨>�@�G��¸��� G�
h0 = 1 µ  G�V�p�G��pÏ��[�S G�����B�p ��>¤7¡@�>���§�[�@���>¤0�"�c�B�� G���>�E���k G�@¨>�p�G� {(mj , ki)}

¸��} G�
mi > ki

�B�V¡¶�° G�§�s �¤N�c���P�c¡¶�
n
+

©«�D¬W G�V�p�G�O�@ÏX�[�S �V�G�P¡@�[�B�@���
hn

¡@�>���§�[�@�
(mj , ki)

�B�§¡b�° G�§�s 
mj − ki = n

ª
©«�[�N¬W G�§�p�G�O�@Ï����S ®�h ��m�>�S 

(n+ 2)2 ¡@�>���§�[�@� (mj , ki)
�B�V¡b�³ G�§�s 

ki −mj = n
ª

�(�V�[��V�G�c���p�B Ð�L�[�(�V�G�P¡@�[�B�@���L¤N�c�G���V�{�h G�P¢��s��¤D�c�[�[�P¸���©SÌ â®£,�eÎ µ Ì â®£<ã Ö�hÎ«¬1+
� �  	� ��� � Ê:9cÃ .

(hi)
∞
i=0

¾�Á@Ã10pÀ§Ã . ËbÃ
Þ<4�à§ÞsÁbÊ«¿«Ê 9cÃ�Ê . ¿,Ã A�ÃpÈ¶Á³ÄIÊD¿«á
h0 = 1 � ¿«á�ÃpÈGÃ
Ã �sÊNÁ¶¿�¿«Ä&Þà§ÞsÁbÊD¿«Ê:9cÃ�Ê . ¿,Ã AkÃ¶È�Á@Ã	0pÀ§Ã . ËbÃ¶Á

(ki)
∞
i=0

¾ .*5
(mi)

∞
i=0

ÄIÊ«¿«á
mi > ki =

∑i−1
j=0mj

4pÞsÈ
i = 1, 2, . . .¾ .*5

limi→∞(mi+1 −mi) =∞ � ÁbÀ_Ë¶á°¿«á�¾c¿WÊ 4 f =
∑∞
i=0 χ[mi,mi+1)

¿«á�Ã .
∞∑

i=0

f(n+ ki) = hn,
∞∑

i=0

f(ki − n) ≤ (n+ 2)2.

Ù3�p E�§�E���V¢§��¡`�h G�m�V�`¸ �c G�V�@�E�S G�p�_�E�c¤W G�§���§�G�k�>¤&�>¤
`F (I) ⊃

∼
`p(Γ)

ª"Ü���¡`�c�
�c�B�B�V�m�
α =

1 < p < β = p+ ε
ªV�(�V�v�c G�V�p�¡P�c�B�@�(¡P�c�f²��:¢V�@¢§�V¡@�P¢L¤{�G�>�  G�V�[�e�V�B�[�V¨

q
£<¡@�>�V¡P�P����·§¡P�s G�[�c�°�c�V¢
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£<¡@�>�����pÏ���·§¡P�s G�[�>�L�G�@¢V�§¡p G�[�c�§���c�V¢°�V�G�c���@�B G���P��c¤3 G�V� ∑

F,1

�B�p G�@ªVÜ��O¡@�>�V�B�[¢V�@� G�V�O¤D�V�V¡@ G���>�

f =

∞∑

n=0

εnχ(2−(n+1),2−n]

¸��V�p�G�O G�V�O�B�`ºk�V�@�V¡P�
(εn)

�[��¨c�����@�°²k�LÙ0�P�m�m� �cª,):�V¢³¢V�p·§�§�O G�V��¥®�G���[¡@¦E¤N�V�§¡p G�[�c�
F
�s 

0
²k�

F (x) =

∫ x

0

(x− t)tp−2f(t)dt.

»   G���G�V���>��  G�§�s  G�V�O¤N�§�V¡p G�[�>�
f
�G�s G���S·§�P� G�V�O¤D�c�[�[�P¸��[�V¨m¼>�@�f�V�G�c���p�B Ð�*+

A ≤
∞∑

n=0

αnf

(
x

2n

)
≤ B

¤N�c�
0 < x ≤ 1

ª �V�G�>�Û G�V�[� µ  G�§�O¤D�c�[�[�P¸��[�V¨j���V�`ºk�§�c���� G���P���s�G�E�s²§ b�s�[�V�P¢L²k�L�[�� G�P¨s�b�s G�[�>� +

A
xp

p(p− 1)
≤
∞∑

n=0

αn2pnF

(
x

2n

)
≤ B xp

p(p− 1)

¤N�c�
0 ≤ x ≤ 1

ª§�(�k�V� µ �[¤�¸e�v¡@�>�V�B�[¢V�p�( G�V�v¢V�[�B¡p�G�@ G�v�m�P�c�B���G� µ �>� (0, 1]
¢V�p·_�V�@¢L²k�

µ(2−n) :=

αn2pnF (2−n) µ ¸e�E¢§�@¢V�V¡P�v G�§�s  G�V�O¤D�V�V¡@ G���>� G µ ¢V�p·_�V�@¢L²X�

G(x) =

∫ 1

0

F (xt)

F (t)
dµ (0 ≤ x ≤ 1)

�G�s G���S·§�P�$ G�§�s 
xp ∼= G ∈∑F,1

ª�â:�P�V¡@� µ �§�B���V¨��(�V�@�c�G�@� �Xª7� µ ¸e��¢V�@¢§�V¡@� G�§�s W G�V�:¥®�G���[¡@¦®�S�_�c¡@�
`F (I)

�>�@�G�}·_�@�
`F (I) ⊃

∼
`p(Γ)

¤N�c���V�V¡P�>�V�� b�s²§�[�
Γ ⊂ I ª

�*�[�§�c����� µ �§�B���V¨±�V�G�c���@�B G���P�&�>¤� G�V�®�B�Pºk�V�@�§¡@� (εn)
¡@�>�V�S B�G�§¡p G�@¢´�[�´Ù0�P���j� � µ  G�§�®�c�B�B�X¡@�{�s G�@¢���§¢V��¡P�@���>¤0 G�V��¥��G�[��¡P¦O¤D�V�V¡@ G���>�

F
¡P�c�L²��E¡@�>���§�� G�P¢L G�m�s²§ b�s�[�

αF = 1
�c�V¢

βF = p+ ε.
) �m�c�G��¨c�P�V�p�b�c�§�G�@�B�V�� W�[�I G�§��@ÏX�[�S G�@�§¡@��>¤7À . Ê 9cÃpÈ¶Áp¾cÉk¥��G�[�[¡@¦��S�_�c¡@�@�

`F (I)
¸��V�[¡b�j�[�I�V�G�`���@¢

�V�B�[�V¨j�m�B���m�[�[�s�� G�@¡b�§�V�[ºk�V�´©SÌ â®£<ã 
>ØhÎ«¬1+
�����
	����
�� �����	� Ãp¿

1 < α < β < ∞ � � á�ÃpÈGÃjÃ �sÊDÁb¿«Ám¾ . Ç&ÈpÉdÊ<ËGÂ�Á<à§¾�ËbÃ `Fα,β (I) � ÄIÊ«¿«á³Ê . 5 Ê<ËbÃ¶Á
αFα,β = α

¾ .*5
βFα,β = β � ÁbÀ_Ë¶á�¿«á�¾c¿ `Fα,β (I)

ËbÞ . ¿,¾sÊ . Á�¾ . ÊNÁ@Þsß´ÞsÈ,àná�ÊzË®ËbÞbà 6±Þ<4¾ . 6
α
ÆSËGÞ . 9cÃ��

β
Æ]ËbÞ . ËG¾�9cÃfÇ&ÈpÉdÊ<ËGÂ±Á<à§¾�ËbÃ

`G(Γ)
ÄIÊ«¿«á

Γ ⊂ I ¾sÈ'2¶Ê«¿«ÈG¾sÈ 6jÁ@Ã@¿«Á �
�(�V�@�G�°�[���§���V�§�[ºk�V�P�V�@�B�j���Ý G���[�B�>�m�s�B�_�V���B� �>¤� G�§�@�B�°�V�V���>�@�G�G�c��S�_�c¡@�@�

`Fα,β (I)
�c�m�[�

 G�V�±�B�Pºk�V�@�§¡@�E¡P�c�B�f©«�B�@���(�V�@�c�G�P� �kª �h¬bª_�(�V���s²��`�>�E G�V�P�s�G�P�Û�V�G�`����¢V�P�:�s�[�B�j�V�@¸��pÏV�c���§���P���>¤
�V�V�����p�G�G�c�¥®�G���[¡@¦f�B�Pºk�V�@�§¡@�´�S�_�c¡P�@�

`Fα,β
¸��� G��¨>�}���@���[�V¢V�[¡@�@�

α
�c�V¢

β
¢V�  "�p�G�@�k �¤N�G�>�  G�V�>�B�

¨>�}���@��²X�±Ù3���V¢§�@�V�S B�b�c�V�B�$�s�§¢��3¦P�c¤N�G�}�G��Ì Ù�£,��Ú�`Î<ª » �§¢V�@�P¢� G�V�@�B�e�§�V�}���@�G�G�s���B�Pºk�V�P�V¡@�e�S�n�s¡P�@�
`Fα,β¢V�m�§�s ��_�@���±�s�k�L¡@�>���§�[�@�m�@�k G�@¢³¡@�c�k�L�>¤3�c G�V�@���B�Pºk�V�P�V¡@�E�S�_�c¡@�@�

`G
ª

� ���E�`� &  X�`�h�  ����#&� �$ �! �� �
PF

�jÑ:���>�P�°���B�p�_�s�b�s²§�[�E¥®�G���[¡@¦v¤D�V�V¡p G�[�>�f�S�_�c¡P�
LF [0, 1] µ ���@ e�§�¡@�>�V�B�[¢V�p�I�V�`¸� G�V�e�c�B�B�X¡@�{�h G�P¢��B�p 

PF
�>¤V�B¡P�c�{�s�G�

p
�B�V¡b�� G�_�h 

Lp
�@�±²��@¢§�7�[�s B G�[¡@�&���B�>�m�c�B�§�V�[¡P�c�����

���k G�
LF [0, 1] µ �zª �>ª

PF := {p > 1 : LF [0, 1] ⊃
∼`

Lp}.
» �
 G�V���±�{�s�S ±�B�P¡p G�[�>��¸e�m�V�G�@�B�P�� ��B�c�m�m�V�G�c���@�B G���P�E�>¤W G�V�P�B�j�B�p G�

PF
ª7�0�³ G�V���E�P�V¢ µ �� ±�[�E�V�B�@£¤N�§�& G�Õ¡P�c�§�B��¢V�@�j�� G�§�}�G¢��_�s�b�c�m�p G�p��©«¢V�! ��p�G�P�� �¤N�G�c�  G�V�LÍÕ�s G�V�B¦P�p¸��S¼c�s£]¥®�G���[¡@¦L�[�V¢V�[¡@�P�¶¬1+7 G�§�



LATTICE STRUCTURES IN ORLICZ SPACES
� �

�Ð���§¡@�[�V�B���>���E�[�V¢V�pÏ
γ∞F

�c�B�B�X¡@�{�s G�@¢L G�
F
ª �v�p·_�V�

γ∞F := lim sup
x→∞

logF (x)

log x
.

»   G���G�V���>��  G�§�s 
γ∞F = inf{p > 1 : Lp[0, 1] ⊂ LF [0, 1]}

»  ��[��`�c�S�´ G�m¡¶�V�@¡b¼´ G�_�h 
α∞F ≤ γ∞F ≤ β∞F

ª ):�V¢L G�§�@�B�O�[�V�`º��_�s�[�� G���P�¡`�s�°²��O�S B�G�[¡p Pª
�&�[�P�s�G���f�[¤

p
�[�����B¡P�c�{�s���B�V¡¶�° G�§�s 

LF [0, 1] ⊃
∼`

Lp µ  G�V�@� γ∞F ≤ p ≤ β∞F
ª§â:�@�V¡P�

PF ⊂ [γ∞F , β
∞
F ].

ÍÕ�c���Ý�§�s G���b�c�:¥��G�[��¡P¦°¤N�§�V¡p G�[�>�V�
F
�s�G�°�B�V¡¶�Ý G�§�s m G�V�@���´�s�B�B�X¡P�[�s G�@¢Ý�B�@ 

PF
�[� >S�V�S m G�§�

�@���V Ð�f�B�@ '+�¤D�c��pÏV�c���§�[�: G�V�v¡P�[�c�B��>¤0�B��²_�±�§�} G���§�[��¡`�h G�����O¤D�V�V¡@ G���>�V���h  ∞ ªn¥®�L G�V�v�c G�V�@�(�_�s�§¢�V�c G��¡P�� G�§�s O G�V�m�V�V�����p�G�G�c�e¥��G�[��¡P¦m¤D�V�V¡p G�[�>���S�n�s¡P�@�
LFα,β [0, 1] µ ¨c�����@�
�[�¯�(�V�@�c�G�@� �Vª � µ �§�P������§¡@�[�V�B���>�����§¢V�pÏ

γ∞Fα,β = α∞Fα,β
�c�V¢� G�§�s *���� G�V�[�7¡`�c�B�W G�V�e�B�p G�

PF
�G�P�c¡b�� G�V�@���7²§�[¨>¨c�P�S 7���>�B�B��²§���

�B��¦P�O·§�[���[�V¨j�c�[�"�>¤3 G�V�O�[�� G�@�B�c�c�
[α, β] µ �«ª �cª PF = [α, β]

ª
�(�V�&¤N�>�[���`¸��[�V¨��G�P�B�V�� 7�B�V�`¸��7�[�E�_�s�B G�[¡@�V�{�s�3 G�_�h 3 G�V� �Ð�B�[¦@� �W�>¤X G�V�&�B�p G�

PF
¡P�c�E²"�&�s�B²§�� B�b�h�G�[���

�B�j�s�[��¡P�c���_�s�G�[�V¨�¸��� G�° G�V�O�B��¦P�E�>¤0 G�V�E���k G�p�B�c�c�
[α, β]

©SÌ â®£<ã ÖcåhÎ«¬1+
�����
	����
�� �����	� Ãp¿

1 < α < γ ≤ β < ∞ � � á�Ã¶ÈGÃjÃ �sÊDÁ¶¿«Á�¾ . Ç&ÈpÉdÊ<ËbÂ 4GÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Ázà_¾�ËGÃ LF [0, 1]ÄIÊD¿«áÝÊ .*5 Ê<ËbÃ¶Á
α∞F = α, γ∞F = γ

¾ .*5
β∞F = β

ÁbÀ§ËpáÝ¿«á�¾c¿
Lp

ÊNÁ³É�¾c¿z¿«Ê<ËGÃ@Æ<ÊDÁ@ÞsßjÞsÈ,àná�Ê<ËÕ¿,Þ�¾
ÁbÀ 2@É�¾c¿z¿«ÊzËbÃ�Þ<4

LF [0, 1]
4@ÞsÈ�Ã@9sÃpÈ 6

p ∈ [γ∞F , β
∞
F ] �

�(�k�§��¤N�c� G�V�P�B�O�S�_�c¡P�@�
LF [0, 1]

¸e�O�_�@���
PF = [γ, β] ⊂ [α, β]

ª
Ñ:�����@�L�c�³¥��G�[�[¡@¦v¤N�V�§¡p G�[�c�f�S�_�c¡P�

LF [0, 1]
�B�V¡b�f G�§�s 

LF [0, 1] ⊃
∼`

Lp µ  G�V�:¡`�c�V�>�V��¡`�c�n���§¡@�[��£
�B���>�

Lp[0, 1] ⊂ LF [0, 1]
�[�v�s��¸(�P���:¢V�[� >S�c�[�� G�����S B�G��¡@ G�}�³�B�[�V¨>�V�{�s� µ �c�} G�V�>�V¨>�� G�§�±�S�n�s¡P� LF [0, 1]¡@�>�� b�c�[�V�$�v�B��²_�[�s B G�[¡@�(�[�s B G�[¡@�@£<���B�>�m�c�B�§�V�[¡( G�

Lp
ª>�(�§�(�[�� G�p�G�P�S G���V¨O¡`�s�B����

p = γ∞F
©«¤D�s�

p > γ∞F�} ±�[�±�`�s�B�[���Õ¢§�@¢V�V¡P�@¢
²k�
¤D�c¡p G�c�G�[¦P�s G�[�c��¬bª�ã��@¡`�s�[�I G�§�s ��c�¯�c���p�b�s G�c�
T
¤{�G�>� �L�c�§�c¡b�¯�{�s B G��¡P�

 G���³�s�_�s¡¶�¯�S�_�c¡P�j�[� 5 ÊDÁ �PÞsÊ . ¿zÉ 6�Á¶¿«È¶Ê<Ëp¿zÉ76ÕÁGÊ . AsÀVÉ�¾sÈ³��¤& G�§�m�G�P�S B�G��¡@ G���>�¯�>¤
T
 G���s�k�
�B��²§�S�_�c¡@�

¨>�@�V�@�b�h G�P¢Ý²k���
�B�`ºk�V�@�V¡P�³�>¤v¢V��� >S�>���k ´¤D�V�V¡@ G���>�V�´���´�V�@�>�@�´���k�>�@�B G�}²_���>ª �:�B���§¨
 G�V�[�j�§�s G�[�>� µ �¡b�§�s�b�c¡p G�@�G��¦`�s G���>�j�>¤
L1[0, 1]

�c�m�>�V¨±�Pª �zªk¤D�V�V¡p G�[�>�j�S�n�s¡P�@�&�[�$ G�V�®¤D�>���[�`¸����V¨L©SÌdÑ®£<â®£]¹�£]¹kÎD¬1+�¾ . È � Ê �4GÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Á<à§¾�ËbÃ
E[0, 1]

ËGÞsÊ . Ë¶Ê 5 ÃpÁ�ÄIÊD¿«á
L1[0, 1]

Ê 4j¾ .*5 Þ . É76³Ê 4 4pÞsÈfÃ@9sÃpÈ 6³È � Ê � 4bÀ . Ë@¿«ÊzÞ . Á<à§¾�ËbÃ
F [0, 1]

ÄIÊ«¿«á
F [0, 1] ⊂ E[0, 1]

¾ .*5
F [0, 1] 6= E[0, 1]

¿«á�Ã®Ê . Ë@ÉdÀXÁbÊ<Þ .
F [0, 1] ⊂ E[0, 1]

ÊDÁ:¾cÉdÄ&¾�6cÁ
5 ÊNÁ��PÞsÊ . ¿zÉ76jÁ¶¿«È¶Ê<Ëp¿zÉ 6jÁbÊ . AcÀ�É[¾sÈ �Ù3�p ��V���m�@�� G�[�>�³�c�[�B�� G�§�s  G�V�O�B�@ G�

PF
�s�G�E�V�c ®�s��¸(�P���¡P���>�B�@¢ +

�����
	����
�� � ���	� Ãp¿
1 < α ≤ γ < β <∞ � � á�ÃpÈGÃ�Ã �sÊDÁ¶¿«Á±¾ β Æ]ËbÞ . Ëb¾�9sÃfÇeÈpÉdÊzËbÂ84bÀ . Ëp¿«Ê<Þ . Á<à§¾�ËbÃ

LF [0, 1]
ÄIÊ«¿«á°Ê .*5 ÊzËbÃpÁ

α∞F = α, γ∞F = γ
¾ .*5

β∞F = β
ÁbÀ§Ëpá³¿«á�¾c¿

LF [0, 1] ⊃
∼`

Lp
Ê 4�¾ .*5 Þ . É76

Ê 4
p ∈ [γ∞F , β

∞
F ) �

»  ��[�®�c��Þbà§Ã . 0¶À_Ã¶Á¶¿«Ê<Þ . ¸��V�p G�V�@���c���V�c  G�V�E�B�p G�
PF

�s�G�±�c�}¸(�P���¡P�>�����pÏ�ª » �³�c G�V�p�¸e�c�G¢V� µ¨>�}���@�
p < r < q

�c�V¢��´�B�p�_�s�b�s²§�[�j¥��G�[��¡P¦�¤D�V�V¡@ G���>�Õ�S�_�c¡@�
LF [0, 1]

¸��� G�
LF [0, 1] ⊃

∼`
Lp

�c�V¢

LF [0, 1] ⊃
∼`

Lq µ ¢V�X�@���� ®¤D�>���[�`¸  G�§�s 
LF [0, 1] ⊃

∼`
Lr �

) �B���m�[�[�s�vºk�V�@�S G�[�>�³¡P�c�°²��±¤D�s�G���V�{�s G�@¢
¤N�c�7�B�@�_�s�b�h²_���W�Pª �«ªs¤N�V�§¡p G�[�c���S�_�c¡@�@�7�>�

[0, 1]
ªs�(�k�§�3�� 3¸e�>�V��¢±²��&���k G�p�G�@�S G�[�V¨� G��·§�V¢��c G�V�p�7¡P�[�c�B�B�P�

�>¤$�B�@�_�s�b�s²§�����Pª �«ª"�c�§�c¡b�Õ¤D�V�V¡@ G���>�Õ�S�_�c¡@�P�O�c�
[0, 1]

¡@�>�� b�c�[�V�[�V¨L�[�s B G�[¡@�@£<���B�>�m�c�B�§�V�[¡�¡P�s�_���P�v�>¤
Lp
£<�S�_�c¡@�P�@ª
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