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 a¡?¢�£1¤w¥d¦Y§�¨:©ª¨_«>¬$§?¦Y®©°¯a©a§?¦Y�±1©f¥_¤	§:²)±2³�¥g³�§,¡µ´·¶'¸Q¹gº$¶¼»�½a¹,¾\¶¼¸K¿|ÀU¶
Λ ⊆ (aZ)3 Á ¹,ÂªÃ"»<Äª½ªÅ

½U¿�»<¶'¸KÆª¶5ÇÈ¶:ÂªÉ,¸KÆ
a Á$Ê ¶\½ Ê ¶\»<¶:Â$¸KËÈÂfÉ?¸KÆf¶¼ÃªËJ¹,Ìµ¶\¸K¶ Ê ¿�Í1¹?ÌÎ¿�ÇV¶\¾\ÄfÇÈ¶ Á ¸K¿|ÀU¶¼»<¿Ï»<ÌÐ¹,ÇVÇY¾\¿�Ìµ½a¹ Ê ¶\ÃÐÑ'ËÈ¸KÆ¸KÆª¶?Ò�¹ Ê ËJ¹_¸KËÈ¿�Â°¿�Íw¸KÆf¶?ÌÐ¹,¾ Ê ¿�»<¾\¿,½fËV¾|Óf¶\ÇVÃª»¼¸KÆf¹_¸'ÑG¶Ï¾:¹,Â Ê ¶\½fÇJ¹_¾:¶Ï¹,ÇÈÇ�»<ÄªÌÎ»5¿dÒ�¶ Ê Λ

ÀAÔ�ËÈÂA¸K¶\É Ê ¹,ÇÈ»\Õ
Ö Æª¶×½j¿,»<»<ËÈÀfÇV¶?¾:¿�ÂcÓfÉ�Ä Ê ¹_¸KËÈ¿�Âª»'¿�Í1¸KÆf¶×ØfÄªËVÃ°¹ Ê ¶×¸KÆª¶L½U¿�ËÈÂ$¸K»'ËVÂH¸KÆf¶5½ Ê ¿AÃfÄª¾�¸'»K¹,Ìµ½fÇV¶?»�½a¹,¾:¶

Ω =
∏

x∈Λ

Ωx,

»<¿Ð¹µ¾\¿�ÂcÓaÉ,Ä Ê ¹g¸KËV¿�Â�ËÈ»'»�½U¶\¾:Ë]Óa¶\ÃHÀAÔH¸KÆª¶L¾:¿�ÇÈÇV¶\¾\¸KËÈ¿�Â {ωx}x∈Λ
ÕaÙf¿ Ê ¶d¹,¾QÆ x Á

Ωx = {∅, (εZ)3}.
Ú ¶ Ê ¶ Á ε ËV»|¹H»<ÌÐ¹,ÇÈÇC½Y¹ Ê ¹,ÌÎ¶�¸K¶ Ê Æf¹:ÒcËVÂªÉH¸KÆª¶ÎÃªËVÌÎ¶\Âª»<ËV¿�Â�¿�Í®ÌÎ¿�ÌÎ¶\Â$¸KÄªÌ�Õ1ÛrÍ/¸KÆª¶Î»�Ôc»�¸K¶\ÌÜËÈ»?ËVÂ·¹
¾\¿�ÂcÓfÉ�Ä Ê ¹_¸KËV¿�Â ω Á »<Äª¾QÆÎ¸KÆf¹_¸ ωx = ∅ Á ¸KÆf¶\ÂµÑG¶n»K¹:Ô ¸KÆf¹_¸C¸KÆª¶n»<ËÈ¸K¶ x ËÈ»-¶:Ìµ½ª¸rÔ�Õ�ÛrÍ ωx = k Á ÑG¶'»K¹\Ô¸KÆf¹_¸�¸KÆª¶L»<ËÈ¸K¶

x
ËV»n¿A¾:¾\Äc½aËÈ¶:Ã Á ÀAÔ�¹Ï½a¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶×¿�Í�ÌÎ¿�ÌÎ¶\Â$¸KÄªÌ k

Õ Ö ÆªËV»n»<ËVÌ ½aÇÈ¶?¶�Ýc¾\ÇVÄª»<ËV¿,Â�¿,Í�ÌÎ¿ Ê ¶
¸KÆf¹,ÂÐ¿�Âª¶¼½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶¼¿�Â"¶d¹_¾ÞÆÐ»<ËÈ¸K¶¼ËÈÂf¾\¿ Ê ½U¿ Ê ¹_¸K¶\»/¸KÆª¶¼Æf¹ Ê ÃcÅE¾:¿ Ê ¶ Ê ¶\½fÄªÇV»<ËÈ¿�Â"ÀU¶�¸rÑG¶:¶\ÂÐ¸KÆª¶'½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶:» Á
Ñ'ÆªËV¾QÆ°¹ Ê ¶×¸KÆAÄª»'Æf¹ Ê Ã�»�½fÆª¶ Ê ¶\»'»<Ë]¸<¸KËVÂªÉÐ¹_¸'»<¿�ÌÎ¶?¿�Í1¸KÆª¶L½U¿�ËÈÂA¸K»n¿�Í Λ

Õ
Ö Æª¶àßQá�â,á�ã|¿�Í�¸KÆª¶"»�Ôc»�¸K¶\ÌäËV» ¹�½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔ·¿�Â Ω Á Ãª¶:Âª¿,¸K¶\Ã·ÀAÔ µ Õ�´·¶"Ãª¶:Âª¿,¸K¶Î¸KÆª¶å»<¶�¸ ¿�Í»�¸Q¹_¸K¶\»)ÀAÔ

Σ
Õ Ö Æª¶5æ�»<ÇV¿:ÑçÒ,¹ Ê ËV¹_ÀfÇV¶\»\è$¿,ÍY¿�Ä Ê Ìµ¿�Ãª¶:Çª¹ Ê ¶�¸KÆª¶¼é5¶�Ý�¸K¶\Âª»<ËÈÒ$¶�¾:¿,Âf»<¶ Ê Ò$¶\Ã Ê ¹,ÂªÃª¿�ÌêÓa¶\ÇVÃª»

Nx(ω) =

{
0

ËÈÍ
ωx = ∅,

1
ËÈÍ
ωx = k,

Ex(ω) =

{
0

ËÈÍ
ωx = ∅,

k · k/2m+ Φ(x)
ËVÍ
ωx = k,
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Px(ω) =

{
0

ËÈÍ
ωx = ∅,

k
ËÈÍ
ωx = k.

Ú ¶ Ê ¶ Á Φ(x)
ËV»G¸KÆª¶×¶\Ý�¸K¶ Ê Âf¹,ÇY½j¿_¸K¶:Â$¸KËJ¹_Çj¶\Âª¶ Ê É,ÔÐ½U¶ Ê ½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶�Õ Ö Æª¶L»<ÇV¿:Ñ�Ò,¹ Ê ËJ¹gÀaÇÈ¶:»n¹_½ª½U¶d¹ Ê ËVÂªÉµËVÂ

Æ$ÔcÃ Ê ¿�ÃcÔcÂf¹,ÌÎËÈ¾:»'¹ Ê ¶×¸KÆf¶ n = 5|Λ| ÌÎ¶:¹,Âª»'ËÈÂ�¸KÆª¶?»�¸Q¹_¸K¶ µ �
Nx = Eµ[Nx]; Ex = Eµ[Ex]; Πx = Eµ[Px].

Ö Æª¶��>Ò$¿�Â��5¶:ÄªÌÐ¹_ÂfÂ��®¶:Â$¸ Ê ¿,½AÔH¿�Íw¹,Â$Ô�»�¸Q¹g¸K¶ µ ËÈ»

S(µ) := −kB
∑

ω

µ(ω) log µ(ω).
���	�

ÛrÂ#ËÈÂªÍ>¿ Ê ÌÐ¹g¸KËV¿�ÂçÉ�¶\¿�ÌÎ¶�¸ Ê Ô Á ¸KÆª¶°¾QÆª¿�ËV¾\¶à¿�Í×»<ÇV¿dÑ Ò,¹ Ê ËJ¹_ÀfÇÈ¶:» {X1, X2 . . . , Xn}
Ãª¶\ÓfÂª¶:»Ð¸KÆf¶


���������Ðâ,á�
������"â���
 ������ M Á Ñ'ÆªËÈ¾ÞÆ�¾\¿�Âª»<ËV»�¸K»'¿�Í�»�¸Q¹_¸K¶\»n¿�ÍwÌÐ¹gÝcËVÌÏÄªÌ ¶:Â$¸ Ê ¿,½AÔ�¹,ÌÎ¿�ÂªÉÐ¹,ÇVÇj»�¸Q¹_¸K¶\»Ñ'Ë]¸KÆ�É,ËÈÒ$¶\Â�ÌÎ¶:¹,Âª» Á »K¹:Ô

Eµ[Xj ] := µ ·Xj = ηj , j = 1, . . . , n;
� Ô"¸KÆf¶��5ËÈÀªÀf»�Å! $¹:ÔcÂª¶:»n½ Ê ËÈÂª¾:Ë]½aÇÈ¶ Á »<Äª¾QÆà¹µ»�¸Q¹g¸K¶?Æf¹,»�¸KÆf¶LÍ>¿ Ê Ì

µ(ω) = exp
{
−

n∑

j=1

ξjXj(ω)− log Ξ
}

Ñ'Æª¶ Ê ¶|¸KÆª¶ÏÃªÄa¹_Ç Á ¿ Ê�" â�������
 " â�� Á Ò,¹ Ê ËJ¹gÀaÇÈ¶:» ξj
¹ Ê ¶$#�¹,É Ê ¹,ÂªÉ�¶|ÌÏÄªÇÈ¸KËÈ½fÇÈËV¶ Ê »×Ãª¶\¸K¶ Ê ÌÎËÈÂf¶\ÃàÄªÂªË&%$Äf¶\ÇÈÔ

ÀAÔà¸KÆª¶ ÌÎ¶d¹_Âf»
ηi
Õ2ÛrÂ�¿,Ä Ê ¾d¹,»<¶ Á Í>¿ Ê ¶:¹,¾ÞÆ x Á ¸KÆf¶µÃªÄf¹,ÇV»5¸K¿H¶:Âª¶ Ê É,Ô Á ÂAÄªÌ|ÀU¶ Ê:Á ¹,ÂªÃ�ÌÎ¿,ÌÎ¶:Â$¸KÄªÌ¹ Ê ¶ ÁªÊ ¶\»�½U¶:¾�¸KËÈÒ�¶:Ç]Ô Á βx, ξx, ζx Á

¹_ÂfÃ�»<¿µ¸KÆª¶?»�¸Q¹_¸K¶LÆf¹,»n¸KÆª¶LÍ>¿ Ê Ì

µ(ω) =
∏

x

Ξ−1
x exp{−ξxNx(ω)− βxEx(ω)− ζx · Px(ω)}.��'(�

) Äª¾ÞÆ	¹�»�¸Q¹_¸K¶"ËÈ»Ï»K¹,ËÈÃ·¸K¿�Àj¶ÐËVÂ*��� " â��-á�+cã,�����	��-��Uâ��.
 " ã0/�12
3�4
�5,��
�12� Á7698;: Õ=<>%$ÄfËÈÇVË]À Ê ËÈÄªÌäÆª¿�ÇVÃª»
Ñ'Æª¶\Â

β...
¹ Ê ¶'ËÈÂfÃª¶�½U¶:ÂªÃª¶:Â$¸®¿,Í x ÕAÛrÂ@?4A�BfÑG¶¼ÍN¿�ÄªÂªÃÎ¸KÆf¶��^É Ê ¹,ÂªÃ��w½a¹ Ê ¸KËÈ¸KËÈ¿�ÂÐÍ>ÄªÂª¾�¸KËV¿�ÂÐ¹_¸/½U¿�ËÈÂA¸ x Á

Ξx = 1 +

(
2πm

ε2βx

)3/2

exp{−ξx − βxΦ(x) +m ζx · ζx/2βx}
ÀAÔ Ê ¶\½fÇJ¹_¾:ËÈÂfÉ�¸KÆª¶Ð»<ÄªÌÜ¿dÒ$¶ Ê ¸KÆª¶ÎÌÎ¿�ÌÎ¶\Â$¸KÄfÌ ÇV¹_¸<¸KËV¾\¶Î¿�Í®»<ËDC\¶

ε
ÀAÔ·¹@�×¹,Äª»<»<ËJ¹,Â·ËVÂ$¸K¶\É Ê ¹,Ç7Õ Ö Æª¶

½ Ê ¿�ÃªÄª¾\¸w»�¸ Ê Äª¾�¸KÄ Ê ¶®¿�Íf¹,Â 698;: »�¸Q¹_¸K¶/ÌÎ¶d¹_Âf»1¸KÆf¹_¸)¹,ÂÏ¿,Àf»<¶ Ê Ò�¹gÀaÇÈ¶G¹g¸)¹'½U¿�ËÈÂA¸w¿�Í Λ ËV»�ËVÂªÃª¶\½U¶\ÂfÃª¶\Â$¸¿�Í1¹,Âå¿,Àf»<¶ Ê Ò�¹_ÀfÇÈ¶L¹_¸�¹,Â$Ô"¿,¸KÆª¶ Ê Õ2�5¿_¸K¶¼¸KÆf¹_¸ µx{∅} = (1−Nx)
Õ�Û�¸G¸KÆª¶\ÂHÍN¿�ÇVÇÈ¿dÑ'»GÍ Ê ¿�ÌE��'(�C¸KÆf¹_¸

1−Nx = Ξ−1.
��FG�

ÛrÍ
ωx 6= ∅ Á

¸KÆª¶?»�¸Q¹g¸K¶
µ
¾:¹,Â�ÀU¶×Ñ Ê ËÈ¸<¸K¶\Â�ËVÂ�H�¹gÝ�ÑG¶:ÇÈÇ2ÍN¿ Ê Ì

µ(x, k) = Nxp(x, k) = NxZ
−1 exp{−βxΦ(x)− βxk · k/(2m)− ζx · k}

Ñ'Æª¶ Ê ¶ Z ËV»n¸KÆª¶L¾:¹,Âª¿�ÂªËV¾:¹,Çj½a¹ Ê ¸KËÈ¸KËÈ¿�Â�Í>ÄªÂª¾\¸KËÈ¿�Â �

Zx =

(
2πm

ε2βx

)3/2

exp

{
−βxΦ(x) +

mζx · ζx
2βx

}
.

��IJ�

´·¶LÂf¿_¸K¶L¸KÆª¶LËVÃª¶:Â$¸KË]¸rÔHÍ>¿ Ê ¶:¹,¾QÆ x

Ξ = 1 + e−ξZ = 1 + e−ξ−βΦZ0,
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Ñ'Æª¶ Ê ¶ Z0
ËV»C¸KÆª¶'¾:¹,Âª¿�ÂªËV¾:¹,Çª½a¹ Ê ¸KË]¸KËV¿�ÂÎÍ>ÄªÂª¾�¸KËV¿�ÂµÑ'Æª¶:Â Φ = 0

Õ Ö Æª¶n¶�Ý�¸K¶ Ê Âf¹,Çc½j¿_¸K¶:Â$¸KËJ¹_ÇfÃª¿�¶\»-Âª¿,¸
ËÈÂªØfÄª¶\Âf¾\¶¼¸KÆª¶5ÇÈ¿�¾:¹,ÇaÒ$¶\ÇV¿A¾:Ë]¸rÔÐÃªËÈ»�¸ Ê ËÈÀfÄc¸KËV¿�Â p Á ¹,»GË]¸GËV»®¾d¹,Âª¾\¶:ÇÈÇV¶\Ã"¿�Äc¸®À�ÔÎ¸KÆª¶¼½a¹ Ê ¸KË]¸KËV¿,ÂåÍNÄªÂf¾�¸KËV¿,Â2ÕÖ Æª¶LÌÎ¶d¹_Â�Óf¶:ÇÈÃf»'¹ Ê ¶ Ê ¶:ÇV¹_¸K¶:ÃH¸K¿µ¸KÆª¶L¾d¹_Âf¿,ÂfËÈ¾d¹_ÇjÓf¶:ÇÈÃª»'ÀAÔ

Ex = − ∂

∂βx
log Ξx = N(x)

(
Φ(x) +

3

2βx
+
mζx · ζx

2β2
x

)

Nx = − ∂

∂ξx
log Ξx =

Ξx − 1

Ξx
=

Ze−ξx

1 + Ze−ξx

Πi
x = − ∂

∂ζi
log Ξx = −mNxζ

i
x

βx
.

Ö Æª¶�Æ$ÔcÃ Ê ¿�ÃcÔcÂf¹,ÌÎËÈ¾�Ò�¹ Ê ËJ¹_ÀfÇV¶\»�¹ Ê ¶�¸KÆª¶�ÌÐ¹,»<»�ÅEÃª¶:Âª»<Ë]¸rÔ ρ = mNa−3 Á ¸KÆª¶�Ò�¶:ÇÈ¿�¾:Ë]¸rÔçÓf¶:ÇÈÃ

u = −ζ/β Á ¸KÆf¶°¸K¶\Ìµ½U¶ Ê ¹g¸KÄ Ê ¶ Θ = (kBβ)−1 Á ¹_ÂfÃç¸KÆª¶à½U¿,¸K¶\Â$¸KËJ¹,Ç¼¶\Âf¶ Ê É,Ô ½U¶ Ê ÄªÂfË]¸�ÌÎ¹,»<» Á
φ = Φ/m

Õc´·¶×»<Æa¹_ÇVÇU¸KÆª¶ Ê ¶\Í>¿ Ê ¶×¶:ÇÈËVÌÎËÈÂa¹g¸K¶ ξ, β, ζj ËVÂHÍ^¹:Ò$¿,Ä Ê ¿�Í ρ, Θ, uj
Õ��5ÂªÇ]Ô

ξ Ê ¶:ÌÐ¹_ËVÂª»�¸K¿ÀU¶LÍ>¿�ÄªÂªÃ �
e−ξx = Z−1

x Nx/(1−Nx),
�EéG�
¿ Ê

ξ = −βΦ− logN + log(1−N) + logZ0
���G�

Ñ'Æª¶ Ê ¶ Z0
ËÈ»n¸KÆª¶L¾d¹,Âª¿�ÂªËÈ¾d¹,Çj½a¹ Ê ¸KË]¸KËV¿�Â�Í>ÄªÂª¾�¸KËV¿�ÂHÑ'Æª¶:Â Φ = 0

Õc´·¶?Âª¶\¶:Ã�ËÈ¸K»nÉ Ê ¹,ÃªËV¶\Â$¸ �

∂jξ =
3∂jΘ

2Θ
− m

2k
B

uiui

Θ2
∂jΘ +

mui

k
B

Θ
∂ju

i − ∂jN

N
− ∂jN

1−N −
∂jΦ

k
B

Θ
+

Φ

k
B

∂jΘ

Θ2
.

�!A(�

´·¶×Ãª¶\Âª¿,¸K¶5ÀAÔ
E,N

¹,ÂªÃ
Π
¸KÆª¶¼¸K¿,¸Q¹,ÇaÒ�¹_ÇVÄª¶:»G¿�Í2¸KÆª¶×ÌÎ¶:¹,ÂH¶\Âª¶ Ê É,Ô Á ÂAÄªÌ|ÀU¶ Ê ¹,ÂªÃHÌÎ¿�Ìµ¶:Â$¸KÄªÌ��

¸KÆª¶\Â �����®É�ËÈÒ$¶\»nÍ>¿ Ê ¸KÆf¶L¶\ÂA¸ Ê ¿_½�Ô�¹_¸'¶ %AÄªËVÇÈËÈÀ Ê ËVÄªÌ

ΘS(µ) = E + kBΘξN − u ·Π + kBΘ log Ξ.
���G�
� ¿�Ì ½Y¹ Ê ¶L¸KÆfËÈ»�Ñ'ËÈ¸KÆH¸KÆª¶L¸KÆª¶ Ê ÌÎ¿�»�¸Q¹_¸KËÈ¾?ÍN¿ Ê ÌÏÄªÇJ¹

ΘS = E + k
B

ΘξN − u ·Π + PV
���G�

Ñ'Æª¶ Ê ¶ P ËÈ»n¸KÆª¶L½ Ê ¶\»<»<Ä Ê ¶|¹,ÂªÃ V ËÈ»n¸KÆª¶×Ò$¿�ÇVÄªÌÎ¶	�ªÑG¶?»<¶\¶L¸KÆf¹_¸

P = k
B

|Λ|
V

Θ log Ξ = −k
B

Θa−3 log(1−N).
����
 �

�U¡�Ï±2³ �����¤1©���³��a¨d©��à³����2©ª¨g«>¦��C¡��5Ä Ê ÌÎ¿�Ãª¶\ÇÏÍ>¿ Ê ¸KÆª¶	ÃcÔcÂf¹,ÌµËV¾\»�ËV»�¹�½a¹_¸KÆ {µ(t)}t≥0¸KÆ Ê ¿�ÄªÉ�Æ Σ(Ω)
Ãª¶\¸K¶ Ê ÌÎËÈÂf¶\Ã	ÀAÔ ¸KÆª¶ #�ËÈ¿�ÄcÒcËVÇÈÇV¶HÌÎ¿_¸KËV¿�Â Á ËVÂ$¸K¶ Ê<Ê Äª½ª¸K¶\Ã�ÀAÔ	¹à¸KÆª¶ Ê ÌÐ¹,ÇÈËDC:¹_¸KËV¿�Â ¹_¸

Ê ¹,ÂªÃª¿�Ì ½U¿�ËÈÂ$¸K»
x Á ¿�¾:¾\Ä Ê<Ê ËVÂªÉ�¹_¸ Ê ¹,ÂªÃf¿,Ì ¸KËVÌÎ¶\»\Õ��5ÍN¸K¶ Ê ¹·¸KÆª¶ Ê ÌÎ¹,ÇVË�Cd¹_¸KËÈ¿�Â�¹g¸ x Á ¸KÆª¶�»�¸Q¹g¸K¶¾QÆf¹,ÂªÉ�¶:»?¸K¿à¿�Âª¶"ËÈÂ·Ñ'ÆªËV¾QÆ ¿,Àf»<¶ Ê Ò,¹_ÀfÇV¶\» ¹_¸ x ¹ Ê ¶"»�¸Q¹g¸KËV»�¸KËV¾:¹,ÇÈÇÈÔ�ËVÂªÃª¶�½j¶\ÂªÃª¶:Â$¸ ¿�Í®¸KÆf¿,»<¶H¹g¸µ¹_ÂAÔ

y 6= x Á ¹,ÂªÃ Á1Ê ¶\»�¸ Ê ËV¾�¸K¶:Ã�¸K¿ Ωx
Á ¸KÆf¶Ð»�¸Q¹g¸K¶ÐËV»|ËVÂ�¸KÆª¶ Ê ÌÎ¿AÃªÔ�Âa¹_ÌÎËV¾Ð¶ %AÄªËVÇÈËÈÀ Ê ËVÄªÌ�Õ Ö Æª¶ÐÇJ¹:Ñ Í>¿ Ê

¸KÆª¶ Ê ¹_ÂfÃª¿�ÌÜ¸KËVÌÎ¶ÎÀU¶�¸rÑG¶:¶\Â·¾:¿�ÇÈÇVËÈ»<ËV¿�Âª»ÏËV»|¿�Í�¶�Ý�½U¿�Âª¶:Â$¸KËV¹,Ç/Í>¿ Ê Ì Á ÀfÄc¸Ï¸KÆª¶ Ê ¹_¸K¶Ð¿�ÍG¸KÆª¶Ð½ Ê ¿�¾\¶\»<»
Ãª¶�½j¶\ÂªÃª»×¿�Â°¸KÆª¶ ÇÈ¿�¾:¹,Ç�Ãª¶:Âª»<ËÈ¸rÔ°¿�Í)¸KÆf¶|É$¹,» Á ¹,ÂªÃàËÈ¸K»5¸K¶\Ìµ½U¶ Ê ¹_¸KÄ Ê ¶ Á ¹,ÂªÃà»<¿å¿�Â°¸KÆf¶Ï»�¸Q¹_¸K¶ÏË]¸K»<¶:ÇÈÍrÕ
Ö ÆªËV»'ÌÎ¶:¹,Âª»n¸KÆf¹_¸n¸KÆª¶?ÃªÔ�Âa¹_ÌÎËV¾\»'Í^¹,ÇÈÇV»'¿�Äc¸K»<ËVÃª¶L¸KÆª¶?Äª»<Äa¹_Ç2¸KÆª¶:¿ Ê Ôå¿�Í=H�¹ Ê º$¿dÒ�¾QÆa¹_ËVÂª» Á ËVÂ�Ñ'ÆªËV¾QÆ
¸KÆª¶5Äc½UÃa¹g¸K¶:Ãå»�¸Q¹_¸K¶5ËV»GÇÈËVÂª¶d¹ Ê ËÈÂå¸KÆª¶5¾\Ä Ê<Ê ¶:Â$¸�»�¸Q¹_¸K¶ Á ¹_ÂfÃ"¸KÆª¶¼¸ Ê ¹,Âª»<ËÈ¸KËÈ¿�ÂHÌÎ¹_¸ Ê ËÈÝ"ËÈ»G¸KÆª¶5»K¹,Ìµ¶×Í>¿ Ê
¹,ÇÈÇC»�¸Q¹g¸K¶:»��UÑG¶Î¹ Ê ¶µËVÂ�¸KÆª¶ ÀaÄª»<ËÈÂf¶\»<»?¿�Í/Âª¿�ÂcÅEÇÈËVÂª¶d¹ Ê H�¹ Ê º$¿:Ò�¾QÆa¹_ËVÂª»\Õ �5¿�ÂªÇÈËVÂª¶d¹ Ê ËÈ¸rÔàËÈ¸K»<¶\ÇVÍ/ËV»×Âf¿_¸
¸KÆª¶Ð½ Ê ¿,ÀfÇÈ¶:Ì���¸KÆª¶ÐÄfÇ]¸KËVÌÐ¹g¸K¶åÉ,¿$¹,Ç/¿�ÍG¸KÆªËV»|ÑG¿ Ê º�ËV»|¸K¿�½fÄc¸µ¹,Â ¶�Ý�¸K¶ Ê Âf¹,ÇC½j¿_¸K¶:Â$¸KËJ¹_Ç Φ

ËVÂ$¸K¿°¿�Ä Ê
Ò$¶ Ê »<ËV¿,Â ? A�BC¿,Í-¸KÆª¶.�×¹:ÒcËÈ¶ Ê Å ) ¸K¿,º�¶:»×¶ %AÄf¹_¸KËV¿�Âª» Á Ñ'ÆªËÈ¾ÞÆ�¹ Ê ¶ Âª¿�ÂcÅEÇVËVÂª¶:¹ Ê Õ Ú ¿dÑG¶\Ò�¶ Ê:Á ÑG¶Î¹ Ê ¶ É�¿�ËÈÂfÉ
¸K¿åÄª»<¶ ¸KÆª¶ ¾:¿,Âf¾\¶�½f¸×¿,Í/¾\¿�ÂªÃªËÈ¸KËÈ¿�Âf¹,Çw½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔ°¸K¿åÃf¶ Ê ËÈÒ�¶Ï¸KÆf¶ ÌÎ¹,»�¸K¶ Ê ¶�%$Äa¹g¸KËV¿�Â Á ¹,ÂªÃ�¾:¹ Ê ¶ ËÈ»



ñ ìdø
R. F. STREATER

Âª¶\¶:Ãª¶\Ã�ËVÍ2ÑG¶L»�¸ Ê ¹:Ô"Í Ê ¿�Ì ¹Ï½a¹_¸KÆHËVÂ Ω
¸K¿µ¹Ï½a¹_¸KÆHËVÂ

Σ(Ω)
Ñ'ÆfËÈ¾ÞÆHÃª¿�¶:»�Âª¿,¸n¾\¿�ÌÎ¶LÍ Ê ¿�Ì ¹Ï½a¹_¸KÆ

ËÈÂ
Ω
Õ�´ ¶×»<Æf¹,ÇÈÇ2¹,Ãª¿,½ª¸n¸KÆª¶×Í>¿�ÇÈÇV¿dÑ'ËÈÂªÉ Ñ�¹:Ôå¿�Äc¸ Á Ñ'ÆfËÈ¾ÞÆHÌÐ¹_º$¶\»�Äf»<¶×¿�Í1¸KÆª¶L¹,»<»<ÄªÌµ½ª¸KËV¿,Â�¸KÆf¹_¸G¸KÆf¶

Ãª¶\Âf»<Ë]¸rÔ"ËV»GÇV¿:Ñ Á ¹,ÂªÃH»<¿Ï¸KÆª¶5¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËÈ¿�Âå½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇVË]¸rÔ"ËV»G»<ÌÐ¹,ÇÈÇ7ÕcÛrÂH¾:¹,ÇÈ¾:ÄªÇJ¹g¸KËVÂªÉÏ¸KÆª¶¼½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔÐ½j¶ Ê
ÄªÂªËÈ¸5¸KËÈÌÎ¶Ï¸KÆf¹_¸×¹"¾\¿�ÂcÓfÉ�Ä Ê ¹_¸KËV¿�Â ω ¹_¸¼¸KËVÌµ¶ t ∈ (t0 − t, t0)

ÌÎ¿dÒ$¶Ï¸K¿å¹,Âª¿,¸KÆª¶ Ê ½U¿�ËVÂ$¸×¿�Í Ω Á ÑG¶»<Æf¹,ÇÈÇ-¹,»<»<ÄªÌÎ¶Ï¸KÆf¹_¸×¸KÆª¶µÆ$ÔcÃ Ê ¿�ÃcÔcÂf¹,ÌµËV¾ ½a¹ Ê ¹_ÌÎ¶\¸K¶ Ê »×»K¹g¸KËV»�Óf¶:»5¸KÆf¶ <-ÄfÇÈ¶ Ê ¶ %AÄf¹_¸KËV¿,Âf» Á ��F	
 ��Å0��F('G�
ËÈÂå¸KÆª¶¼»<ÌÐ¹,ÇVÇY¸KËVÌµ¶5ËVÂ$¸K¶ Ê Ò,¹,Ç (t0−T, t0)

Õ Ö Æª¶5ËÈÂfË]¸KËJ¹,ÇaÒ,¹,ÇVÄª¶\»G¿�Íj¸KÆf¶¼Æ$ÔcÃ Ê ¿�ÃcÔcÂf¹,ÌÎËÈ¾5½a¹ Ê ¹,ÌÎ¶�¸K¶ Ê »
ËÈÂ�¸KÆª¶\»<¶µ¶ %AÄf¹_¸KËV¿�Âª»L¹ Ê ¶Ï¸Q¹_º$¶\Â�¸K¿åÀU¶Ï¸KÆª¿�»<¶µ¿,Í-¸KÆª¶ ¸ Ê Äª¶ »�¸Q¹_¸K¶Î¹g¸×¸KËVÌµ¶ t0 − T

Õ Ú ¶ Ê ¶ÏÑG¶µ¿�ÂªÇ]Ô
Âª¶\¶:Ã�¸K¿�¾:¿�Âª»<ËÈÃf¶ Ê T < 20t`

Á »<ËÈÂf¾\¶H¸KÆª¶�»<Ä Ê ÒcË]Ò�¹_Ç�½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔ�Í^¹_ÇVÇV»µ¶\Ý�½U¿�Âª¶\Â$¸KËJ¹,ÇÈÇÈÔ�ÕC´·¶H¸KÆª¶\Â
¹,»<»<ÄªÌÎ¶¼¸KÆf¹_¸®¸KÆª¶ H�¹ Ê º�¿dÒÎ½ Ê ¿�¾\¶:»<»/Àj¶�¸rÑG¶\¶:Â t0−T

¹,ÂªÃ
t0
ËV»®ÇÈËVÂª¶d¹ Ê ¹,»®Äª»<Äf¹,Ç Á ¹,ÂªÃÐ¸Q¹_º$¶\»/½fÇJ¹,¾\¶

ËÈÂ°¹_Â°¹_Ì|ÀfËV¶\ÂA¸ </ÄªÇV¶ Ê ØfÄfËÈÃ�Ñ'ÆªËV¾QÆ�Ãª¶\¸K¶ Ê ÌÎËÈÂf¶\»�¸KÆª¶ Ê ¹_¸K¶L¿,Í�¸KÆª¶ Ê ÌÎ¹,ÇVË�Cd¹_¸KËÈ¿�ÂjÕfÛrÂH¸KÆªËV»�½a¹_½U¶ Ê:Á ÑG¶
»<Æª¿dÑ ¸KÆf¹_¸ Á Âf¶\É�ÇÈ¶:¾�¸KËVÂªÉ�¾:¿�ÇÈÇVËÈ»<ËV¿�Âª» Á ¸KÆª¶�ÌÎ¶:¹,Âª»Î¿�Ín¸KÆf¶H»<ÇÈ¿dÑ Ò,¹ Ê ËJ¹gÀaÇÈ¶:»µÃf¿�ËÈÂªÃf¶\¶\Ã »K¹_¸KËÈ»<ÍNÔ ¸KÆf¶
</ÄªÇÈ¶ Ê ¶�%$Äa¹g¸KËV¿�Âª» Á »<Æª¿dÑ'ËVÂªÉÎ»<¶\ÇVÍJÅE¾:¿,Âf»<ËÈ»�¸K¶:Âª¾�Ô$Õc´·¶L¾:¹,Âå¸KÆª¶\Â�»<Æª¿dÑ�¸KÆf¹_¸�¸KÆª¶ Ê ¶LËÈ»nÂª¿ ½ Ê ¿�ÃªÄª¾\¸KËÈ¿�Â
¿�Í�¶:Â$¸ Ê ¿,½AÔHËVÂH¸KÆªËV»n¾d¹,»<¶,Õ
Ö Æª¶@#1ËV¿�ÄcÒcËÈÇVÇÈ¶°ÃªÔ�Âa¹_ÌÎËV¾\»"ËÈ»"Ãª¶\¸K¶ Ê ÌÎËÈÂf¶\Ãç¹,»"ÍN¿�ÇVÇÈ¿dÑ'»\Õ/ÛrÍL¹_¸Ð¸KËÈÌÎ¶ t = 0

¹�¾:¿,ÂªÓfÉ�Ä Ê ¹_¸KËÈ¿�Â

ω ∈ Ω
Æa¹_»¼¹ ½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶|¹_¸ x Á ¸KÆª¶:Â�ËÈ¸'ÍN¿�ÇVÇÈ¿dÑ'» �5¶�Ñn¸K¿�Âjè »nÇV¹:Ñ'»

dx

dt
=
k

m
,

dk

dt
= −∇Φ := mf

���(�	�

ÍN¿ Ê ¹"¸KËÈÌÎ¶�Õ � ¶\Í>¿ Ê ¶ÏÑG¶Ï¸Q¹_º$¶Ï¸KÆª¶ ¾:¿,ÂA¸KËÈÂAÄfÄªÌ ÇVËVÌµËÈ¸ Á »�½a¹,¾\¶µËÈ» Λ Á Ñ'ÆfËÈ¾ÞÆ�ËV»×ÃªËV»<¾ Ê ¶�¸K¶ �j¹"½a¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶ÍN¿�ÇVÇÈ¿dÑ'ËVÂªÉ ���(�	��Ñ'ËVÇÈÇ)Âª¶d¹ Ê Ç]Ô�¹,ÇÈÑ�¹\Ôc»×ÇV¶:¹:Ò$¶ ¸KÆª¶ ÇV¹_¸<¸KËV¾\¶�ÕUÛrÂà¸KÆf¹_¸L¾:¹,»<¶ Á ¹,ÍN¸K¶ Ê ¹_ÂAÔ°É�Ë]Ò$¶:Â Ê ¹,ÂªÃª¿�Ì
¸KËÈÌÎ¶

t
¹,ÍN¸K¶ Ê Ñ'ÆªËV¾QÆ�¹L¸KÆf¶ Ê ÌÐ¹,ÇÈËDC:¹_¸KËV¿,Âå¿�¾\¾:Ä Ê » Á ÑG¶¼½fÇV¹,¾:¶¼¸KÆª¶ Ê ¶:»<ÄªÇ]¸KËVÂªÉÏ¸KÆª¶ Ê ÌÐ¹_ÇVËDC\¶\Ã"½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶×¹_¸

¸KÆª¶'ÇJ¹_¸<¸KËÈ¾:¶'»<Ë]¸K¶¼Âª¶:¹ Ê ¶\»�¸®¸K¿ x(t) Á ¸KËV¶\»-Àj¶\ËVÂªÉ?Ãf¶\¾\ËVÃª¶:ÃÎÀAÔÎ¸K¿,»<»<ËVÂªÉÏ¹|¾\¿�ËÈÂ2ÕAÛrÂÎ¸KÆª¶¼ÇÈËVÌÎË]¸ a→ 0
ÑG¶

¶�Ý�½U¶:¾�¸�¸KÆfËÈ»�¸K¿ÎËVÂ$¸ Ê ¿�ÃªÄª¾\¶|¹µÂª¶:É�ÇÈËVÉ�Ë]ÀfÇV¶?¶ Ê<Ê ¿ Ê ËVÂ�¸KÆª¶LÇÈ¿�¾:¹_¸KËV¿�ÂHÀU¶\ËVÂªÉÐ¹,»<»<ËÈÉ�Âª¶:Ã�¸K¿µ¸KÆª¶L½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶�Õ
#�¶�¸

µ ∈ Σ(Ω)
¹,ÂªÃ°Ãf¶�ÓfÂª¶

Nx = µ{ωx 6= ∅} Á
¸KÆf¶?½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔ�¸KÆf¹_¸ x ËÈ»5¿�¾\¾\Äª½fËÈ¶:Ã°ËÈÂ°¸KÆª¶»�¸Q¹_¸K¶

µ
Õ Ö Æª¶:Â

Nx = µ · Nx
Õ�#1¶\¸

px(k)
ÀU¶L¸KÆf¶L¾\¿�ÂªÃfË]¸KËV¿�Âf¹,Çj½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔH¸KÆf¹_¸ ωx = k Á É�ËÈÒ$¶\Â¸KÆf¹_¸ Nx = 1 �

px(k) = µ{ω : ωx = k|ωx 6= ∅} = N−1
x µ{ω : ωx = k}.��� 'G�

Ö ÆAÄª» Á

µ{ω : ωx = k} = Nxp(x, k).
��� FG�

Ö ÆªËV»nÃª¿�¶:»nÂª¿,¸'ÌÎ¶:¹,Â�¿�Íw¾\¿�Ä Ê »<¶L¸KÆf¹_¸ Nx
¹,ÂªÃ Px ¹ Ê ¶?ËÈÂªÃf¶�½U¶:ÂªÃª¶\ÂA¸'ËVÂH¸KÆª¶?»�¸Q¹g¸K¶ µ Õ�5ËÈÒ$¶\ÂH¸KÆf¹_¸nÂª¿Î¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËV¿,Âf»n¿�¾\¾:Ä Ê:Á ¸KÆª¶5½Y¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶\»n¿,ÀU¶\Ô ���(�	� Á ¹,ÂªÃH¸KÆªËV»�ËVÂªÃªÄf¾\¶\»�¸KÆf¶ #�ËÈ¿�ÄcÒcËVÇÈÇV¶

ÌÎ¿_¸KËV¿�Â�¿,Â�¸KÆª¶L»�¸Q¹_¸K¶\» Á Âf¹,ÌÎ¶\ÇÈÔ Á � ¿�ÇÈ¸ C\ÌÐ¹,ÂªÂjè »n¶�%$Äa¹g¸KËV¿�ÂHÑ'ËÈ¸KÆ�Âª¿Î¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËÈ¿�Â�¸K¶ Ê Ì �
∂µ(x, k)

∂t
+
k

m
· ∂µ(x, k) + f · ∇kµ(x, k, t) = 0.

����IJ�

Ö ÆªËV»µÃcÔcÂf¹,ÌÎËÈ¾:»µ¿�Ín¸KÆª¶å½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸KËV¶\»µÃª¿�¶:» Âª¿,¸Î¾\¿ Ê<Ê ¶\»�½j¿,ÂfÃ ¸K¿�¹,Â�ÄªÂªÃf¶ Ê ÇÈÔ�ËVÂªÉ�Ìµ¿,¸KËV¿�Â�ËVÂ ΩÍN¿ Ê ¹,ÇÈÇ)¸KËVÌÎ¶,Õj´·¶µ¾:¹,Â�ÓfÂfÃ�ËVÂªËÈ¸KËV¹,ÇC¾\¿�ÂªÃfË]¸KËV¿�Âª»LÍ>¿ Ê Ñ'ÆfËÈ¾ÞÆ�¸rÑG¿H½Y¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶\»×ÀU¿,¸KÆ�¹ Ê<Ê ËÈÒ�¶µÑ'ËÈ¸KÆªËVÂ�¹
ÃªËV»�¸Q¹_Âf¾\¶

a/2
Í Ê ¿�Ì ¸KÆª¶L»K¹,ÌÎ¶L½j¿,ËVÂ$¸5¹_¸n¸KÆª¶?»K¹,Ìµ¶L¸KËVÌÎ¶,Õ ) Äª¾QÆà¹µ¾\¿�ÂcÓaÉ,Ä Ê ¹g¸KËV¿�Â�Ãª¿�¶\»'Âª¿,¸'ÇVËÈ¶?ËVÂ

Ω
Õ �¼Ä Ê ¹,»<»<ÄªÌµ½ª¸KËV¿,Âf»Ï¿�ÍGÂª¿à¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËÈ¿�Âª»ÏËV»|¸ Ê Äª¶ÎÑ'Ë]¸KÆ ÆªËVÉ,Æ·½ Ê ¿_ÀY¹gÀaËÈÇVË]¸rÔ�Í>¿ Ê ¹�Í>¶�Ñ ¸KËVÌÎ¶Ð»�¸K¶\½f» Á
ÀfÄc¸/¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËÈ¿�Âª»®¹ Ê ¶'¹,ÇÈÌÎ¿�»�¸/»<Ä Ê ¶n¸K¿L¿�¾:¾\Ä Ê ¶�Ò$¶\ÂA¸KÄf¹,ÇÈÇÈÔ�Õ,´ ¶�Ñ'ËÈÇVÇ Ê ¶�½aÇV¹,¾\¶�¸KÆf¶�½ Ê ¿,ÀfÇÈ¶:Ì ¿�Ía¸ Ê ¹,¾KºcËÈÂfÉ
Ñ'ÆªËV¾QÆ ¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËV¿,Âf»Î¹,¾\¸KÄf¹,ÇÈÇÈÔ ¿�¾\¾:Ä Ê ËVÍnÑG¶�ÍN¿�ÇVÇÈ¿dÑ ���(���?ÀAÔ � ¿�Ç]¸ C:ÌÐ¹_ÂfÂjè »ÎËÈÃª¶d¹�¿�Í'ËVÂ$¸ Ê ¿�ÃªÄª¾:ËÈÂfÉ�¹
½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔ�Í>¿ Ê ¾\¿�ÇÈÇVËV»<ËÈ¿�Âª»\ÕGÛrÂª»�¸K¶d¹,Ã#¿,Í?É�Ë]ÒcËVÂªÉ Á ¹,» � ¿�ÇÈ¸ C\ÌÐ¹,ÂªÂ#ÃªËVÃ Á ¸KÆf¶°½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔ ¸KÆa¹g¸�¹
½a¹,Ë Ê ¿�ÍG½Y¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶\»|Ñ'ËÈ¸KÆ É�Ë]Ò$¶\Â·½j¿,»<ËÈ¸KËV¿,Â	¹,ÂªÃ	ÌÎ¿�Ìµ¶:Â$¸KÄªÌ ½ Ê ¿AÃfÄª¾\¶å¹,Âª¿,¸KÆª¶ Ê »�½U¶\¾:Ë]Óf¶:Ã·½a¹,Ë Ê:Á Ë]¸
Ñ'ËÈÇVÇ�ÀU¶Ï¶\Âª¿�ÄªÉ�Æ°¸K¿H¹,»<»<ÄªÌÎ¶Ï¸KÆf¹_¸¼¸KÆª¶Ï¾:¿,ÇVÇVËÈ»<ËV¿�ÂàËV» ��
 
 � ¶��Î¾:ËÈ¶:Â$¸ �^ËVÂ�¸KÆª¶|¸K¶ Ê ÌµËVÂª¿�ÇV¿,É,Ô°¿�Í ? �	B��QÕ



EULER FLUID
ñ ì��

Ö ÆªËV»×ÌÎ¶d¹_Âf»5¸KÆa¹g¸|¹_ÍN¸K¶ Ê ¹å¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËV¿,Â�¹_¸ x Á ¿�Í®¹"½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶ Ñ'ËÈ¸KÆ�ÌÎ¿�Ìµ¶:Â$¸KÄªÌ k Á ÑG¶ Ê ¶�½fÇJ¹,¾\¶ ¸KÆªËÈ»¾\¿�ÂcÓfÉ�Ä Ê ¹_¸KËV¿�ÂçÀAÔl¹·½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶�¹_¸ x Ñ'ËÈ¸KÆ#ÌÎ¿�ÌÎ¶\Â$¸KÄfÌ k′ Á Ñ'ËÈ¸KÆç½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔ#Ãª¶�¸K¶ Ê ÌÎËÈÂª¶:ÃçÀ�Ô¸KÆª¶ H�¹_Ý�ÑG¶\ÇVÇ®ÃªËÈ»�¸ Ê ËÈÀfÄc¸KËV¿�Â	¿�ÍnÌÎ¶d¹_Â	ÌÎ¿�Ìµ¶:Â$¸KÄªÌ k
¹,ÂªÃ	ÌÎ¶:¹,Â	¶:Âª¶ Ê É,Ô k · k/(2m) + Φ

Õ � Ô
¾\¿�Âª»�¸ Ê Äª¾\¸KËÈ¿�Â Á ¸KÆªËV»LÃª¿�¶\»?Âª¿,¸|¹_ÇÈ¸K¶ Ê ¸KÆª¶µÌÎ¶:¹,Âª»?¿,Í/¸KÆf¶ »<ÇV¿dÑ Ò,¹ Ê ËV¹_ÀfÇV¶\»\Õj´·¶µ»<Æf¹,ÇVÇ Ê ¶\Í>¶ Ê ¸K¿H¸KÆªËÈ»
¶�Ò$¶\ÂA¸n¹,»�¹|¸KÆf¶ Ê ÌÐ¹,ÇÈËDC:¹_¸KËV¿,Â ÁAÊ ¹_¸KÆª¶ Ê ¸KÆa¹_Â�¹,»�¹Ï¾:¿�ÇÈÇVËÈ»<ËV¿�ÂjÕ�´ ¶5»<Æf¹,ÇVÇj¹,»<»<ÄªÌÎ¶5¸KÆf¹_¸G¸KÆf¶5Ìµ¶d¹,ÂHÍ Ê ¶:¶
½a¹_¸KÆ�ËV»?ÇJ¹ Ê É,¶Ð¿�Â�¸KÆª¶ÎÌÎ¿�ÇV¶\¾\ÄfÇV¹ Ê »<¾:¹,ÇV¶ Á ¹,ÂªÃ·Âª¶\É�ÇV¶\¾�¸?¸KÆª¶µ½j¿,»<»<ËÈÀfËVÇÈËÈ¸rÔ�¸KÆa¹g¸Ï¹�»<Âf¹_½f»<Æf¿_¸Ï¿�Í/¸KÆf¶
ÇV¹_¸<¸KËV¾\¶H¾:¹_¸K¾QÆ�¹°½a¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶HËÈÂ	¸KÆª¶å½ Ê ¿�¾\¶:»<» ¿�Ín¸KÆª¶ Ê ÌÐ¹,ÇÈËDC\ËVÂªÉ � Ñ'ËÈ¸KÆ	ÆªËVÉ�Æ ½ Ê ¿_ÀY¹gÀaËÈÇVË]¸rÔ	Ë]¸µÑ'ËVÇÈÇ®Àj¶ËÈÂ �5¶�Ñn¸K¿�ÂªËJ¹_Â�Ìµ¿,¸KËV¿�ÂHÀU¶�¸rÑG¶:¶\Â�¾:¿�ÇÈÇVËÈ»<ËV¿�Âª»\ÕfÙ Ê ¿,Ì ¹,Â$ÔHËVÂªËÈ¸KËV¹,Ç2¾\¿�ÂcÓfÉ�Ä Ê ¹_¸KËV¿,Â ω Á ÑG¶?¾:¹,Â�Í>¿,ÇVÇV¿:Ñ¸KÆª¶µÃcÔcÂf¹,ÌÎËV¾\»?¹,»×¸KËVÌµ¶µ½ Ê ¿�É Ê ¶:»<»<¶\» Á ÍN¿�ÇVÇÈ¿dÑ'ËVÂªÉH¸KÆªËV»LÃcÔcÂf¹,ÌÎËÈ¾:»\Õ2Û�¸LËV»?¹ Ê ¹,ÂªÃª¿�Ì ½a¹_¸KÆ�¸KÆ Ê ¿�ÄªÉ�Æ

Ω Á ¸KÆf¹_¸5ËV» Á ¹Ð½ Ê ¿�¾\¶\»<» Á Ãª¶\ÓfÂª¶\ÃàÍ>¿ Ê t0 − T ≤ s ≤ t0
Á ¹,ÂªÃàÃf¶\»<¾ Ê ËÈÀU¶:Ã�ÀAÔ�¸KÆª¶ÏÍ>¹,ÌÎËÈÇÈÔ°¿�Í)½U¿�ËÈÂ$¸K»

{µ(s)}t0−T≤s≤t0
Õ

#�¶�¸
t
Ãf¶\Âª¿,¸K¶�¸KÆª¶ Ê ¹,ÂªÃª¿�Ì ¸KËVÌÎ¶HÀj¶�¸rÑG¶\¶:Â ¾:¿�ÇÈÇVËÈ»<ËV¿�Âª» Á Ñ'Æª¿�»<¶�ÇJ¹:Ñ ËÈ»ÐÃª¶\¸K¶ Ê ÌÎËVÂª¶\Ã À�Ô	¸KÆf¶

¾\¿�ÂªÃªËÈ¸KËV¿,Âa¹_Ç×½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËÈÇVËÈ¸rÔ w(x, k, t0; t)dt
¸KÆf¹_¸�¹	½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶ Á ¾:¶ Ê ¸Q¹,ËÈÂfÇ]Ôl¹_¸ x ¹_¸H¸KËÈÌÎ¶ t0

Ñ'Ë]¸KÆ
ÌÎ¿,ÌÎ¶:Â$¸KÄªÌ

k Á ¸ Ê ¹\Ò$¶:Ç/ÄªÂªÃf¶ Ê �5¶\Ñn¸K¿�Âjè »ÏÇJ¹:Ñ'» ¹°Í Ê ¶:¶Ð¸KËÈÌÎ¶ t ¹,ÂªÃ·¸KÆf¶ Ê ÌÐ¹,ÇÈËDC\¶"ËVÂ ¸KÆª¶"ËVÂ$¸K¶ Ê Ò�¹_Ç

(t0 + t, t0 + t+ dt)
Õ ) ËVÂª¾:¶?Ë]¸nÑ'ËVÇÈÇ2¸KÆª¶ Ê ÌÐ¹,ÇÈËDC\¶?¶�Ò$¶\ÂA¸KÄf¹,ÇÈÇÈÔ Á

∫ ∞

0

w(x, k, t0; t)dt = 1.
���déG�

Ö Æª¶5ËVÌ ½j¿ Ê ¸Q¹,Â$¸�»<ÌÐ¹,ÇÈÇY½a¹ Ê ¹,ÌÎ¶�¸K¶ Ê ËV»®¸KÆª¶¼ÌÎ¶d¹_ÂHÍ Ê ¶:¶'¸KËVÌÎ¶ Á ¹,ÇV»<¿ ¾:¹,ÇÈÇV¶\Ã"¸KÆª¶ Ê ¶:ÇV¹_Ýª¹_¸KËÈ¿�ÂÐ¸KËVÌÎ¶ Á t` �

t`(x, k, t0) :=

∫ ∞

0

t w(x, k, t0; t) dt.
�����G�

Ö ÆªËV»nËÈ»nËVÂ$Ò,¹ Ê ËJ¹,Â$¸'ÄªÂªÃª¶ Ê G Á ÄªÂfÇÈËÈº$¶×¸KÆª¶LÌÎ¶:¹,Â�Í Ê ¶\¶5½Y¹g¸KÆ Á Ñ'ÆªËV¾QÆ�ËÈ» Ê ¶:ÇV¹_¸K¶\ÃHÀAÔ ` = kt`/m
ÕfÙf¿ Ê

Í Ê ¶:¶?½a¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶\» Á Φ = 0 Á ¸KÆª¶\»<¶|ÑG¶ Ê ¶ÏÍ>¿�ÄªÂªÃàËÈÂ ? A�B7Õ Ö Æf¶�Ô°¹ Ê ¶ÏÂª¿,¸×¹��U¶:¾�¸K¶\Ã�À�Ô�¸KÆª¶|½U¿,¸K¶\Â$¸KËJ¹,Ç Á »<¿
ÑG¶LÄª»<¶L¸KÆf¶L»K¹,ÌÎ¶LÒ,¹,ÇÈÄf¶\»nÆª¶ Ê ¶,Õª´·¶|¹,ÇÈ»<¿ÐËÈÂ$¸ Ê ¿�ÃªÄf¾\¶\Ã

C(y, k, t)dt = Prob{ ¹µ½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶|¹g¸$� y, k �G¹_¸n¸KËÈÌÎ¶ t ¸KÆª¶ Ê ÌÐ¹_ÇVËDC\¶LËVÂ (t, t+ dt)}���	A(�

W (x, k, t0; t) = Prob{ ¹ ½a¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶?¹_¸ (x, k, t0)
»<Ä Ê ÒcËÈÒ$¶LÄc½�¸K¿µ¸KËÈÌÎ¶ t0 + t}.�����G�

� Äc¸
z(t) := (x(t),k(t)) := τt(z)

Á ¸KÆª¶"»<¿�ÇÈÄª¸KËÈ¿�Â ¸K¿@�5¶\Ñn¸K¿,Â2è »|¶�%AÄf¹_¸KËÈ¿�Âª»ÏÑ'Ë]¸KÆ ËVÂªËÈ¸KËV¹,Ç-½j¿,ËVÂ$¸

z := (x, k)
Õ Ö Æf¶\Â�ÑG¶LÆf¹:Ò$¶L¸KÆª¶ Ê ¶\ÇJ¹g¸KËV¿�Â

w(x, k, t0; t) = W (x, k, t0; t)C(z(t), t+ t0)
��� �(�

¹,ÂªÃ��SÄª»�¸¼¹,»'ËÈÂ ? A�BjÑG¶?É�¶�¸'Í Ê ¿�Ì ���:éG� Á

W (x, k, t0; t) = exp

{
−
∫ t

0

C(z(t1), t0 + t1) dt1

}
.

��'	
G�

�5»×ËVÂ ? A B Á ¶ %aÕ ��F �G� Á C ËV»×½ Ê ¿,½U¿ Ê ¸KËÈ¿�Âf¹,Ç�¸K¿å¸KÆª¶ Ãf¶\Âª»<ËÈ¸rÔ ρ Õ Ö ÆAÄª»LËVÍ ρ ËÈ»×ÀU¿�ÄªÂªÃª¶:ÃàÀU¶:ÇÈ¿dÑêÀAÔ�¹½U¿�»<Ë]¸KËÈÒ$¶ÐÂAÄªÌ|ÀU¶ Ê:Á ÑG¶ÐÉ�¶�¸Ï¹,Â·¶�Ý�½U¿�Âª¶\ÂA¸KËV¹,Ç-Ãª¶:¾ Ê ¶d¹_»<¶ÐÍN¿ Ê W Á ¸KÆf¶Ð»<Ä Ê ÒcË]Ò�¹_ÇC½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸rÔ Á ¹,ÇV¿,ÂfÉ¹,Â�¿ Ê ÀfËÈ¸:Õ
Ö Æª¶?ÍNÄfÂªÃf¹,ÌÎ¶\Â$¸Q¹,Ç1¶ %AÄf¹_¸KËV¿,Â�Ñ'ËÈÇVÇ Ê ¶:ÇV¹_¸K¶L¸KÆª¶×½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇVË]¸rÔ�ÃªËÈ»�¸ Ê ËÈÀfÄc¸KËV¿�Â µ(z, t0)

¹_¸¼¹,Â�¹ Ê ÀfËÈÅ
¸ Ê ¹ Ê Ô ½U¿�ËÈÂ$¸ z ËÈÂÎ½aÆf¹,»<¶'»�½a¹,¾\¶¼¹_¸-¸KÆª¶n¸KËÈÌÎ¶ t0

¸K¿|¹ H�¹_Ý�ÑG¶\ÇVÇfÃªËV»�¸ Ê Ë]ÀaÄc¸KËÈ¿�Â µ ¹_¸-¸KÆf¶n»K¹,ÌÎ¶n½U¿�ËVÂ$¸ ÁÑ'Ë]¸KÆ�»<ÌÐ¹,ÇÈÇ�¾\¿ Ê<Ê ¶\¾\¸KËÈ¿�ÂH¸K¶ Ê ÌÎ»\Õ�#�¶�¸ z(s) Ãª¶\Âf¿_¸K¶ �^Í>¿ Ê s > 0
�/¸KÆª¶L½j¿,ËVÂ$¸¼ËÈÂ�½fÆf¹,»<¶|»�½a¹,¾\¶|¿,Â�¸KÆª¶

Àa¹,¾Kº�Ñ�¹ Ê Ã �5¶�Ñn¸K¿�ÂªËJ¹,Â�¿ Ê ÀaË]¸L¿�Í/¸KÆª¶Ï½j¿,ËVÂ$¸ z ¹_¸L¸KËÈÌÎ¶ t0 − s
ÕjÙf¿ Ê ¶:¹,¾QÆ�»K¹,Ìµ½fÇV¶ ½Y¹g¸KÆ ω(·) Á ËVÂÑ'ÆªËV¾QÆ

z
ËV»×¿�¾\¾\Äª½fËÈ¶:Ã�¹_¸×¸KËÈÌÎ¶

t0
Á ¸KÆª¶ Ê ¶ ËÈ»?¹åÄªÂªË&%$Äf¶Ï¸KËÈÌÎ¶ t0 − t

¹g¸×Ñ'ÆªËV¾QÆ�¸KÆª¶ ÇV¹,»�¸×¸KÆf¶ Ê ÌÐ¹,Ç]Å
Ë�Cd¹_¸KËÈ¿�Â�¿A¾:¾\Ä Ê<Ê ¶:Ã Á ËVÂH¸KÆf¹_¸nÂª¿ÎÍNÄ Ê ¸KÆf¶ Ê ¸KÆf¶ Ê ÌÐ¹,ÇÈËDC:¹_¸KËV¿,Âf»�¸K¿A¿,º"½fÇJ¹_¾:¶L¿,ÂH¸KÆª¶L¿ Ê ÀfËÈ¸ {z(s)}0<s<t

Õ



ñ úÞì
R. F. STREATER

Û�¸nÍN¿�ÇVÇÈ¿dÑ'»G¸KÆa¹g¸�¸KÆª¶LÍ Ê ¶:¶¼¸KËVÌÎ¶×¿�Í2¸KÆª¶5½Y¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶5¸KÆª¶ Ê ÌÐ¹_ÇVËDC\¶\Ã�¹_¸ t0 − t
Ì|Äf»�¸'Æf¹:Ò�¶?¹ Í Ê ¶:¶¼¸KËVÌÎ¶ t′»K¹:Ô Á Ñ'ËÈ¸KÆ t′ > t

Õ
ÛrÂ�¸KÆª¶ÐÍ>¿�ÇÈÇV¿dÑ'ËÈÂªÉ Á æ�¶�Ò$¶:Â$¸:è2Ñ'ËVÇÈÇ-ÌÎ¶d¹_Â	¹,Â�¶\Ò$¶\Â$¸|ËVÂ�¸KÆª¶Ð»K¹,Ì ½aÇÈ¶"»�½a¹,¾\¶��>¸KÆª¶Î½a¹_¸KÆ·»�½a¹,¾\¶Ð¿�Í

Ω
�C¿�Í2¸KÆª¶¼½ Ê ¿�¾:¶\»<»G¾:¿,Âf»�¸ Ê Äª¾�¸K¶:Ãå¹_ÀU¿dÒ$¶×ËÈÂå¸KÆª¶¼¸KËÈÌÎ¶×ËÈÂA¸K¶ Ê Ò,¹,Ç (t0−T, t0)

Õ2#1¶\¸
E(s)

Ãª¶:Âª¿,¸K¶¼¸KÆª¶
¶�Ò$¶\ÂA¸ Á ¸KÆf¹_¸?¸KÆª¶ Ê ¶ÎËV»|¹�½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶"¹_¸ z(s) ¹g¸?¸KËVÌÎ¶ t0 − s

Õj´·¶Ð»<Æf¹,ÇÈÇ/¾:¿,Âf»<ËÈÃª¶ Ê ¸KÆf¶Î¾\¿�ÂªÃfË]¸KËV¿�Âf¹,Ç
½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËVÇÈËÈ¸KËÈ¶:»�¿�Íª¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËÈ¿�Âµ¹_ÂfÃ|Í Ê ¶:¶/ÌÎ¿,¸KËÈ¿�ÂÏ¹,ÇV¿�ÂªÉ'¸KÆª¶®¿ Ê ÀfË]¸ Á É�Ë]Ò$¶:Â E(0)

Õ\´·¶®»<Æf¹,ÇÈÇA¸KÆª¶\Â Ê ¶:¾\¿dÒ$¶ Ê
¹5Í>¿ Ê ÌÏÄªÇJ¹5Í>¿ Ê µ(z(0))

Äª»<ËVÂªÉ � ¹:Ô$¶\»\è »)¸KÆª¶\¿ Ê ¶\Ì�Õ�#1ËV¿,ÄªÒ�ËVÇVÇÈ¶�è »)¸KÆª¶\¿ Ê ¶\Ì Á ¸KÆf¹_¸ d3x d3k
ËÈ»CËÈÂAÒ,¹ Ê ËV¹,Â$¸

ÄªÂªÃª¶ Ê �5¶�Ñn¸K¿�Âjè »¼ÇV¹:Ñ'» Á ¶\Âf¹_ÀfÇV¶\»5Äª»¼¸K¿"Ãª¶:ÃªÄª¾\¶Ï¶�%$Äa¹g¸KËV¿�Âª» Ê ¶:ÇV¹_¸KËVÂªÉÐ¸KÆª¶ÏÃª¶\Âª»<ËÈ¸rÔ°¿�Í)½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËÈÇVËÈ¸rÔ
Í Ê ¿�Ì ¶ %AÄf¹_¸KËÈ¿�Âª» Ê ¶:ÇV¹_¸KËVÂªÉ|½ Ê ¿_ÀY¹gÀaËÈÇVË]¸KËV¶\»\ÕcÙf¿ Ê ¶�Ýª¹,Ìµ½fÇV¶'ÑG¶5»<Æf¹,ÇVÇaÑ Ê Ë]¸K¶ Pr{E(0)} = µ(x, k, t0) Á
Ê ¶\Í>¶ Ê<Ê ËVÂªÉµ¸K¿µ¸KÆª¶LÃª¶:Âª»<ËÈ¸KËÈ¶:»\Õ

#�¶�¸
F (t)

ÀU¶G¸KÆª¶G¶\Ò�¶:Â$¸ Á ¸KÆa¹g¸ E(0)
¿�¾\¾\Ä Ê<Ê ¶\Ã Á ¹_ÂfÃÏ¸KÆª¶�ÇJ¹,»�¸)¾:¿�ÇÈÇVËÈ»<ËV¿�Âµ¿�¾\¾:Ä Ê<Ê ¶\Ãµ¹_¸)¸KËÈÌÎ¶ t0−t½ Ê ¿�ÃªÄª¾:ËÈÂªÉÏ¹L½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶¼¹_¸-¸KÆª¶n½fÆf¹,»<¶n½U¿�ËVÂ$¸ z(t) Õ Ö Æª¶:Â F (t) ⊆ E(0) Á »<ËVÂª¾\¶n¸KÆf¶n¶\Ò�¶:Â$¸-½ Ê ¿�ÃªÄf¾\¶\Ã¶�Ýª¹,¾�¸KÇÈÔH¸KÆf¶ Ê ËÈÉ�Æ$¸×»�¸Q¹_¸K¶ Á z(t) Á Ñ'ÆªËV¾QÆ�¶�Ò$¿�Ç]Ò$¶\»¼¸K¿Ð¿�Ä Ê ½j¿,ËVÂ$¸ z(0) Á ¹_»5Ë]¸×ÄªÂªÃª¶ Ê É�¿A¶:»¼Âª¿åÍ>Ä Ê ¸KÆª¶ Ê¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËÈ¿�Âª»\Õ #1¶\¸

F (a, b)
Ãª¶\Âf¿_¸K¶|¸KÆª¶?¶\Ò$¶\Â$¸ Á ¸KÆf¹_¸'¸KÆf¶?ÇJ¹_»�¸×¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËÈ¿�Â°Ñ�¹,»¼¹_¸5»<¿�ÌÎ¶ s Á a ≤ s ≤ b

Õ
ÛrÍ

(a, b)∩ (c, d) = ∅ Á ¸KÆf¶\Â F (a, b)
¹,ÂªÃ

F (c, d)
¹ Ê ¶×ÃªËV» ��¿,ËVÂ$¸:Õ ) ¿ Á ¹_»<»<ÄfÌµËVÂªÉµ»<ÌÎ¿�¿,¸KÆªÂª¶:»<» Á F (t)Æf¹,»'¹ ½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËÈÇVËÈ¸rÔåÃf¶\Âª»<ËÈ¸rÔH¿,Â R+ Á »K¹:Ô f(t)

Õ #1¶\¸
G(t, t′)

ÀU¶×¸KÆª¶L¶\Ò�¶:Â$¸�¸KÆa¹g¸
z(t)

ËV»n¿�¾\¾:Äc½fËV¶\Ã
¹_¸×¸KËVÌÎ¶

t0 − t Á
¹_ÂfÃ�¸KÆf¹_¸L¸KÆª¶ ½Y¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶,è »LÍ Ê ¶\¶µ¸KËÈÌÎ¶µËV» t′ Õ;#1¶�¸ H(t1)

ÀU¶ ¸KÆf¶µ¶�Ò$¶\ÂA¸×¸KÆa¹g¸
F (s)¿�¾\¾\Ä Ê<Ê ¶\Ã�Í>¿ Ê »<¿,ÌÎ¶ s < t1

Õc´·¶?»<Æf¹,ÇÈÇ1Âª¶\¶:ÃH¸KÆª¶LÍ>¿ Ê ÌÏÄªÇV¹

Pr{F (t)}/Pr{H(t′)} = f(t)/

∫ t′

0

f(s)ds
��'2�	�

=
1

t′

(
1 +

f ′(0)

f(0)
(t− t′/2)

)
+O(t′),

Ñ'ÆªËV¾QÆ·ËÈ»?¸ Ê Äª¶ÐËÈÍ f ËÈ»|»<ÌÎ¿�¿_¸KÆ ¹_ÂfÃ f(0)
ËV»?Âf¿_¸�C:¶ Ê ¿ªÕ2´·¶Î»<¶:¶µ¸KÆf¹_¸ G(t, t′) ∩ H(t′) ⊆ E(0)

Õ
Ú ¶\Âª¾:¶L¾\¶ Ê ¸Q¹,ËVÂªÇÈÔ

G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′) ⊆ E(0).
Ú ¶\Âª¾:¶

Pr{G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′) ∩E(0)} = Pr{G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′)}.
Ö ÆAÄª»

Pr{G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′) | E(0)} := Pr{E(0)}−1 Pr{G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′) ∩E(0)}
= µ(z(0), t0)−1 Pr{G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′)}.

#1¶\¸
PrH′{.}

Ãª¶:Âª¿,¸K¶'¸KÆª¶5¾\¿�ÂªÃªËÈ¸KËV¿,Âa¹_ÇY½ Ê ¿,Àa¹_ÀfËÈÇVËÈ¸rÔÐ¿�Í2¹,Âå¶�Ò$¶:Â$¸ Á É�ËÈÒ$¶\Â H(t′)
Õ Ö Æª¶\ÂåÍ Ê ¿�Ì Ñ'Æa¹g¸

ÑG¶LÆf¹:Ò$¶ ��Äª»�¸'»<¶:¶\Â Á

PrH′{G(t, t′) ∩ F (t) | E(0)} := Pr{G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′) | E(0)}Pr{H(t′)}−1

= Pr{G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′)}µ−1 Pr{H(t′)}−1.
�5¿dÑ Á

∫ ∞

0

dt′
∫ t′

0

dtPrH′{F (t) ∩G(t, t′) | E(0)} = 1.

¹,»�¸KÆª¶?ÇV¹,»�¸'¾:¿,ÇVÇVËÈ»<ËV¿�Â�ÌÏÄª»�¸¼Æf¹:Ò�¶?Æa¹g½f½U¶\Âª¶:Ã�Í>¿ Ê »<¿�ÌÎ¶ t ¹_ÂfÃ�»<¿�Ìµ¶ t′ > t
Õ Ú ¶:Âª¾\¶

∫ ∞

0

dt′
∫ t′

0

dtPr{G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′)}µ−1 Pr{H(t′)}−1 = 1.



EULER FLUID
ñ údú

�5»
µ(z(0), t0)

Ãª¿�¶\»nÂª¿,¸'Ãª¶\½U¶\ÂfÃ�¿�Â
t
¿ Ê t′ Á ÑG¶LÉ�¶�¸

µ(z(0), t0) =

∫ ∞

0

dt′
∫ t′

0

dt
Pr{G(t, t′) ∩ F (t) ∩H(t′)}

Pr{H(t′)} .

´·¶5¾:¹,Âå¿�ÌÎË]¸
H
Í Ê ¿�Ì ¸KÆª¶5ÂAÄfÌµ¶ Ê ¹_¸K¿ Ê:Á ¹,» t < t′

ËÈ»G¶:ÂªÍ>¿ Ê ¾:¶\Ã"ÀAÔÐ¸KÆª¶ Ê ¶\É�ËV¿,Âå¿�Í2ËVÂ$¸K¶\É Ê ¹_¸KËV¿,Â2Õ ) ¿

µ =

∫ ∞

0

dt′
∫ t′

0

dt
Pr{G(t, t′) ∩ F (t)}

Pr{H(t′)}
��'('(�

=

∫ ∞

0

dt′
∫ t′

0

dt
Pr{G(t, t′)|F (t)}Pr{F (t)}

Pr{H(t′)} .

�5ÇÈ»<¿ Á ËVÍ t < t′ Á ¸KÆª¶:Â

Pr{G(t, t′) | F (t)} = Np(z(t), t0 − t)w(z(t), t0 − t; t′)
��'(F(�

�>Ñ'Æf¹_¸CÑG¶'Æf¹:Ò$¶�Àj¶\¶\ÂÐ¾:¹,ÇVÇÈËVÂªÉ|¹L¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËV¿,ÂÐËV»/¹×¸KÆª¶ Ê ÌÐ¹_ÇVËDC:¹_¸KËÈ¿�Â��QÕ$ÛrÂ"¹g½f½fÇ]ÔcËVÂªÉ ��'2�	� Á ÑG¶nÂf¿_¸K¶n¸KÆf¹_¸
¸KÆª¶å¾d¹,»<¶

f(0) = 0
¾\¿ Ê<Ê ¶\»�½U¿�ÂªÃf»Ï¸K¿�Âª¿�¾:¿,ÇVÇVËÈ»<ËV¿�Âª» Á »<¿�ÑG¶HÌÎ¹:Ô�¹_»<»<ÄfÌµ¶H¸KÆf¹_¸ f(0) 6= 0

Õ)´·¶
¶�Ý�½a¹,ÂªÃ ��'(FG�®Äc½�¸K¿µÓ Ê »�¸'¿ Ê Ãª¶ Ê ËVÂ t Á ¹,» t ≤ t′ Á ¹,ÂªÃ t′ ≤ T = 20t` = O(t`)

�c¸KÆªËV»'É,ËÈÒ$¶\»

Pr{G(t, t′) | F (t)} = µ(z, t0)w(z, t0; t′)− t[∂iki/m+ ∂0 − (∂jΦ)
∂

∂kj
]µ(z, t0)w(z, t0; t′).

� Äc¸n¸KÆªËV» Á ¹,ÂªÃ�Äª»<¶ ��'2��� Á ËVÂ ��'('(�/¸K¿ÎÉ,¶\¸

µ(z, t0) =

∫ ∞

0

dt′
[
µ(z, t0)w(z, t0, t

′)
��'�I �

− t′/2

(
ki∂i
m

+ ∂0 − (∂jΦ)
∂

∂kj

)
µ(z, t0)w(z, t0; t′)

]
.

Ö Æª¶5ÄªÂcºcÂª¿dÑ'Â"¸K¶ Ê Ì ËVÂ$Ò$¿�Ç]ÒcËVÂªÉ f ′/f Ãf¿A¶:»®Âf¿_¸�¹_½ª½j¶:¹ Ê:Á ÀU¶:¾:¹,Äª»<¶
∫ t′

0
(t− t′/2)dt

Ò�¹,ÂªËÈ»<Æf¶\» Á ¹,ÂªÃ
∫ t′

0
(t − t′/2)t dt

ËV»µ¿,Í¼»<¶\¾\¿�ÂªÃ�¿ Ê Ãª¶ Ê ËVÂ t′ Á ¹,ÂªÃ »<¿�¾d¹_Â	ÀU¶HÂf¶\É�ÇÈ¶:¾�¸K¶:ÃjÕ�´ ¶H¾:¹,Â�Âª¿dÑ Ãª¿�¸KÆf¶ËÈÂA¸K¶\É Ê ¹,Ç2¿dÒ�¶ Ê t′ Á Äª»<ËÈÂfÉ@���déG� Á ¹,ÂªÃ ��� �G�QÕ Ö ÆªËÈ»'É�Ë]Ò$¶:»

µ = µ− 1

2

(
kj∂j
m

+ ∂0 − (∂jΦ)
∂

∂kj

)
(µ t`)

��'�é(�

Ö ÆªËV»/¶ %AÄf¹_¸KËV¿�ÂµÑ�¹,»/Ãª¶ Ê Ë]Ò$¶:ÃÐËÈÂ@? A�BaÄª»<ËVÂªÉÏ¹,Âª¿,¸KÆª¶ Ê ÌÎ¶\¸KÆª¿�Ã��7¹gº�¹LÉ�Äª¶\»<»�ÑG¿ Ê º � Á ËVÂÎ¸KÆf¶n¾d¹_»<¶'Ñ'Æª¶\Â

Φ = 0
Õ

Û�¸1Ãf¿A¶:»1Âª¿,¸1»<¶\¶:Ì�Í Ê ÄªËÈ¸KÍNÄªÇ�¸K¿n»<¶\¶\ºL¹_¾:¾\Ä Ê ¹,¾\Ô×Äc½?¸K¿'¹,ÂªÃ?ËÈÂf¾\ÇVÄªÃªËVÂªÉ O(t2`)
Õ Ö ÆfËÈ»2ÑG¿�ÄªÇVÃ?ËVÂ$Ò$¿�Ç]Ò$¶

ËÈÂA¸ Ê ¿AÃfÄª¾\ËVÂªÉ�ÄªÂcºcÂª¿dÑ'Â�½Y¹ Ê ¹,ÌÎ¶�¸K¶ Ê » Á »<Äª¾QÆ·¹,» f ′/f �UÑG¿ Ê »<¶ Á ÑG¶ ÑG¿�ÄªÇVÃ�Æf¹:Ò$¶ ¸K¿åº$¶\¶�½�¸K¶ Ê ÌÎ»×¿�Í»<¶\¾:¿,ÂfÃ�¿ Ê Ãª¶ Ê ËÈÂH¸Q¹_º�ËVÂªÉ ¸KÆf¶×¾:¿�Â$¸KËÈÂ�ÄªÄªÌ ÇÈËVÌÎË]¸'¿�Í1¸KÆª¶LÇV¹_¸<¸KËV¾\¶	�c¸KÆfËÈ»nËÈÂ$¸ Ê ¿�ÃªÄf¾\¶\»nÃfË �UÄf»<ËÈ¿�ÂH¸K¶ Ê Ìµ»
ËÈÂA¸K¿Î¸KÆª¶?¶�%AÄf¹_¸KËÈ¿�Âª» Á Ñ'ÆªËV¾QÆ°¾:¿,ÌÎ¶?Í Ê ¿�Ì ¸KÆª¶?Û�¸K¿Ð¾:¿ Ê<Ê ¶\¾�¸KËV¿�Âª»n¸K¿Ð¾:¹,ÇÈ¾:ÄªÇVÄª»\Õ��ê»<ËÈÌÎËVÇV¹ Ê ¶�Ý�¸K¶:Âª»<ËÈ¿�Â
¿�Íj¸KÆª¶5ÑG¿ Ê º"¿�Í � Æa¹g½aÌÎ¹,Â�¹_ÂfÃ � ¿:Ñ'ÇVËVÂªÉ ? F	B Á Ñ'Æª¿ »�¸Q¹ Ê ¸®Ñ'ËÈ¸KÆ"¸KÆª¶ � ¿�ÇÈ¸ C\ÌÐ¹,ÂªÂå¶ %AÄf¹_¸KËÈ¿�Â Ê ¹g¸KÆf¶ Ê
¸KÆf¹,Â�¹åÌÐ¹,»�¸K¶ Ê ¶�%AÄf¹_¸KËÈ¿�Â Á ËV»×É�¶\Âª¶ Ê ¹_ÇVÇÈÔ�¹_É Ê ¶:¶\Ã�Âf¿_¸L¸K¿åÆf¹:Ò$¶ÏÀj¶\¶\Â�ÑG¿ Ê ¸KÆà¸KÆª¶µ¶ �U¿ Ê ¸:Õ � ¶\¶\½fËÈÂfÉ
¿�ÂªÇ]ÔH¸K¶ Ê ÌÎ»'¿,ÍwÓ Ê »�¸'¿ Ê Ãª¶ Ê ËVÂ t`

ÇÈ¶d¹,Ãª»n¸K¿µ¸KÆª¶?»<Ä Ê ½ Ê ËV»<ËVÂªÉ Ê ¶\»<ÄªÇÈ¸'¸KÆf¹_¸n¸KÆª¶?¶ %AÄf¹_¸KËV¿,Âf»n¿�ÍwÌÎ¿,¸KËÈ¿�Â
¹ Ê ¶×Ãª¶�¸K¶ Ê ÌÎËÈÂª¶:Ã Á ºcÂª¿dÑ'ËVÂªÉµ¿�ÂªÇÈÔÐ¸KÆa¹g¸ µ ËV»�ËVÂ 6 8 : Õ�´·¶LÃª¿ Âf¿_¸nÂª¶:¶\Ãå¸K¿Î¹,»<»<ÄªÌÎ¶ Á ¹,»�ËV»�Ãª¿�Âª¶LËÈÂ?��,B Á ¸KÆa¹g¸n¸KÆª¶LÌÎ¶:¹,Âª»n¿�Í1¸KÆª¶L»<ÇÈ¿dÑ�Ò�¹ Ê ËJ¹_ÀfÇV¶\»nËVÂH¸KÆª¶?¹_½ª½ Ê ¿dÝcËÈÌÐ¹_¸KËÈÂfÉ 6 8 : ÅE»�¸Q¹_¸K¶ µ ¹ Ê ¶×¸KÆf¶×»K¹,ÌÎ¶¹,»5¸KÆª¶ ¸ Ê Äª¶ ÌÎ¶:¹,Âª» Á ËVÂ�¸KÆª¶ »�¸Q¹_¸K¶ µ ÕjÛrÂªÃª¶:¶\Ã Á ¸KÆªËÈ»×¸KÄ Ê Âª»×¿�Äc¸LÂf¿_¸L¸K¿"ÀU¶ ¸KÆª¶ ¾:¹,»<¶ �Y¸KÆf¶ Ê ¶d¹_»<¿�ÂËÈ»L¸KÆf¹_¸

µ
ËV»L¾\¿�ÂªÃfË]¸KËV¿�Âª¶\Ã�ÀAÔà¸KÆª¶ÎÍ>¹,¾�¸L¸KÆf¹_¸|¹å¸KÆª¶ Ê ÌÐ¹_ÇVËV»K¹g¸KËV¿�Â�Æa¹_»?¿�¾\¾\Ä Ê<Ê ¶\Ã Á ¹_ÂfÃ�ËV»?Âª¿,¸ �SÄª»�¸

¸KÆª¶¼ÌÐ¹gÝcËVÌÏÄªÌ ¶\Â$¸ Ê ¿,½AÔÎ¶:»�¸KËÈÌÐ¹_¸K¶¼¿�Í µ Õ Ö Æª¶:Â µ(x, t0)
ËÈ»/¸KÆf¶'»<ÄªÌ ¿�Íj»<Äª¾QÆÐ¸K¶ Ê ÌÎ»/Í Ê ¿,Ì Ò,¹ Ê ËÈ¿�Äª»



ñ ú�ë
R. F. STREATER

Âª¶:¹ Ê ÀAÔ�½j¿,ËVÂ$¸K» (x− kt/m, t0 − t) ¹,ÂªÃ ÍN¿ Ê ¹�É�Ë]Ò$¶\Â k Á ¹,ÇVÇ-¸KÆª¶Ð¾\¿�Â$¸ Ê ËÈÀfÄc¸KËV¿�Âª» ¹ Ê ¶ÐÍ Ê ¿�Ì ¿�Âª¶
»<ËÈÃf¶Î¿�Í

x Á »<¿�¸KÆª¶ÎÌµ¶d¹,Âª»?»<Æª¿�ÄªÇVÃ�ÃfË �U¶ Ê ÄªÂfÇÈ¶:»<»L¸KÆª¶Î»�¸Q¹g¸K¶ÎËV»?¾\¿�Âª»�¸Q¹,Â$¸|ËVÂ�»�½Y¹_¾:¶Ð¹,ÂªÃ�¸KËVÌÎ¶,Õ2ÛrÂ¸KÆªËV»/½a¹_½U¶ Ê ÑG¶¼Âª¶:É�ÇÈ¶:¾�¸®¸KÆª¶5ÃªË �j¶ Ê ¶\Âf¾\¶'ÀU¶�¸rÑG¶:¶\Â µ ¹,ÂªÃ µ Á Ñ'ÆfËÈ¾ÞÆ"ËV»®¸KÆª¶¼¾:¹,Äª»<¶5¿�ÍjÃfËÈ»<»<ËÈ½a¹_¸KËÈ¿�ÂHËÈÂ¸KÆª¶.�×¹:ÒcËÈ¶ Ê Å ) ¸K¿,º$¶\»L¶ %AÄf¹_¸KËV¿,Âf»\ÕU´·¶Î¹ Ê<Ê ËÈÒ$¶Î¹_¸×¸KÆf¶.</ÄªÇÈ¶ Ê ¶ %AÄf¹_¸KËÈ¿�Âª» Á ¹,ÂªÃ�»<Æf¿:Ñ ¸KÆf¹_¸L¸KÆª¶�Ô�¹ Ê ¶
Í Ê ¶:¶L¿�ÍwÃªËÈ»<»<ËÈ½a¹_¸KËV¿,Â Á ¹,»'¶�Ý�½U¶:¾�¸K¶\Ã2Õ

�j¡�Ï±2³�� ���N³�¥?³ � �1©ª¨g«N¦���§,¡ Ö Æª¶ </ÄªÇV¶ Ê ¶�%AÄf¹_¸KËÈ¿�Âª»-Í>¿�ÇÈÇV¿dÑçÍ Ê ¿,Ì ¸KÆf¶'¹g½f½ Ê ¿dÝ�ËVÌÐ¹_¸KËÈ¿�ÂÐ¿�Í�C\¶ Ê ¿ th
¿ Ê Ãª¶ Ê:Á ËÈÂÎÑ'ÆªËV¾QÆÎ¸KÆf¶'ÃªË �U¶ Ê ¶:Âª¾\¶nÀU¶�¸rÑG¶:¶\Â µ ¹,ÂªÃ µ ËV»/Âª¶\É�ÇV¶\¾�¸K¶:ÃjÕGHà¶:¹,ÂÎÓf¶:ÇÈÃf»-Í>¿ Ê »�¸Q¹g¸K¶:»-ËVÂ 698;:¹ Ê ¶L¾\¿�Ìµ½fÄc¸Q¹_ÀfÇV¶?ËVÂH¸K¶ Ê ÌÎ»'¿,Í7�×¹,Äª»<»<ËJ¹_Â°ËÈÂA¸K¶\É Ê ¹,ÇÈ»\Õ
Ö Æª¶GÒ$¶\ÇV¿�¾\ËÈ¸rÔ|Óf¶:ÇÈÃµ¿�ÍY¹¼½Y¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶�ËÈ»)¸KÆf¶ Ê ¹,ÂªÃf¿,ÌêÓf¶:ÇÈÃ Υx := Px/m Á ¹,ÂªÃ ¸KÆª¶�ÌÎ¶:¹,Âµ¾\Ä Ê<Ê ¶\Â$¸¿�Íw¹ Ê ¹,ÂªÃª¿�Ì Ò,¹ Ê ËJ¹_ÀfÇÈ¶ χ Á ¾\¿�Âª»<¶ Ê Ò�¶:Ã�¿ Ê Âf¿_¸ Á ËV» Á ËÈÂ�¸KÆª¶?¾\¿�Â$¸KËVÂAÄªÄªÌ Á ÇV¿:ÑnÅEÃf¶\Âª»<ËÈ¸rÔHÇVËÈÌÎËÈ¸

Jχ =

∫
d3k µΥχ.

��'	�G�

�¼Ä Ê ¹,»<»<ÄªÌµ½ª¸KËV¿,Â°ËÈ»n¸KÆf¹_¸'¿�ÂH¸KÆª¶ Ê ÌÎ¹,ÇVË�Cd¹_¸KËÈ¿�ÂH¸KÆª¶ Ê ¶LËV»nÂf¿Î¾QÆa¹_ÂfÉ,¶?ËVÂH¸KÆª¶?ÌÎ¶:¹,Âª»'¿,Í Nx Á Px ¿ Ê
Ex
Õ ) ËÈÂª¾:¶?¸KÆª¶|»�½Y¹_¾:¶ÏËÈÂ$¸K¶:É Ê ¹_ÇV»¼¿�Í Nx

¹_ÂfÃ
Ex

¹ Ê ¶?¸K¿ÐÀU¶|¾:¿,Âf»<¶ Ê Ò$¶\Ã°ËVÂ�¸KËVÌÎ¶ Á ¸KÆª¶\Ë Ê ¶ %AÄf¹_¸KËÈ¿�Âª»
¿�Í�ÌÎ¿,¸KËÈ¿�Â°¹ Ê ¶L¿�Í�¸KÆª¶LÍ>¿ Ê Ì

ρ̇ + ∂jJ
j
ρ = 0

��'(A(�

Ė + ∂jJ
j
E

= 0.
��'	�G�

Hà¿�ÌÎ¶\Â$¸KÄªÌ ËV»5Âª¿,¸×¾\¿�Âª»<¶ Ê Ò�¶:Ã �YËVÂ�¹"»<ÌÎ¹,ÇVÇ1Ò$¿�ÇVÄªÌÎ¶ ¹_¸ x ¹Î½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶Ï¿�ÍCÌÎ¿�Ìµ¶:Â$¸KÄªÌ k
ËVÂ°¸KËÈÌÎ¶

dt
ËÈ»'¾QÆa¹_ÂfÉ,¶:Ã�¸K¿

k −∇Φ dt Á »<¿µ¸KÆf¶LÌÎ¿�Ìµ¶:Â$¸KÄªÌ ¿,ÀU¶\Ô�»

d$i

dt
+ ∂jJ

j
$i +

ρ

m
∂iΦ = 0.

��'	�G�

ÛrÂ ? A�BUÑG¶L»<Æª¿dÑG¶\ÃH¸KÆf¹_¸�ÑG¶L¾:¹,ÂH¶�Ò�¹_ÇVÄf¹_¸K¶5¸KÆª¶×¾\Ä Ê<Ê ¶\Â$¸K»���'	�G�/¿�Í1Æ$ÔcÃ Ê ¿�ÃcÔcÂf¹,ÌÎËV¾\»�¶\Ýª¹_¾\¸KÇ]Ô"ËVÍ µ ËÈ»ËÈÂ 698;:GÁ Ñ'Ë]¸KÆ"½a¹ Ê ¹,ÌÎ¶�¸K¶ Ê » ρ, ui,Θ »K¹\Ô$Õ � ÔÐ¸KÆª¶¼»K¹,ÌÎ¶×Ìµ¶\¸KÆª¿�Ã Á ��'GA(��Å0��' �(�C¾d¹_Â"ÀU¶¼Ñ Ê ËÈ¸<¸K¶\Âå¿,Äª¸ �
dρ

dt
+ ∂j (ρuj) = 0,

��F 
 �

d

dt
(ρui) + ∂j (ρuiuj) + ∂iP + ρ∂iφ = 0,

��FJ�	�

d

dt

{
ρ

(
3k

B

2m
Θ +

1

2
ujuj + φ

)}
+ ∂j

{
ρuj

(
3k

B

2m
Θ + P/ρ+

1

2
ujuj + φ

)}
= 0.

��F�'G�

Ú ¶ Ê ¶ Á φ = Φ/m
ÕG�5¿,¸K¶�¸KÆa¹g¸-¸KÆf¶�½ Ê ¶:»<»<Ä Ê ¶ P ¹_½ª½U¶d¹ Ê ËVÂªÉ|ËÈÂÎ¸KÆf¶\»<¶'¶�%$Äa¹g¸KËV¿�Âª»/ËÈ»-¸KÆf¹_¸/¿�Í2¹_ÂÐËVÃª¶d¹_ÇÉ$¹_» Á Âª¿,¸L¸KÆª¶ ¶�%AÄªËÈÇVËÈÀ Ê ËÈÄfÌ ½ Ê ¶\»<»<Ä Ê ¶µ¿�Í/¸KÆª¶ ÌÎ¿�Ãª¶:Ç �j¸KÆª¶Ï¸rÑG¿�ÃªË �U¶ Ê ÀAÔà¸K¶ Ê ÌÎ»L¿�Í/»<¶:¾\¿�ÂªÃ�¿ Ê Ãª¶ Ê

ËÈÂ�¸KÆª¶?Ãª¶:Âª»<Ë]¸rÔ$Õ Ö ÆªËÈ» Ê ¶�Øf¶:¾�¸K»n¸KÆf¹_¸n¸KÆª¶?Ãf¶ Ê ËÈÒ,¹_¸KËÈ¿�Â�¿�Í�¸KÆª¶?Í>ÄªÂªÃf¹,ÌÎ¶\ÂA¸Q¹_Ç1¶�%$Äa¹g¸KËV¿�Â�Ãª¶�½U¶:ÂªÃª»'¿�Â
¸KÆª¶?¹,»<»<ÄªÌµ½ª¸KËV¿�Â�¸KÆf¹_¸n¸KÆª¶?Ãª¶\Âf»<Ë]¸rÔHËV»n»<ÌÐ¹,ÇÈÇ7Õ

�1¡�� �Y¨d¥d¦Y²j£ ²w¥d¦2¤ ��¬,¨g«N¦��-¡µÙ Ê ¿�Ì Ò�¿�Â��5¶:ÄªÌÐ¹,ÂªÂjè »'ÍN¿ Ê ÌÏÄªÇJ¹ Á

S := −
∑

ω

µ(ω) log µ(ω)
��F(FG�

ÑG¶L¾:¿,Âf¾\ÇVÄªÃª¶L¸KÆf¹_¸

Ṡ = −
∑

ω

µ̇(ω) logµ(ω)−
∑

ω

µ̇(ω).
��F	IJ�



EULER FLUID
ñ ú ñ

Ö Æª¶µÇJ¹,»�¸L¸K¶ Ê Ì ËV» C\¶ Ê ¿ Á »<¿HÑG¶µÌÐ¹:Ô Ê ¶\É$¹ Ê Ã − log µ
¹,»?¹ Ê ¹,ÂªÃª¿�Ì Ò,¹ Ê ËJ¹_ÀfÇÈ¶ S Ñ'Æª¿�»<¶Ð¹:Ò$¶ Ê ¹,É�¶

Ê ¹_¸K¶µ¿�Í®¾ÞÆf¹,ÂªÉ�¶ÎËV»?É�ËÈÒ�¶:Â�ËVÂ�¸KÆª¶ ) ¾QÆ Ê�� ÃfËÈÂªÉ�¶ Ê ½fËÈ¾\¸KÄ Ê ¶µÀAÔ µ̇ · S Õ Ö Æf¶Î¾\Ä Ê<Ê ¶\Â$¸|¿,Í®¸KÆª¶Î¶\ÂA¸ Ê ¿_½�ÔÑG¿�ÄªÇÈÃ�¸KÆª¶:ÂHÀU¶ Á ½U¶ Ê »<Ë]¸K¶ Á

a3J j
S

(x) = S(ω)Υj = ξNΥj + βEΥj + ζiPiΥj + log Ξ Υj ,
��F�é(�

Ñ'Æª¶\Â
µ = Np

¹,ÂªÃ
p
ËÈ»'ËÈÂ 6 8 : Õ

´·¶?ÌÏÄª»�¸5¾\ÇJ¹ Ê ËVÍNÔ"¸KÆf¶?Ãª¶�ÓfÂfË]¸KËV¿�Â�¿�Í Υi(ω)
Ñ'Æª¶\Â

ω = ∅ Á ¹_» C\¶ Ê ¿ÐËÈ»'Âª¿,¸5¹µÉ�¿�¿AÃ�Ãª¶\ÓfÂªËÈ¸KËÈ¿�Â �¸KÆª¶µËÈÂªÍ>¿ Ê ÌÐ¹g¸KËV¿�Â�ËVÂ�¸KÆª¶ Ê ¶ÏÀU¶:ËÈÂfÉHÂª¿H½a¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶\»?¹_¸ x ËV»L¾:¹ Ê<Ê ËV¶\Ã�¹_ÇV¿�ÂªÉHÑ'ËÈ¸KÆà¸KÆª¶ÎÉ,¶:Âª¶ Ê ¹,ÇwØfÄªËVÃjÕ#1¶\¸'Äª»¼Ãª¶�ÓfÂf¶
Υi(∅) := ui

Ñ'Æª¶\Â�¸KÆª¶|»�¸Q¹_¸K¶
µ
Æa¹_»'Ò$¶\ÇV¿�¾\ËÈ¸rÔ

ui
ÕfÛrÂ�¸KÆf¹_¸'¾d¹,»<¶ Á ¸KÆª¶?ÌÎ¶:¹,Â�¿�Í Υi

ËÈÂ�¸KÆª¶?»�¸Q¹_¸K¶
µ
ËV»

µ(∅)ui +
∑

k

Np ·Υi = (1−N)ui +Nui = ui.

Ö Æª¶LÌÎ¶d¹_Â�Ãª¶:Âª»<ËÈ¸rÔH¿�Í1¸KÆf¶L¶\ÂA¸ Ê ¿_½�Ôå¾:Ä Ê<Ê ¶\ÂA¸ Á Jj
S

Á ËÈÂ�¸KÆª¶?»�¸Q¹_¸K¶ µ ¸KÆª¶:Â�Æf¹,»�¸KÆ Ê ¶\¶×¸K¶ Ê ÌÎ» �

ξa−3µ ·
(
NΥj

)
+ a−3 log Ξµ ·Υj =

ξ

m
Jjρ − log(1−N)uj ,

a−3ζiµ ·
(
PiΥj

)
= ζiJj$i ,

a−3βµ ·
(
EΥj

)
= βJj

E
.

´·¶×¶�Ý�½U¶\¾\¸®¸KÆa¹g¸�¶\ÂA¸ Ê ¿_½�ÔÐÑ'ËVÇÈÇYÀU¶×¾\¿�Âª»<¶ Ê Ò$¶\Ã Á ÀU¶\¾d¹_Äf»<¶5¿�Í � ¿�»<»K¹_º$¿:Ñ'»�ºcË7è »'¹ Ê É�ÄªÌÎ¶\ÂA¸ ? I�B � ËÈÂå¸KÆf¶¹_Àf»<¶\Âª¾:¶H¿�Í'¾\¿�ÇVÇÈËV»<ËÈ¿�Âª» Á ¸KÆª¶"½ Ê ¿��S¶:¾�¸KËV¿�Âª»µ¿�Â$¸K¿à¸KÆf¶HËÈÂªÍ>¿ Ê ÌÐ¹g¸KËV¿�Â�ÌÎ¹,ÂªËVÍ>¿,ÇVÃ�Ãf¿�Âª¿,¸Î¾ Ê ¶:¹_¸K¶�¹_ÂAÔ
¶\Â$¸ Ê ¿,½AÔHËÈÍ1¸KËVÌÎ¶×ËÈ»n¾:¿�Â$¸KËÈÂ�Äª¿�Äª»\Õ ) ¶\¶?¹,ÇÈ»<¿�?4'	B7Õª´�Ë]¸KÆª¿�Äc¸n¾:¿,ÇVÇVËÈ»<ËV¿�Âª» Á � ¿�ÇÈ¸ C\ÌÐ¹,ÂªÂjè »�¶ %AÄf¹_¸KËV¿�Â�¹,ÇV»<¿
É�Ë]Ò$¶\» C\¶ Ê ¿Ð¶\Â$¸ Ê ¿,½AÔH½ Ê ¿�ÃªÄª¾\¸KËÈ¿�Â Á ËVÍ�¸KÆª¶|¹,»<»<ÄªÌµ½ª¸KËV¿�Â°¿�Í 698;: ËV»'ÌÐ¹,Ãª¶,Õ ) ¿ÎÑG¶?¶�Ý�½U¶\¾\¸n¸KÆf¹_¸n¸KÆf¶
Ê ¹_¸K¶L¿�Í�¾ÞÆf¹,ÂªÉ�¶?¿�Í�¶:Â$¸ Ê ¿,½AÔHËÈ»nÀa¹,ÇV¹,Âª¾:¶\Ã�ÀAÔå¸KÆª¶?¿,Äª¸<Øf¿dÑ�¸KÆª¿�ÄªÉ�ÆH¸KÆf¶×ÀU¿�ÄªÂªÃa¹ Ê Ô �

ṡ+ ∂j

(
ξ

m
Jjρ + ζiJj$i + βJj

E
− log(1−N)uj

)
= 0.

��F	�G�

Ñ'Æª¶ Ê ¶ s Ãª¶\Âª¿,¸K¶:»�¸KÆª¶?¶\Â$¸ Ê ¿,½AÔHÃª¶:Âª»<ËÈ¸rÔ�Õ��5ÂH¸KÆf¶L¿,¸KÆª¶ Ê Æa¹_ÂfÃ Á ÑG¶LÆa¹\Ò$¶

a3s = ξN + ζiΠi + βE + log Ξ,
É�Ë]ÒcËVÂªÉ

a3 ds

dt
= N∂tξ + Πi∂tζ

i + E∂tβ +
1

Ξ

(
∂Ξ

∂ξ
∂tξ +

∂Ξ

∂ζi
∂tζ

i +
∂Ξ

∂β
∂tβ

)
��FGA��

+ξ∂tN + ζi∂tΠi + β∂tE.
��F �(�

�5¿dÑ Á
1

Ξ

∂Ξ

∂ξ
= −N ¶�¸K¾�Õ

»<¿µ¸KÆª¶LÓ Ê »�¸'ÇVËÈÂª¶ ��FGA(�-Ò�¹,ÂªËÈ»<Æf¶\» Á ¸K¿µÇV¶:¹:Ò$¶

a3∂ts = ξ∂tN + ζi∂tΠi + β∂tE.
´·¶LÃfË]ÒcËVÃª¶×ÀAÔ

a3 ¸K¿µÉ�¶�¸n¸KÆª¶?Ãª¶\Âª»<ËÈ¸KËV¶\» ρ Á a−3E
¹,ÂªÃ

$i
Á ¹,ÂªÃ�¸KÆª¶ Ê ¶\ÇJ¹_¸KËÈ¿�Â

∫

Λ

∂ts d
3x =

∫

Λ

(
ξ

m
∂tρ+ ζi∂t$i + β∂tE/a

3

)
d3x
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= −
∫

Λ

(
ξ

m
∂jJ

j
ρ + ζi

(
∂jJ

j
$i + ρδij∂jφ

)
+ β∂jJ

j
E

)

=

∫

Λ

(ζiρfi + ∂jξJ
j
ρ + ∂jζ

iJj$i + ∂jβJ
j
E

)
��I 
G�

−
∮

∂Λ

(ξJnρ + ζiJn$i + βJn
E

)dσn
��I����

Ñ'Æª¶ Ê ¶ n Ãf¶\Âª¿,¸K¶\»'¸KÆª¶ÏÂª¿ Ê ÌÎ¹,Ç�ÃªË Ê ¶\¾\¸KËÈ¿�Â�¸K¿Ð¸KÆª¶?ÀU¿�ÄªÂfÃf¹ Ê Ô�Õ Ö Æª¶?¸K¶ Ê Ì ËVÂ ��I �	�GËVÂ$Ò$¿�Ç]ÒcËVÂªÉ
fi =

−∂iΦ/m Ê ¶�½ Ê ¶\»<¶\ÂA¸K»®¸KÆª¶×Í Ê ¶:¶�ÅE¶\Âf¶ Ê É,ÔÐ¾ÞÆf¹,ÂªÉ�¶×ÃªÄª¶5¸K¿Ï¸KÆª¶5ÑG¿ Ê º"Ãf¿,Âf¶¼ÀAÔÐ¸KÆf¶5¶\ÝA¸K¶ Ê Âf¹,ÇaÓf¶:ÇÈÃH¿�Â
¸KÆª¶ ½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶:»��YÑG¶µ»<Æf¹,ÇVÇw»<¶:¶Ï¸KÆa¹g¸L¸KÆªËÈ»LËÈ»×¾d¹,Âª¾\¶:ÇÈÇV¶\Ã�¿,Äª¸×ÀAÔ�¹,Âª¿,¸KÆª¶ Ê ¸K¶ Ê Ì Á »<Æª¿dÑ'ËVÂªÉH¸KÆf¹_¸×¸KÆªËÈ»
ÑG¿ Ê º�Ãª¿�Âª¶åËÈ» Âª¿,¸|¸KÆf¶ Ê ÌÐ¹,ÇÈËV»<¶\Ã·ÀAÔ·¸KÆª¶ÐÃªÔ�Âa¹_ÌÎËV¾\»\ÕwÛrÂ »�½fËÈ¸K¶å¿�Í®¸KÆf¶å¹_½ª½a¹ Ê ¶\Â$¸ �5Âª»K¹,É,¶ Ê Í>¿ Ê Ì
¿�Í$��I 
G� Á ÑG¶H¾:¹,ÂªÂf¿_¸µËVÃª¶:Â$¸KËÈÍNÔ ËÈ¸Î¹,»Ï¸KÆf¶H¶\Â$¸ Ê ¿,½AÔ ½ Ê ¿�ÃªÄª¾�¸KËV¿�Â ¹_ÂfÃ ��I��	�|¹,»Ï¸KÆf¶åØf¿dÑ ¸KÆ Ê ¿�ÄªÉ�Æ
¸KÆª¶ÎÀU¿�ÄªÂªÃa¹ Ê Ô Á ÀU¶:¾:¹,Äª»<¶Î¸KÆª¶Ð»<Ä Ê Í^¹,¾\¶Î¸K¶ Ê Ì ÃfË �U¶ Ê »|Í Ê ¿,ÌÜ¸KÆª¶Ð¶\ÂA¸ Ê ¿_½�Ô�¾\Ä Ê<Ê ¶\Â$¸ Á ¹,»|ËÈÂ ��F �(�¼À�Ô

− log(1 − N)uj
ÕwÛrÂfÃª¶\¶:Ã Á ËÈÍ�ÑG¶"½fÄª¸|¸KÆf¶ </ÄªÇV¶ Ê ¾\Ä Ê<Ê ¶:Â$¸K»ÏËVÂ ��I 
 �×ÑG¶åÃª¿àÂª¿,¸µÉ,¶\¸ C\¶ Ê ¿ Á ¶�Ò$¶\Â

Ñ'Æª¶\Â
Φ = 0

Õª´·¶?Ì|Äf»�¸'¸KÆª¶ Ê ¶:ÍN¿ Ê ¶?¹,ÃªÃ°¹,ÂªÃ�»<ÄcÀª¸ Ê ¹,¾\¸n¸KÆª¶LÌÎËV»<»<ËÈÂªÉÎ¸K¶ Ê Ì Á ¸K¿µÉ�¶�¸

∂ts =

∫

Λ

(ζiρfi + ∂jξJ
j
ρ + ∂jζ

iJj$i + ∂jβJ
j
E
− ∂j(a−3 log(1−N)uj))d

3x
��I '(�

−
∮

∂Λ

J i
S
dσi.

ÛrÍ|ÑG¶�Âª¿dÑ ½aÄc¸�ËVÂ�¸KÆª¶ </ÄªÇÈ¶ Ê ¾\Ä Ê<Ê ¶:Â$¸K» Á ��F 
 ��Å0��F('G� Á ÑG¶�»�¸KËÈÇVÇLÃª¿ Âf¿_¸�ÓfÂªÃ�¶\Ýª¹_¾\¸KÇ]Ô C\¶ Ê ¿�Í>¿ Ê
¸KÆª¶�¶\Â$¸ Ê ¿,½AÔç½ Ê ¿�ÃªÄf¾�¸KËV¿,Â Á ��IG'G�QÕGÛrÂªÃf¶\¶\Ã Á ¸KÆª¶�¶:Â$¸ Ê ¿,½AÔç½ Ê ¿�ÃªÄª¾�¸KËV¿�Â#ËVÂ$Ò$¿�Ç]Ò$¶:»å¸KÆª¶�ÇV¿�É�¹ Ê ËÈ¸KÆªÌ Á
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¹,¾�¸KÄf¹,Ç5¾\Ä Ê<Ê ¶\Â$¸K»H¿�ÍL½a¹ Ê ¸KËV¾\ÇV¶\»åØf¿dÑ'ËVÂªÉ�¿,Äª¸H¿�ÍL¸KÆª¶ Ê ¶\É�ËV¿,Â d3x

Õ®´�ÆªËVÇÈ¶à¸KÆªËV»HËÈ»�¹ Ê ¶d¹_»<¿�Âf¹_ÀfÇV¶
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¹,»ÎÂª¿�¾\¿�ÂcÓfÉ�Ä Ê ¹_¸KËV¿�Â ËVÂ�¸KÆf¶�»K¹,Ì ½aÇÈ¶�»�½a¹,¾\¶�¾d¹_Â Æa¹\Ò$¶�¸rÑG¿�½a¹ Ê ¸KËÈ¾:ÇÈ¶:»Ð¹_¸Î¸KÆª¶H»K¹,ÌÎ¶�»<Ë]¸K¶�Õ��¼Ä Ê
ÃcÔcÂf¹,ÌÎËÈ¾:»nÃªËVÃ�Âª¿,¸'Âª¶:¶\ÃH¸K¿Î»�½U¶\¾:ËÈÍNÔ"¸KÆª¶ Ê ÄªÇV¶?¹,»�¸K¿µÑ'Æf¹_¸�Ñ'ËVÇÈÇ2Æf¹_½ª½U¶:Â Á ¹_»$�^ËVÂå¸KÆª¶?ÇÈ¿dÑÃª¶:Âª»<ËÈ¸rÔ
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Û�¸1¸KÄ Ê Âª»�¿�Äc¸1¸KÆf¹_¸�ËVÍ�ÑG¶-ÌÎ¿AÃfËÈÍNÔ×¸KÆª¶C½ Ê ¶\»<»<Ä Ê ¶®ËÈÂ?¸KÆª¶7</ÄªÇV¶ Ê ¶ %AÄf¹_¸KËÈ¿�Âª» Á ¸K¿nÀU¶C¸KÆf¶-¶ %AÄªËVÇÈËÈÀ Ê ËVÄªÌ

½ Ê ¶\»<»<Ä Ê ¶®¿�Íª¸KÆª¶®É$¹,»1Ñ'ËÈ¸KÆÏÆf¹ Ê ÃÏ¾\¿ Ê ¶ Á ����
G� ÁgÊ ¹g¸KÆf¶ Ê ¸KÆf¹,Â?¸KÆa¹g¸)¿�Íc¸KÆª¶®ËVÃª¶:¹,Ç�É$¹,» Á ¸KÆf¶\Â|¸KÆª¶®¶\ÂA¸ Ê ¿_½�Ô
½ Ê ¿�ÃªÄª¾\¸KËÈ¿�Â�ËV»n¶\Ýª¹_¾\¸KÇ]Ô C\¶ Ê ¿ Á ËÈÂ�¾:¿,ÂfÍN¿ Ê ÌÎË]¸rÔåÑ'ËÈ¸KÆ � ¿�»<»K¹_º$¿dÑ'»�º�Ë7è »n¸KÆf¶\¿ Ê ¶\Ì �
���������������� 8 â��_ã°á�+cã����QãÞßQß01J�Kã
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�����.4�65�')#7. 
>ß/8dã��0�93
: � ����;35´·¶nÓ Ê »�¸ Ê ¶\¾d¹,ÇÈÇª¸KÆª¶ Ê ¶\ÇJ¹_¸KËÈ¿�ÂÎÀU¶\¸rÑG¶\¶\ÂÎ¸KÆª¶'¾:¹,Âª¿�ÂªËV¾:¹,ÇªÒ�¹ Ê ËJ¹_ÀfÇV¶\»®¹,ÂªÃÎ¸KÆª¶'Æ$ÔcÃ Ê ¿�ÃcÔcÂf¹,ÌµËV¾
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»<¿ÎÍ Ê ¿�Ì �!A(�/ÑG¶?É,¶\¸'ÍN¿ Ê ¸KÆª¶?¶\Â$¸ Ê ¿,½AÔå½ Ê ¿�ÃªÄf¾�¸KËV¿,Â ��I 'G� �
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+ (ρuiuj + δijP )

(
− ∂ju
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+ ρuj
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B
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Θ +
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m
+

1
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)−∂jΘ
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B

Θ2

+ a−3 ∂jN

1−N uj − a−3 log(1−N)∂ju
j

= 0.
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