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¢0�+Ë+�G¢0´j�G�¾�¾�¸¢0´ �A²^Í��H¢0�-�fË+�7�����V��Â^²^îR���7�G�¾�7¡)�qÀV�0�cÑ��)�°¢0´j�f¢R�7����H�·�)��¢0�H�0�qg¥V�V¡)¢0�H�+�V�R��À<�)�`�$¢0�q�+�
��Ë+�HÑ+�9��¡)�+µ¶µ�¥�¢`�f¢0�¸Ñ��

B0
ïí�f�7Ë+�G�V�`��¢0´V�)�"�¸¢�µ�¥V�6¢��<�

m
ïu¡9�+��Ñ��GÏ<² ; ��¢0´V���f¢0´j�G��´j���V�����2�H�jË��7�

�9��¢0�H�0��g¥V�V¡)¢0�H�+���7�d�V�GÑ��)�d�)�V�+¥VË+´
g���d�2¥V¡`´¶�R¡)�+�V¡9�H¥j�2�H�+� ��g��������¦�)��¢0�H�0��g¥V�V¡)¢0�H�+�
ϕ
¢0´V�)�0���)Ïl�7�6¢0�

�
B0
ïí�f�7Ë+�G�V�`�

Rϕ
�2¥V¡Q´Á¢0´j�f¢

ϕ
�fÀJ�G�`�f¢0�)�
���

Rφ
 ·�^¥�¢

Rφ
�H�
�V��¢

m
ïu¡)�+��Ñ��GÏó»547§cª+©�#$�86�½`²EÉí¢
�H�

��Ë����H���2¥��2ÀV�0�7�2�H�VË�¢0´^�$¢�¢0´V�G�0�A�H�����V�+�V¡)�+µ¶µ�¥�¢`�f¢0�¸Ñ��
B0
ïí���7Ë��)�V�`��+�Ä�¾´V�7¡`´¿���H�w�)��¢0�H�0�Rg¥V�V¡)¢0�H�+�V�

��À<�)�`�f¢0���j¥�¢[�¾´V�7¡`´��7���j�f¢
m
ïu¡)�+��Ñ��GÏÅ»��+È¡)�+¥��0�2�Ä�f�7�d¡9�+µ4µ�¥�¢`�f¢0�HÑ��4�2¥��^���7Ë��)�V�`���[µ�¥V�6¢[�<�

m
ï

¡9�+��Ñ��GÏ^½`ÇT�2¥V¡`´Ã���¬�GÏV��µ4Àj�H�¶�����´V�c���GÑ��G��j�H�2¡9�9Ñ��)�0�)�Nµ�¥V¡`´Á�7�f¢0�G��»547§cª+ª+�+¡36�½`²�Ù�´V�Ä�2¥V��×6�)¡)¢��
��À<�)�`�f¢0�H�VË¶?¥V�j¡G¢0�7���j�������R�f�7�2�4¢0´V�0��¥jË�´j�¸¦¿�V�7�2¡)¥V�2�2�9�¼�H� 4H§cª+©+Êf�76·���V� 47§cª+ðl§)¡36Z²
%<o��<o  �çHÜ`ßfÝ)æfâ����4ß7��ßfâwÜ��
	EÜ)çHß����fæÁÚ@��Ü`æfë0ÜQê�2¶§9ª+©��¶�����[��À^�f�2¢0�H¡9¥V�-�$�0�H¦¼�7µ4À<���2¢`����¢A¦��c�$�[�7�¼¢0´j�
µÄ�f¢0´V�9µ¶�f¢0�7¡9���q�7�Hg�N�+�� ²��w�)�-���G���VÇ�¢0´j�f¢¼¦+�c�f��´V�¬Àj¥��j�7�H�2´j�)�±¢0´j��Àj�0�e�+g�¼�+
�V�c� ¡9�7���2�2�7¡9���
ÆA�7�9���2�+� >?�q��´j���V�3>V�^�9�7���G���ÃÙ�´V�)���0�)µ »54H§cª+©��f�76u  47§cª+©��$�86�½
���V�Ó¢0´V�°³A�¸�0�2¡Q´V?�9�H� >��w�)�-���G���ÁÙ�´V�Gï
���0�9µ »547§cª+©��f� 6�½��������9�H������´j�H�¾�H�VÔj¥V�)�e¢0�7���T�<�l��� �Aßfâ<ß�ã ��èAç �eÜ �Gë0ßfÝÄ»547§cª�©��f�36�½`²
�������������� »íÆRï9��ïF�T½`²�� �

F
ågÝ[ß4çiågâ<Ü`ßfë �0Û�â<ãGä�åuæfâ<ß�çTæfâ"ß�ã`æfê /<ç7Ü��4Ûlâjå�äíß�ç �Aßfâ<ß�ã ��ß�ç �eÜ �Gë0ß AÝ`Û^ã ��ä���ß�ä
F (x) 6= 0

�Gæfë
x ∈ A−1,

»6§$½
ä���ÜGâ

F/F (e)
å?Ý[ê
ÛVçUä�å /<çUåZã`ß�ä�å � Ü 2

Ù�´V��¢0´j�)���0�)µ �����ÄÀV�0�cÑ��)�º�7�¨¢0´j�°¡)�+µ¶µ�¥�¢`�f¢0�¸Ñ��¼¡c�f�2�¼�H�j�V�GÀ<�9�V�V�9��¢0�¸¦� ����V�º�2¥��2ÀV�0�7�2�H�jË��H¦
¥j�2�H�VË�¢0´j�R�0��µ¶�Aµ¶�G¢0´j�e�T e�e¦�ôV² ïu£E² �q��´j���V�����V����²j�w�)�-���G���¿»547§cª+©����76�½%���V���e¦�Õ�²0ÍÁ²QÆA�7�9���2�+�
»54iª 6�½`²·Ù�´V�Ä�V�+�V¡)�+µ¶µ�¥�¢`�f¢0�¸Ñ��Ä¡9���2�¶������2�)¢2¢0�H�9�¬�H�¬¢0´V�Ä�0��µ4�¶¦��c�$��e¦���²d�^�9�7���)�+�Ã»54H§cª+©��$�86g½`²
Âl�H�V¡9�"¢0´V�)��¢0´V�"�0�)�2¥V�H¢°´j�����<�9�)��Àj´��`���2�9���7� µÄ�f�e¦��V�¸òJ�G�0�)�e¢¿���9¦��) �Ë+�)�V�)�`���H�7�)�9���7� µÄ�f�e¦
�j�¸�0�9¡G¢0�7���j�) j���V���7��Ôj¥j�)�V¡9�)�¼�4�7�f�0Ë+��Ñ��+�H¥jµ4�q�+��0�9�2�9�f�0¡`´J²^Éí¢��������7µ¶µ¶�)�V�-�f¢0�)�H¦��j�f¢0�7¡)�9�¿¢0´j�f¢��H¢
¡c���¿�<�[�c���2�H�H¦¿Ë��9�V�G�`���7�H�9�)�¿¢0�¶µÄ�fÀj���<�)¢L���)�9��¡)�+µ¶µ�¥�¢`�f¢0�¸Ñ��������j��¡`´¼���7Ë��)�V�`�����
�������������� »íÆRï9��ïF�T½`²�� �

T
å?ÝAßçiå?â<Ü`ßfë¾êÄß1/ �`ë0æfê ß
ã0æfê�/<çHÜ �Ûlâjågäíß�ç �Aßfâ<ß�ã3�Äß�ç ��Ü��Që`ß A å?â^äíæ

ß�ã`æfê�/<çHÜ �¼Û�âjågäíß�ç�ã0æfê4ê4Û�äíß�ä�å � Ü�Ý)ÜQê4å?Ý`ågê /<ç7Ü �Aßfâ<ß�ã �Ãß�ç �eÜ �Gë0ß B Ý`Ûjã3�¬ä���ß�ä
σ(T (x)) ⊂ σ(x)�)æfë

x ∈ A, ä���ÜQâ T å?Ý�ê4Û�ç¸ä�å /<çiåuã`ß�ä�å � Ü 2
Ù�´V�¿���eÑ��H�+¥V�Ä���V�¨�Hµ4À<���2¢`����¢4ÀV�0���j�7�)µ �+¾´j�9� g�f�4¢0´V�7�
Ñ��G�0�2�7�+�Å�+�¢0´V�°Ù�´V�9�f�0�9µ ¡9��¥j�H�

�J��)Ïl¢0�)�V�V�9�°¢0����¢0´V�)�����HË+�)�V�`���A�H���6¢0�H�7�E�V��¢�¡)�+µ4Àj�H�)¢0�)�H¦°�2�G¢2¢0�7�)���7���6À^�¸¢0�
���µÄ����¦��Hµ4À<���2¢`����¢
�j�H�2¡9�9Ñ��)�0�H�9�) j�2�+µ4�q�+·¢0´V�)µ Ñ��G�2¦��0�9¡)�)�e¢9²
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�������������� »���²VÕA¥�À<�G¢0�H¢9  4i« 6�½`²�� �
T
ågÝ"ßÁÝ0Û�ë��)Ü`ã)ä�å � Ü"çiågâ<Ü`ßfë¼ê�ß1/ �`Ü)ä���Ü0ÜGâ�ã`æfê /<ç7Ü��ÁÛ�âjågäíß�ç

Ý)ÜGê
ågÝ`å?ê�/<çHÜ � æfâ	�ÜGÛlê�ßfâjâ¼ß�ç ��Ü��Gë0ßfÝ�Ý`Ûjã3�¶ä���ß�ä σ(T (x)) = σ(x)
�)æfëAß�ç?ç

x,
ä���ÜGâ

T
ågÝRß�
Væfë0Þ�ßfâ

ågÝ)æfêÄæfë / ��ågÝ`ê	2
Ù�´V���0�)�2¥j�¸¢È����H�7�È�H�ÄË+�)�V�)�`�f�V�¾�H¢0´V�+¥�¢%¢0´V�¾���2�2¥Vµ4ÀV¢0�7�+�¶¢0´j�f¢�¢0´j�¾���7Ë��)�V�`���È�f�0���2�9µ¶�H�2�7µ4Àj�H�R���

¢0´^�$¢
T
�H���2¥V�Z×F�9¡G¢0�HÑ+�+ÇV�H¢��7�¾�V��¢��l�j�9�¾�°�HE�¸¢¾´V�+�H�j��g���R�f�7�

C∗
ïí���HË+�G�j�`�f�)²^Õ±�0�9���V�)�¾µÄ�)¦¿¡9���j�2¥V�¸¢

�2¥V�2Ñ+�)¦��$�2¢0�7¡)�7�)�'4 #+6���� 4H§ #+6�g���¾µ4���0�q�H�Vg���0µÄ�$¢0�7�+�¼�f�j��g¥��2¢0´V�)���0�)g�G�0�9�V¡)�9���+��¢0´V�H���2¥V��×6�)¡)¢9²
Ù�´V��ÆA�7�9���2�+� >?�q��´j���V�3>V�^�9�7���G����Ù�´V�9���0�)µ ¡9���°���7�2�4�<�[Àj´��`���2�)�¼����g�+�H�7�c�¾�)²

����������������� ÜGä A �`Ü�ß4ã`æfê /<çHÜ �Ûlâjå�äíß�ç �Aßfâ<ß�ã3���`Ûlâ<ã)ä�åZæfâ¼ß�ç �eÜ��Që0ß¶æfâ°ß4ã0æfê�/jß�ã)ä�Ý)ÜGä
X
ßfâ<Þ

ç7ÜGä
M

�`Ü
ß¿ã`æcÞfå?ê�ÜGâVÝ`åuæfâ¬æfâ<ÜqÝ`Û �QÝ9/jß�ã`Ü
æ�� A 2�Ú ��ÜGâ
(∀f ∈M ∃x ∈ X f(x) = 0) ⇒ (∃x ∈ X ∀f ∈M f(x) = 0).

ÕA�Hµ¶�+�6¢d�Hµ¶µ¶�)�V�-�f¢0�)�H¦��?¢0�G�E¢0´V�ÈÀj¥��j�7�7¡9�f¢0�H�+���+V¢0´V�È���0�7Ë��7�j���eÀ^�fÀ<�G�d�e¦'��f´^�f�j�����V�Ä�^�9�7���G���
¢0´j��ìe¥V�)�6¢0�7�+�°�����R�`���H�2�9���7d¢0´V�
�f�2�2¥jµ
Àj¢0�H�+�"�f�<�cÑ��¢0´j�f¢

codimM = 1
�7�R�)�2�2�9��¢0�-�f�Z²<Éí¢A�7�A�V��¢

Ñ��)�2¦Ä�V�HÒÄ¡)¥V�H¢�¢0�
�2´j�9� ¢0´j�f¢�¢0´V�R¢0´j�)���0�)µ g���7�H��g����Ë+�9�V�G�`���<�2¥��j�6À^��¡9�)�q»54H§ #+6�½d�j¥V¢�¢0´V��ìe¥V�)�6¢0�7�+�
�¾´j�G¢0´V�)�

codimM < ∞ �7���2¥VÒ¶¡9�H�9��¢��7���6¢0�7�7�A�fÀJ�)����-¢0�)�¿µ4���0�¼¢0´^�f�ó¢0´��0�9�¼�V�9¡9���V�9�)²�Éí¢��7�
�2¥VÒ¶¡9�H�9��¢�g�f� A = C(X)

���V�Óg�f���2�+µ4�¼��¢0´V�G���f�7Ë+�G�V�`����»54H§9õ76g½4���V�Å���°�V�N�V��¢¶���V�c� ����¦
¡9�+µ
À^�H�)Ï �����j��¡`´¼�f�7Ë+�G�V�`�4¢0´j�f¢����+¥V�7�°����H�J¢0´j�f¢�ÀV�0��À<�G�2¢L¦�²

�%�)¢È���V��¢0´V�)�È�7�H�V�R��w�0�9�2�9�f�0¡`´Ä¡9���j¡)�G�0�j�H�VËË+�)�V�)�`���H�7�9�f¢0�7���j�%�+w¢0´V��ÆA�H�c���2��� >����´j���V� >V�w�)�-�f�)ï
���
Ù�´V�9�f�0�9µÌ���f���7�V�¸¢0�-�f¢0�)�Ä�l¦¶î²lÕR�0�)�V���7�"§cª���ðÄ»54 �76g½`²l³A�A���6���)���¾´V�)¢0´V�G��¢0´V�R�2�)¢ A−1 �7��»6§$½
¡c�����<�[�0�GÀj�-��¡)�9���e¦��4�2µÄ���H�7�G�R�2�G¢¾�H�H���

ϕ(A)
?���¾�2��µ¶�q�9��¢0�¸�0�[g¥V�V¡)¢0�H�+�

ϕ
»Z���°���j���¸¦��2�7���+�¢0´V�

���0�7Ë+�H�j����ÀV�0�l�+^�2´V�c�¾��¢0´^�$¢ A−1 ¡c���
�J���0�)Àj�-�f¡9�)�
�l¦ exp(A)
½`²fÕA?¢0�G�È�A�2�)�0�H�9���+^À^�f�2¢0�7�����0�)�2¥V�H¢0�

�l¦°î²<ÕR�0�)�V�4»54 ��6g½` �ÎR² �����V�c�"»54 Ê+6�½` <���V�"îq² ���)�0��¢0�)�9�����V�"Õ�²�Âe�l�-¢L¦��2�-�$�Ã»54i©+6g½` w¢0´V��¡9�+µ
À^�H�)¢0�
���V�6���)�������¾���V¢`���H�V�9�¿�0�)¡9�)��¢0�H¦ �
�������������� »54H§+§ 6�½`² � Ü)ä A �`Üß¶ã`æfê /<ç7Ü�� ��ßfâwß�ã3�¿ß�ç �eÜ �Gë0ß���ågä��¿ß
Ûlâjå�ä

e � çHÜ)ä ϕ �`Üß
âwæfâ<ã`æfâ)�
ÝQäíßfâ^ä�ÜQâ^ä�ågë0Ü �`Ûlâ<ãGä�åuæfâ � ßfâwÞç7ÜGä F �`Ü�ßçiågâ<Ü0ßfë �`Ûlâ<ãGä�åuæfâ<ß�çwæfâ A 2�� ��ä���Ü �0Û�âwã)ä�åuæfâ F ◦ϕ : A → CågÝ�â<æfâjÝ`Ûlë��9Ü0ã)ä�å � Ü�ä���ÜGâ F = 0

æfë
F/F (e)

ågÝ�ê4Û�çUä�å /<çiåuã`ß�ä�å � Ü 2
%<o��Jo���ågëQÝ)ã � �)ÜGç7Þ �
	EÜGç7ß�� ��æ�Ú@��Ü0æfë`ÜQê�2 ; �V���+^¢0´V��µ¶�+�6¢È�7µ
ÀJ�f�2¢`����¢È¡)�-���2�2�)�È�+ �����j��¡`´Ä���HË+�G�j�`�f�
�f�0��g¥V�V¡)¢0�H�+���f�7Ë+�G�V�`���) j���7�2�
�0�)g�G�2�0�9���f��¥V�j�Hg���0µ ���HË+�G�j�`�f�)²VÕ ?¥V�j¡G¢0�7�������7Ë+�G�V�`� A �7���
¡)�7�+�2�)�
�2¥V�^���HË+�G�j�`�4�+

C(X)
�9ìe¥V�HÀVÀ<�9�¿�¾�¸¢0´�¢0´V�[�2¥�À¼�V���0µ�² ; �eÑ��H�+¥V�2�H¦

‖f‖2 = ‖f2‖ g�f�
f ∈ A, »9#�½

���V�¿�e¦�¢0´j�ÆA�)�7g���V��î¾�)ÀV�0�)�2�9��¢`�f¢0�H�+�°Ù�´V�)���0�)µ �f�e¦�¡)�+µ¶µ�¥�¢`�f¢0�¸Ñ�� �����j��¡`´°���HË+�G�j�`��¢0´j�f¢��0�$¢2ï
�7�6¯j�9�[»9#�½��7���H�2�+µ¶�G¢2�0�7¡9���7�¸¦��7�2�+µ4���2Àj´j�H¡A�¾�H¢0´¿��?¥j�V¡G¢0�7�+�¿���HË+�)�V�`��²lÉL��¢0´V�����2�2¥Vµ4ÀV¢0�H�+�¿¢0´j�f¢ A �H�
¡9�+µ4µ�¥�¢`�f¢0�HÑ��[�2¥�À<�)�2Ôj¥V�+¥V���q³A�H�0�2¡`´Vg�)�7�¼���V�"�^�9�7���G���¶Ë��9Ñ+����°�fÒ¶�0µÄ�f¢0�¸Ñ�����V�6���G�
»547§9ª+©��f� 6�½`²
���������������� è�Ý`Ý`Ûlê�Ü

A
å?Ýß¿ã`æfê /<çHÜ � �Aßfâ<ß�ã3�°ß�ç �eÜ��Që0ß�Ý`Ûjã3�¿ä���ß�ä

‖f‖2 ≤ c‖f2‖ �)æfë
f ∈ A, »u«�½

�)æfë�Ý)æfê�Ü /jæfÝ`ågä�å � ÜÄã0æfâjÝQäíßfâ^ä c 2�Ú ��ÜGâ A ågÝ4ã`æfê4ê
ÛVäíß�ä�å � ÜÄßfâ<Þ¼ã0æfâjÝ)Ü��QÛ^ÜQâ^äZçià°å?Ý)æfê�æfë / ��åZã���ågä��
ß��0Û�â<ãGä�åuæfâNß�ç ��Ü��Gë0ß�2

Ù�´V�7���H���V��¢��+�V�H¦��[Ñ��)�2¦¶�)�7�)Ë�����¢��0�)�2¥j�¸¢��j¥V¢��f�7�2���+�V�¾�¾�H¢0´��e¥Vµ¶�)�0��¥j���fÀVÀj�7�H¡c�$¢0�7�+�V�) lË+�)�j�G�2ï
���7�H�c�f¢0�H�+�V�È���V�¶�6¢0�7�H�V�0�9�7�f¢0�)�¶�fÀJ�)�4ÀV�0���j�7�)µ¶�)² ¤ �f���GÏV��µ
À^�H���+�H�%¢0´V���0�)�2¥V�H¢%Ñ����H�7�¶?���%�0�9���8�����j��¡`´
���7Ë+�G�V�`����� ; �eÑ��H�+¥V�2�H¦Ã�j�f¢ ������´j�9Ñ��°�"Ñ+�)�2¦Ã�2�7µ4Àj�7��¡9�+¥V��¢0�G�0�)ÏV�fµ4Àj�7�� �¢0´V���V�+�V¡)�+µ¶µ�¥�¢`�f¢0�¸Ñ��



���
K. JAROSZ

���7Ë+�G�V�`� H �+�ìe¥j�f¢0�G�0�V�7�+�V�)²·³A�9���)Ñ��G�¢0´V�H���H��+�V�H¦¬´j���7��+�¢0´j���f�j�6���G�9Ç·�7����0�c�f� �����j��¡`´Ã���¸ï
Ë+�)�V�`���0�f¢0�7�6¯j�)�¿»u«�½R¢0´j�)�N�H¢�µ¥j�6¢�J���Á»gÀ<�+�2�2�¸�j�H¦¬�V�+�V¡9��µ¶µ�¥�¢`�f¢0�HÑ+�f½�g¥V�V¡G¢0�7�+�Á�f�7Ë+�G�V�`�� �¢0´j�f¢
�7�) w�¶�2¥V�^���HË+�G�j�`�¶�+

CH(X)
¡)�+�V�2�7�6¢0�H�VË��+d¡9���e¢0�H�e¥j��¥j� H ïZÑ+���H¥V�9�°g¥V�V¡)¢0�H�+�V�R�+�¼�Ä¡)�+µ4À^��¡G¢R�2�)¢
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