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Proj
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Flat
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SPECTRAL MAPPING FRAMEWORK
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«al«5¨eÚC°Q¾Q©[«�Æ�°(« �

(X, d)⊗̂Y «al°QËk¯*¾Q©^²�ª·°Q¨¬°QÆT°Q±
(X, d)

«5�°QË¬¯e¾Q©V¿

����������� 	�� �7�
Y ∈ BS

�
n ∈ N $&%
'!���7� ∧nY " � � � 1

n # � 0 ���#� ��� �4�&�835���*� �!$41����&%('�)+*�6, 0 ��%

∧nY ∈ Proj
$4����143 6-� ∧nY ∈ Flat

*.� 0 � %(��!&���
Y ∈ Proj

$4����143 6-�
Y ∈ Flat

*�6

����� ����6ÁÓYÙÛÌ OÎ,Ï ∧nY ∈ Proj
¿JÜÉ¼?² ¹5°F©

Y ∈ Flat
¿¬À�¼M®¬±[¼?Æ�°É©[ª·¯e© ∧nY ∈ Flat

Ï<²Y°Áµ¬A°ÉÈ.°V»³»³¯
Ð*¿�À�¯e½�°M¯*¨´°FË¬¯*¾F©�¾V¼T»�®�¹a°QË

(X, d) ∈ BS
¿¬ÓYÙ|«a¨·Â¬µ¬¾F©[«5¼T¨Ä¼*¨

n
Ï�¯*¨¬ÂÄµ¬A«a¨·¶�È.°Q»³»�¯´Ð*Ï¬²Y°n«a¨·ºq°Q±

©[ª�¯O©Ô©[ª¬°�¾V¼*»�®·¹5°FË
(X, d)⊗̂Y ⊗̂n ±[°V»³¯*«5¨¬1°FË¬¯*¾F©V¿JïÉ¨�©[ª¬°�¼*©[ª¬°F±1ª·¯*¨¬ÂHÏ ∧nY «51¯_¾V¼*»�®·¹5°Q»³°V¨�©[°QÂ

Aµ¬Ê·C®�¯*¾Q°n«5¨
Y ⊗̂n

¿�À(ª¬°Q±[°Qº3¼e±[°
(X, d)⊗̂ ∧n Y «5�¯*¹5A¼³°FË¬¯*¾F©V¿

à��qà���,�$&%
$/��0�1435$/��� " �4�����<3�� ���/��176nÓ"Ù_¯(Ó�¯*¨·¯*¾�ªnC®�¯*¾Q°lÊ�«a¾V¼*»�®·¹5°FËÉ²Y°Ô»³°V¯*¨M¯Y©A±[«a®·¹a°
(X, d′ , d′′)²�«a©[ª

X = {Xn,m : n,m ∈ Z} Ê�°V«a¨¬¶�©[ª¬°Ýµ¬¨·Â¬°F±[¹aÙk«a¨¬¶�Ó�¯*¨·¯*¾�ªåC®;¯e¾V°QQÏ
d′ = {dn,m′ ∈

B(Xn,m, Xn,m+1)} ©[ª¬°�¾Q¼T¹aµ·»�¨�Â¬« �H°F±[°Q¨<©[«5¯*¹5QÏf¯*¨¬Â d′′ = {dn,m′′ ∈ B(Xn,m, Xn+1,m)} ©[ª¬°±[¼?²åÂ¬«���°Q±[°Q¨�©[«m¯*¹aQÏ·Aµ·¾�ª´©[ª�¯O©�©[ª¬°_Â·«5¯*¶*±�¯*»

↑
· · · −→ Xn+1,m −→ · · ·

↑ dn,m′ ↑

· · · −→ Xn,m
dn,m′′
−→ Xn,m+1 −→ · · ·

↑ ↑¿¿¿ ¿¿¿
«5�¾V¼*»³»Åµk©�¯e©[«aÆT°TÏ�¯*¨¬ÂÛ¯*¹5¹.¾Q¼T¹aµ·»�¨·

(X•,m, d•,m′ )
¯*¨¬Â�¯e¹5¹H±[¼?²�

(Xn,•, dn,•′′ )
¯e±[°nÓ�¯e¨�¯e¾hªÄC®�¯*¾Q°

¾V¼T»�®�¹a°QËJ°VQÏ;²�ª¬°Q±[°
X•,m = {Xk,m} Ï Xn,• = {Xn,k} ¯*¨¬Â d•,m′ = {dk,m′ } Ï dn,•′′ = {dn,k′′ } ¿�§Wº²Y°(±[°FÆ�°F±[A°(©[ª¬°(ª¬¼*±[«aÃV¼T¨�©�¯*¹·¯*¨¬ÂÄÕØ¼*±FÖ.Æ�°F±A©[«5¾V¯*¹¬¯e±A±[¼V²�l²Y°(¼*Ê¬©�¯*«5¨�¼*©[ª¬°F±lÆ�°Q±[A«a¼T¨¬Ô¼Tº·Ê·«5¾Q¼T»�®·¹5°FËk°Q

¯*É²Y°Q¹5¹l¯e_¾�ª·¯*«5¨¸¯*¨¬Â�¾V¼J¾�ª·¯*«5¨�¾V¼T»�®�¹a°QËJ°VQ¿0/·¼*±_µ¬QÏH¼TºÔ«5¨�©[°F±[°VC©Á²�«a¹5¹�Ê�°Å©[ª·°,1WÂ¬¼TµkÊ·¹5°F×Ò¾Q¼J¾hª·¯*«a¨32
¯*¨¬Â41WÂ·¼*µ¬Ê·¹a°Q×Ò¾�ª·¯*«5¨32´Æ�°F±[A«5¼T¨¬³¼TºÉ¯�Ê·«5¾Q¼T»�®·¹5°FË�¿1À(ª¬«5³«5�¾?¯*µ¬A°QÂ%Ê<Ù�¼Tµk±�º3µk©[µk±[°Ä¯e®¬®·¹5«5¾V¯e©[«a¼T¨¬
Ì6ÞOÎl©[¼ÄC®�°V¾F©A±�¯*¹f©[ª¬°V¼e±AÙ�¿Hî °�¯*¹aA¼Û[¯VÙ�¾hª·¯*«a¨Õ3±[°VC®S¿aÏ�¾Q¼J¾�ª·¯*«5¨;ÖjÊ·«5¾Q¼T»�®·¹5°FË¸«a¨·C©[°V¯*ÂÝ¼*º51WÂ·¼*µ¬Ê·¹a°Q×
¾hª·¯*«a¨
2�Õ3±[°QC®S¿5Ï01WÂ¬¼TµkÊ·¹5°F×Ò¾V¼<¾hª·¯*«a¨
2CÖ�¿lïj¨·°Ç°V¯*A«5¹�Ù�¾hª¬°Q¾�½JM©[ª·¯e©

dn,m′ (ker(dn,m′′ )) ⊆ ker(dn+1,m
′′ )¯*¨¬Â

dn,m′ (im(dn,m−1
′′ )) ⊆ im(dn+1,m−1

′′ )
Ï¬©[ª¬°F±[°Vºq¼*±[°Á©[ª¬°:�<µ¬¼*©[«5°Q¨�©�¼*®�°Q±�¯e©[¼e±

Dn,m
′ : Hm(Xn,•, dn,•′′ )→ Hm(Xn+1,•, dn+1,•

′′ ), Dn,m
′ (x∼) = dn,m′ (x)∼

Ï
«5�²Y°Q¹5¹HÂ¬°Qð·¨¬°VÂH¿�6�¼*±[°Q¼?Æ�°F±VÏ·©[ª¬°_A°���µ·°Q¨¬¾V°

· · · −→ Hm(Xn,•, dn,•′′ )
Dn,m′−→ Hm(Xn+1,•, dn+1,•

′′ ) −→ · · ·



ÿ �Vý
A. DOSIEV

«5j¯³¾Q¼T»�®·¹a°QË|¾?¯e¹5¹5°QÂ´©[ª·°
m # � 0 !&����� � ��$ �	���&0 ��� � � � ��� �����<3�� ���Ä¼Tº�©[ª¬°_Ê·«5¾Q¼T»�®·¹5°FË�¿�ÓYÙ|¯*¨·¯*¹5¼T¶eÙ�Ï

¼T¨¬°nÂ¬°Fð�¨¬°Q�©[ª¬°
n
×,©[ªÄª¬¼*±[«aÃV¼*¨<©�¯e¹.¾Q¼Tª¬¼T»³¼*¹5¼T¶*Ù�¾V¼T»�®�¹a°QË

· · · −→ Hn(X•,m, d•,m′ )
Dn,m′′
−→ Hn(X•,m+1, d•,m+1

′ ) −→ · · ·
¼TºÔ©[ª¬°�Ê�«a¾V¼*»�®·¹5°FË�¿HîÝ°�[¯VÙÛ©[ª�¯O©M¯ÇÊ·«5¾Q¼T»�®·¹5°FË

(X, d′ , d′′)
«a_Ê�¼Tµ¬¨¬Â¬°VÂ�Ê�°Q¹5¼?² «5º1¼T¨¬°³¾V¯*¨�ð·¨¬Â

N ∈ Z Aµ¬¾�ªÝ©[ª·¯e©
Xn,m = {0} ²�ª¬°V¨¬°FÆ�°F± n < N

¼*±
m < N

¿fÀ(ª¬°�C®�¯*¾Q°
XN,N «aÅ¾V¯*¹5¹a°VÂ

©[ª·°2�"%5�"� �4$ �-1 3 $/���n¼Tº�©[ª¬°ÁÊ·«a¾V¼T»�®�¹a°QË;¿·§Wº
N = 0

©[ª¬°V¨�²Y°n[¯QÙ|©[ª·¯e©
(X, d′ , d′′)

«aj¯�¨¬¼T¨¬¨¬°V¶T¯e©[«aÆ�°
Ê�«a¾V¼*»�®·¹5°FË�²�«a©[ª|©[ª¬°n«a¨¬«a©[«m¯e¹.C®�¯*¾Q°

X0,0 ¿
È.°Q©

(X, d′ , d′′)
Ê�°³¯|Ó(¯*¨·¯*¾hª¸C®�¯*¾Q°�Ê·«5¾Q¼T»�®·¹a°QËÛÊH¼*µ·¨¬Â¬°QÂ¸Ê�°V¹a¼?²nÏ

Xn =
⊕

k+s=nX
k,s ∈

BS
¯MAµ¬»í¼*ºÔÕ3ÊH¼*µ·¨¬Â¬°QÂ�Ö^Â·«5¯*¶T¼T¨·¯*¹a"¼Tº�©[ª¬°�Ê�«a¾V¼*»�®·¹5°FË�¿¬ïÉ¨¬°jÂ¬°Fð·¨·°QY¯nÓ�¯*¨·¯*¾�ªÇC®�¯*¾Q°j¾Q¼T»�®·¹5°FË

· · · −→ Xn δn−→ Xn+1 −→ · · · ,
²�ª·°F±[°

δn(x) = dk,s′′ (x) + (−1)sdk,s′ (x)
²�ª·°Q¨¬°QÆT°Q±

x ∈ Xk,s Ï k + s = n
Ï
n ∈ Z ¿HÀ(ª¬°�¹m¯e©A©[°F±«5j¾?¯*¹a¹5°QÂ � 0 � � �#� $ �	�����<3�� ��� ���

(X, d′ , d′′)
¯*¨¬Â�«a©j«5jÂ·°Q¨¬¼*©[°QÂÄÊJÙ

Tot(X, d′ , d′′)
¿;§Wº

(X, d′ , d′′)«5�¯ÛÓ�¯*¨·¯*¾�ªèC®�¯*¾Q°ÇÊ·«5¾Q¼T»�®·¹a°QË ¯*¨¬Â
U
«5�¯*¨èµ¬¹�©A±�¯eð·¹a©[°F±Å©[ª¬°V¨

(XU, d′U, d′′U)
«5�¯ÄÊ·«a¾V¼T»�®�¹a°QË

¾?¯*¹a¹5°QÂ ¯*¨Ýµ¬¹a©A±�¯e®�¼?²Y°F±Å¼Tº
(X, d′ , d′′)

Ï.²�ª¬°F±[°
XU = {Xn,m

U } Ï d′U = {dn,m′U }
Ï
d′′U = {dn,m′′U }

¿
Ó(°?¯O±[«5¨¬¶�«a¨|»�«5¨¬Â�©[ª·¯e©Y©[ª·°Éµ¬¹�©A±�¯e®�¼?²Y°Q±(ºqµ·¨¬¾F©[¼*±Y®¬±[°VA°F±AÆ�°QY©[ª¬°jð�¨¬«�©[°ÉÂ·«�±[°V¾F©(Aµ¬»³nÕØ«5¨

BS
Ö�Ì � ÎÒÏ

²Y°n¾Q¼T¨¬¾V¹aµ¬Â·°Á©[ª·¯e©
ÕÒÑJ¿mÐOÖ

Tot((XU, d′U, d′′U)) = Tot(X, d′, d′′)U.

À(ª¬°Áº3¼T¹a¹5¼?²�«a¨¬¶³¹a°V»�»�¯*(¾?¯*¨�Ê�°É®¬±[¼?Æ�°QÂ|Ê<Ù�µ¬A«a¨·¶�©[ª·°É½k¨¬¼?²�¨|Â¬«5¯*¶T¼T¨·¯*¹H¾�ª·¯*A°_»³°F©[ª¬¼JÂ�ÕØA°V°
Ì �JÏ¬ìj®·®�°Q¨¬Â·«�ËÄÑOÎ,Ï�ÌaÐ��kÏ��"ªS¿;ÑJÏ
�<°V¾F©[«5¼T¨ÛÞJ¿ ß*ÎØÖ�¿

���������	��	�� �7�
(X, d′ , d′′) " � $ %(�&%5%(� � $#� �"!&� ��� � 0 $&�"% " � �����.3������ 1�� � 0 � 0 $#��$ � � � � 1 ����� 1 $&���

���/$/�7� $#��
 � 1 �
i− 1

� � � � 1��
Hi(X0,•, d0,•

′′ ) 6= {0} $&%(' � 0 � '&� �<������% � � $ �

D0,i
′ : Hi(X0,•, d0,•

′′ )→ Hi(X1,•, d1,•
′′ )

��� � 0 �
i # � 0:!#� ��� �4��$ � ���&0 ��� � ��� ��� �����.3������<�"1 � � �"!��4$ � � � 0 � ���

i ∈ N 6  0 � %
Hk(X•,m, d•,m′ ) 6= {0}�7�&�817��� �

k,m ≤ i 6

� �������� �
	 ì�¾hª·¯*«a¨´Æ�°F±[A«5¼T¨´¼Tº�©[ª¬°n¯*AA°Q±A©[«a¼T¨Ä¼Tº�È�°Q»³»�¯ �«a�©[ª¬°_º3¼*¹5¹5¼V²�«5¨¬¶¬¿·È�°F©
(X, d

′
, d
′′
)ÊH°Ç¯Ä¨¬¼T¨¬¨¬°Q¶�¯e©[«aÆT°Ç¾�ª�¯e«5¨ÝÊ·«5¾Q¼T»�®·¹5°FË�Aµ¬¾hªÝ©[ª·¯e©Å¯*¹5¹1«a©[n±[¼?²�Å¯e±[°�°QËk¯*¾Q©Å¯e©Mð¬±[C©

i − 1
©[°Q±[»³QÏ

Hi(X0,•, d
′′
0,•) 6= {0}

¯*¨¬ÂÛ©[ª¬°MÂ¬«���°F±[°V¨�©[«m¯e¹
D
′
0,i : Hi(X1,•, d

′′
1,•) → Hi(X0,•, d

′′
0,•)

¼Tº^©[ª¬°
i
×,©[ª

Æ�°Q±A©[«a¾?¯e¹Hª·¼*»³¼T¹5¼*¶*Ù´¾Q¼T»�®·¹a°QË|«a�©A±[«�Æk«m¯*¹Ø¿�À(ª¬°Q¨
Hk(X•,m, d

′
•,m) 6= {0} º3¼e±�A¼T»³° k,m ≤ i ¿

�����������0	�� �7�
(X, d′ , d′′) " �2$ %
�&%5%(� � $#� �"!#� $���� *�� 0 $&�"% " � �����.3������ 1��5��0 � 0 $#� � 0 ��
 � 1 �

n
!&��� #� �4��$ �	�&�:0 �&� �����&%5� $ ��$���� * 0 ��� � ��� ��� �����<3������/��1�$&��� ���/$/�7� 6� 0 ��%

Tot(X, d′ , d′′)
�"1����/$/�7�+$#��� 0 �


 � 1 �
n

� � � � 176

�H���H Vâ��^¦,êØ¦q �� ¢��|äVæfçk¥* ?¡?â ¤���£�çJ¡%äQ¢�é¸ç��W¤���¥* V¢;¡eä*��§W¨%©[ª¬«5�A°Q¾Q©[«a¼T¨%²Y°´«5¨�©A±[¼JÂ¬µ¬¾V° ���q¼JÂk×
½�¼?²�C½k«.C®�°V¾F©A±�¯�¼Tº^®�¯e±�¯*»³°F©A±[«5ÃQ°QÂÛÓ�¯*¨·¯*¾�ª�C®�¯*¾Q°Å¾Q¼T»�®·¹a°QËk°QÉ¯*¨¬ÂÄ®·±[¼VÆ�°M©[ª¬°V«�±ÉC©�¯eÊ·«5¹a«a©WÙ´µ·¨¬Â¬°F±
º3µ¬¨¬¾Q©[¼*±[�¾Q¼T¨¬A«5Â¬°F±[°VÂÄ¯eÊ�¼?Æ�°*¿

È.°Q©
Ω
Ê�°Ç¯Ä©[¼*®�¼T¹a¼T¶T«5¾V¯*¹1C®�¯*¾Q°|¯*¨¬Â ¹a°Q©

X = {Xn : n ∈ Z} ÊH°Ç¯Û¾Q¼T¹5¹a°V¾F©[«5¼*¨ ¼Tº(Ó�¯*¨·¯*¾�ªC®;¯e¾V°QQ¿1ìÉAAµ·»�°Û©[ª·¯e©�©[ª¬°Q±[°Ä°FËk«5C©[Ç¯�¾V¼*¹5¹5°Q¾F©[«5¼T¨�¼TºÁ¾Q¼T¨�©[«5¨<µ¬¼Tµ¬�»³¯e®·
d = {dn : n ∈ Z},



SPECTRAL MAPPING FRAMEWORK
ÿ ���

dn : Ω→ B(Xn+1, Xn)
Ï¬Aµ·¾�ª´©[ª�¯O©

(X, d(λ))
«aj¯�¾�ª·¯*«5¨´Ó�¯*¨·¯*¾�ªÄC®�¯*¾V°n¾Q¼T»�®·¹a°QË

· · · ←− Xn−1
dn−1(λ)←− Xn

dn(λ)←− Xn+1 ←− · · · ,
º3¼*±�°?¯*¾�ª

λ ∈ Ω
Ïj²�ª¬°F±[°

d(λ) = {dn(λ)} ¿ÁÀ(ª¬° ¾V¼T¹a¹5°Q¾Q©[«a¼T¨ ¼Tº�Ó�¯*¨·¯*¾�ª�C®�¯*¾Q°è¾V¼T»�®�¹a°QËJ°V
(X, d(λ)), λ ∈ Ω

Ï�«5Ô¾V¯*¹5¹a°VÂ³¯.3 $&��$�� �7� � ������'2� 0 $&�"% ,.$&%($/��0 1435$/���.�����.3������³¼*±.��0 $&�"%
Ω # ,.$&%($/��0

�����.3������è¯e¨·Â «�©�«5MÂ·°Q¨¬¼*©[°QÂÝÊJÙ
(X, d)

¿.§Wº
(X, d(λ))

«a�¯Û¾Q¼J¾�ª�¯e«5¨ ¾Q¼T»�®·¹5°FËÝºq¼*±�°V¯*¾hª
λ ∈ Ω

Ï
©[ª·°Q¨

(X, d)
«5l[¯*«5Â�©[¼ÁÊ�°�¯Á¾V¼<¾hª·¯*«a¨

Ω
×ÒÓ�¯*¨·¯*¾�ª³¾Q¼T»�®·¹5°FË�¿ 6�¼e±A®�ª¬«aA»³Ô¼Tº

Ω
×ÒÓ�¯*¨·¯*¾�ª³¾V¼*»�®·¹5°FËk°V

¯e±[°�Â·°Fð·¨¬°VÂ¸«5¨Ý¯|A°Q¹5ºm×Ò°QÆk«aÂ¬°V¨�©_²(¯VÙT¿��ÉA«a¨¬¶|©[ª¬°³º3µ¬¨¬¾F©[¼*±[ B(Y, ?)
Ï B(?, Y )

Ï
?⊗̂Y Ï.¯*¨¬Â ?U

ÏH²Y°
¾V¼Tµ¬¹aÂ�¯*AA¼J¾Q«m¯e©[°|¨·°F²

Ω
×ÒÓ�¯e¨�¯e¾hª%¾Q¼T»�®·¹5°FËk°Q�©[¼�©[ª¬°´¼*±[«a¶T«5¨·¯*¹

Ω
×ÒÓ�¯*¨·¯*¾�ª%¾V¼T»�®�¹a°QË

(X, d)
¿l§W¨

®;¯O±A©[«5¾Qµ·¹5¯e±VÏ
B((X, d),C) = (X∗, d∗) = {(X∗, d(λ)∗) : λ ∈ Ω}

«5�©[ª¬°_Â¬µ·¯*¹H®�¯e±�¯*»³°F©A±[«5ÃQ°QÂÄ¾Q¼T»�®·¹a°QË�¿
ì ®�¯e±�¯*»³°F©A±[«5ÃQ°VÂèÕØ¾V¼<ÖW¾hª·¯*«a¨�Ó�¯*¨·¯*¾�ª�C®�¯*¾Q°MÊ�«a¾V¼*»�®·¹5°FËÛ«5ÉÂ¬°Fð�¨¬°QÂ�¯*Á¯�¾V°F±A©�¯*«5¨ÄÊ·«a¾V¼T»�®�¹a°QË

(X, d
′
, d
′′
)
Aµ¬¾�ª_©[ª·¯e©�¯*¹a¹�«�©[H±[¼?²�

(Xn,•, d
′′
n,•)

¯e±[°
Ω
×ÒÓ�¯*¨·¯*¾�ªn¾Q¼T»�®·¹5°FËk°QQÏV¾V¼*¹5µ¬»³¨¬

(X•,m, d
′
•,m)¯e±[°

Λ
×ÒÓ(¯*¨·¯*¾hª�¾Q¼T»�®·¹5°FËk°QQÏ¬¯e¨·Â

(X, d
′
(λ), d

′′
(µ))

«5(¯MÓ�¯*¨·¯*¾�ª�C®;¯e¾V°jÊ·«5¾Q¼T»�®·¹a°QË�º3¼*±(¯*¹5¹
λ ∈ Ω¯*¨¬Â

µ ∈ Λ
¿·§W¨´©[ª¬«5�¾V¯*A°_²Y°n[¯QÙ|©[ª·¯e©

(X, d
′
, d
′′
)
«5�¯*¨

Ω× Λ # ,.$&%($/��0 " �4�����<3�� ���e¿
ÜÉ¼?²å¹a°Q©

(X, d)
ÊH°n¯ÄÕØ¾Q¼JÖW¾�ª�¯e«5¨|®�¯e±�¯*»³°F©A±[«5ÃQ°VÂ´Ó�¯e¨�¯e¾hªÄC®�¯*¾Q°n¾Q¼T»�®·¹5°FË�Ï

Σn(X, d) = {λ ∈ Ω : Hn(X, d(λ)) 6= {0}},
¯*¨¬Â

Σn(X, d) = {λ ∈ Ω : Hn(X, d(λ)) 6= {0}} «5º (X, d)
«aÇ¯�¾V¼J¾�ª·¯*«5¨%¾V¼*»�®·¹5°FË�Ï

n ∈ Z ¿/�µk±A©[ª¬°Q±VÏ¬¹5°F©
σδ,n(X, d) =

⋃

k≤n
Σk(X, d)

¯*¨¬Â|¹5°F©
σπ,n(X, d)

ÊH°É©[ª¬°ÁA°F©�¼TºS©[ª¬¼TA°
λ ∈ Ω

Aµ¬¾�ª|©[ª·¯e©
λ ∈ ⋃k≥n Σk(X, d)

¼*±(©[ª¬°Á«5»�¯e¶T°Á¼Tº
©[ª·°Á¼*®�°Q±�¯e©[¼e±

dn−1(λ)
«5�¨¬¼*©�¾V¹a¼TA°QÂS¿·ÓYÙ|¯*¨·¯*¹5¼T¶eÙ�Ïk²Y°nA°F©

σδ,n(X, d) =
⋃

k≥n
Σk(X, d)

¯*¨¬Â
σπ,n(X, d)

«5M©[ª¬°ÇA°F©�¼TºY©[ª¬¼TA°
λ ∈ Ω

Aµ¬¾hªÝ©[ª�¯O©
λ ∈ ⋃k≤n Σk(X, d)

¼*±M©[ª·°�«5»�¯e¶T°Ç¼Tº
©[ª·°�¼*®�°Q±�¯e©[¼e±

dn(λ)
«5"¨¬¼*©Y¾V¹a¼TA°QÂSÏ<²�ª¬°Q¨·°FÆ�°F±

(X, d)
«5Y¯M¾Q¼J¾hª·¯*«a¨Ç¾V¼T»�®�¹a°QË;¿�ïj¨¬°É°V¯*A«a¹aÙ�¾�ª¬°V¾[½k

©[ª�¯O©
σδ,n(X, d) = σδ,n(X, d)

¯*¨¬Â
σπ,n(X, d) = σπ,n(X, d)

Ï
n ∈ Z ¿

�.�����
	��
�����	��
	 À(ª¬°ÅA°F©A×,Æ*¯*¹5µ¬°QÂÛº3µ¬¨¬¾Q©[«a¼T¨¬
σδ,n

Ï
σπ,n

Õ3±[°VC®S¿aÏ
σδ,n

Ï
σπ,n

Ö�Ï
n ∈ Z Ï�Â¬°Fð�¨¬°QÂÛ¼T¨©[ª·°�¾V¹5¯*AY¼TºS¯*¹5¹�®�¯e±�¯*»�°Q©A±[«aÃV°QÂ�ÕØ¾V¼JÖW¾�ª·¯*«5¨�Ó�¯*¨·¯*¾�ª�C®�¯*¾Q°É¾Q¼T»�®·¹5°FËk°Q(¯e±[°j¾V¯*¹5¹a°VÂ�©[ª¬°�������'��&��� 1����

1435���7� ��$e¿·À(ª¬°nA°F©

σt(X, d) = σδ,∞(X, d) = σπ,−∞(X, d) =
⋃

n∈Z
Σn(X, d)

Õ3±[°VC®S¿5Ï
σt(X, d) = σπ,∞(X, d) = σδ,−∞(X, d) =

⋃
n∈Z Σn(X, d)

º3¼e±�©[ª¬°�¾V¼J¾�ª·¯*«5¨è¾Q¼T»�®·¹5°FË
(X, d)

Ö�«51¾V¯*¹5¹a°VÂ³©[ª¬° 
$ � ���&� 1435����� � �
� ¼*º
(X, d)

¿TîÝ°�A°F©
S = Sδ ∪Sπ

Õ3±[°VC®S¿aÏ
S = Sδ ∪Sπ Ö�Ï

²�ª·°F±[°
Sδ = {σδ,n : n ∈ Z} Ï Sπ = {σπ,n : n ∈ Z} Õ3±[°QC®S¿5Ï Sδ = {σδ,n : n ∈ Z} Ï

Sπ = {σπ,n : n ∈ Z} Ö�¿
§W¨�©[ª¬°�A°��<µ¬°Q¹,Ï

σ ∈ S
Â¬°V¨¬¼*©[°QÁ¼*¨·°�¼Tº����3¼JÂk½�¼?²�C½J«lC®�°Q¾Q©A±�¯Ç«5ºl©[ª¬°�¹m¯e©A©[°F±_«aÁ¨·¼e©nC®�°Q¾V«5¯*¹5¹�Ù

«5¨¬Â¬«5¾V¯e©[°VÂH¿;È�°F©
(X, d)

ÊH°Å¯*¨
Ω
×ÒÓ�¯*¨·¯*¾�ª�¾V¼T»�®�¹a°QË;¿��ÉA«5¨¬¶Ç©[ª¬° �<°��<µ¬°Q¨¬¾V°��l±[«5»³°��Ô±[«5¨¬¾Q«a®·¹5°*Ï;²Y°
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¼*Ê¬©�¯*«5¨ÝÕØº3¼e±�Â·°F©�¯*«a¹5QÏ·A°Q°�Ì5ÐVÑOÎØÖ1©[ª·¯e©
Õ4J¿mÐOÖ

σπ,n(X∗, d∗) = σδ,n(X, d)
Ï
σδ,n(X∗, d∗) = σπ,n(X, d)

¿
À�¼Á¾?¯e¹5¾Qµ·¹5¯e©[°�¯*¹a¹¬¼*©[ª¬°F±����3¼JÂk½�¼?²�C½J«¬C®�°V¾F©A±�¯É¼Tº�©[ª¬°(Â¬µ·¯*¹J®;¯O±�¯*»³°F©A±[«5ÃQ°VÂ�Ó�¯*¨·¯*¾�ª�C®�¯*¾V°(¾Q¼T»�®·¹5°FË
«a©fAµ���¾V°Q^©[¼Éµ¬A°"©[ª¬°Y¾Q¼T¨eÚCµ¬¶�¯e©[°"º3µ¬¨¬¾Q©[¼*±V¿ /�¼*±f«5¨¬C©�¯*¨¬¾V°*Ïe«aº

(X, d)
«al¯É¾�ª·¯*«5¨

Ω
×ÒÓ(¯*¨·¯*¾hª�¾Q¼T»�®·¹a°QË

©[ª·°Q¨
σδ,n(X∗, d∗) = σδ,n(X∗, d∗) = σδ,n(X

∗
, d
∗
) = σπ,n(X, d) = σπ,n(X, d).

ÓYÙ¯*¨·¯*¹5¼T¶eÙ�Ï"²Y°¸¾Q¼T¨¬¾V¹aµ¬Â·°�©[ª·¯e©
σπ,n(X∗, d∗) = σδ,n(X, d)

²�ª¬°V¨¬°FÆ�°F±
(X, d)

«5´¯è¾Q¼J¾hª·¯*«a¨
¾V¼T»�®�¹a°QË;¿JÀ(ª·°�º3¼T¹a¹5¼?²�«a¨·¶Å¯*AA°Q±A©[«a¼T¨�A¹a«5¶Tª�©[¹aÙ³°QËJ©[°Q¨¬Â¬1±[°Q¹5°FÆT¯e¨<©Ô±[°VAµ¬¹a©["ºq±[¼T»9Ì ÑOÎÒÏ;Ì OÎ�¯*¨¬Â�¾V¯*¨³ÊH°
®·±[¼VÆ�°VÂ´«5¨|©[ª¬°n[¯*»�°_²(¯VÙ�¿
��� ��  ��� �
	 � ���

(X, d) " � $ $���� *�� 0 $&�"%
Ω # ,.$&%($/��0 �����<3�� ��� $&%(' �����

Y ∈ BS
6

¯<Ö  0 ��%
σ(X, d) ⊆ σ(B(Y, (X, d)))

$&%('
σ(X, d) ⊆ σ((X, d)⊗̂Y )

�7�&� $ � �
σ ∈ S

6�� �&�����&!#� � �
� 0 ��17�:�"%(� � � 1�� �&%51 " ������� �2��� � $ � � � � ��1�� 0 � %(��!&���

Y ∈ Proj
$&%('

Y ∈ Flat
� ��� 1435���7� �;!#� � � 6

Ê�Ö
	 �
U

�"1 $&%!�
� � ��$ 
 ��� � ��� 0 ��%

σπ,n(XU, dU) =
⋃

k≥n
Σk(XU, dU)

�7�&��$ � �
σπ,n ∈ Sπ

6�� �&�����&!&��� �
σ(X, d) = σ(XU, dU)

�7�&��$ � �
σ ∈ S

6

�.��ÅãSç�äVælçJ¥* O¡?â;êné�â�æ�æf¦Ø��� æ^¡?¢;ælçJ¡V e¦qçJä*��§W¨Ý©[ª¬«aÅA°V¾F©[«5¼*¨Ý²Y°�®¬±[°VA°Q¨�©�¯Û¾Q¼J¾hª·¯*«a¨ÝÆT°Q±[A«a¼T¨
¼TºS©[ª¬°ÁC®�°Q¾Q©A±�¯*¹;»�¯e®¬®·«5¨¬¶�®·±[¼e®H°F±A©[«5°Q(ºq¼*±

π
×,©WÙJ®�° ���q¼JÂk½�¼?²�C½k«�C®�°V¾F©A±�¯|ÕØA°V°��Á°Qð·¨¬«a©[«a¼T¨¸ÐOÖ�¿�ïjµk±

¯e®¬®·±[¼T¯*¾hª¸C©A±[¼*¨·¶*¹aÙ�Â¬°Q®�°Q¨¬Â·Á¼T¨�©[ª¬°�µ·¹�©A±�¯e®�¼?²Y°F±nºqµ¬¨·¾F©[¼*±V¿�îÝ°�ª�¯QÆ�°�¨·¼e©[°VÂ¸¯eÊ�¼?Æ�°´ÕØA°V°´Õ4J¿mÐOÖAÖ
©[ª�¯O©

δ
×,©WÙ<®H° ���3¼JÂk½�¼?²�C½J«lC®H°Q¾F©A±�¯�¼Tº"¾�ª·¯*«5¨¸¾Q¼T»�®·¹a°QËk°QÁ±[°VÂ¬µ¬¾V°Å©[¼

π
×,©WÙJ®�°�C®�°V¾F©A±�¯�¼Tº1«a©[_Â¬µ·¯*¹

¾V¼T»�®�¹a°QË;¿fÀ(ª·¯e©Å²Y¼Tµ¬¹5Âè¯*¹5¹a¼?² µ¬Å©[¼Ûº3¼*±[»Åµ¬¹5¯e©[°Ç±[°Q¹5°FÆT¯*¨�©�¯eAA°Q±A©[«a¼T¨¬�ºq¼*±
δ
×,©WÙ<®H°ÇC®�°Q¾Q©A±�¯k¿�Ó(µk©

©[ª·°nµ¬¹�©A±�¯e®�¼?²Y°Q±�º3µ¬¨¬¾Q©[¼e±É¯*¨¬Â´©[ª·°nºqµ¬¨·¾F©[¼*±�¼Tº�©�¯e½k«5¨¬¶�©[ª¬°nÂ·µ·¯*¹SC®;¯e¾V°M¯e±[°n¨¬¼*©j¾Q¼T»�®�¯e©[«�Ê�¹a°ÇÕØA°V°
Ì � Î3Ö�Ï¬©[ª¬°Q±[°Qº3¼e±[°

δ
×,©WÙJ®�°nC®�°Q¾Q©A±�¯Å²�«5¹5¹S¯e®¬®�°?¯e±�«a¨Û¯e®¬®·¹5«a¾?¯e©[«a¼T¨¬MÌ ÞOÎÒ¿

È.°Q©
(X, d)

¯*¨¬Â
(Y, d)

Ê�°j¯n¨¬¼T¨¬¨·°Q¶�¯e©[«�Æ�°�¾V¼<¾hª·¯*«a¨�®�¯e±�¯*»³°F©A±[«5ÃQ°QÂ�Ó�¯*¨·¯*¾�ªÇC®�¯*¾Q°j¾V¼*»�®·¹5°FËk°V
Aµ·¾�ª%©[ª·¯e©�Ê�¼*©[ª�¾Q¼T»�®·¹5°FËk°Q�ª·¯VÆT°Ä©[ª¬°Ä[¯*»³°´ð·±[C©�©[°F±[»

X = X0 = Y 0 ¯*¨¬Â�¹5°F©
Ω
¯*¨¬Â

ΛÊH°É©[ª·°Q«a±�C®�¯*¾Q°V�¼Tº.®�¯e±�¯e»³°Q©[°F±[QÏk±[°QC®H°Q¾F©[«aÆ�°Q¹aÙT¿kîÝ°_[¯VÙÇ©[ª·¯e©�©[ª¬°QA°_¾Q¼T»�®·¹5°FËk°Q�¯e±[°
π
× 1 3 ���7� ��$ � � �

���&%5%(����� ��'|«5º�©[ª¬°Q±[°n°FËk«5C©[j¯�¨¬¼T¨¬¨·°Q¶�¯e©[«�Æ�°M¾Q¼J¾�ª·¯*«5¨
Ω× Λ

×ÒÓ�¯*¨·¯*¾�ªÄÊ·«5¾Q¼T»�®·¹a°QË
(Z, d′, d′′)

Aµ¬¾�ª
(Z0,•, d0,•

′′ ) = (X, d)
Ï
(Z•,0, d•,0′ ) = (Y, d)

¯*¨¬Â

σ(Zs,•, ds,•′′ ) ⊆ σ(X, d)
Ï
σ(Z•,m, d•,m′ ) ⊆ σ(Y, d)

º3¼*±´¯e¹5¹
σ ∈ Sπ Ï(¯*¨¬Â s,m ∈ N ¿(À(ªJµ¬ (Z, d′(λ), d′′(µ))

«5|¯ ¨¬¼T¨¬¨¬°V¶T¯e©[«aÆ�°�Ó�¯*¨·¯*¾�ªC®;¯e¾V°
Ê�«a¾V¼*»�®·¹5°FË ²�«a©[ª ©[ª·°�«5¨¬«a©[«5¯*¹MC®�¯*¾Q°

X
º3¼*±Û°V¯*¾hª

(λ, µ) ∈ Ω × Λ
¿jÀ(ª·°Q«a±Û©[¼e©�¯*¹n¾V¼*»�®·¹5°FËk°V

Tot(Z, d′(λ), d′′(µ))
Ï

(λ, µ) ∈ Ω × Λ
ÏHÂ¬°Qð·¨¬°³¯e¨

Ω × Λ
×ÒÓ�¯e¨�¯e¾hª¸¾Q¼T»�®·¹5°FË

Tot(Z, d′ , d′′) �
¹5°F©

σ(Z, d′ , d′′)
Â¬°V¨¬¼*©[°Á©[ª¬°2���q¼JÂk½�¼?²�C½k«SC®�°V¾F©A±[µ¬» ¼Tº.©[ª·°_¹m¯O©A©[°Q±�¾V¼*»�®·¹5°FË�¿

� ��� �� �
�����	��
	 � �7�
(X, d)

$&%('
(Y, d) " �:$

π # 1435���7� ��$ � � � ���&%=%(���7� ��' ������0 $&�;% �����.3������/� 1:$&%('
� ���

σ ∈ Sπ 6  0 � %

σ(Z, d′ , d′′) ⊆ σ(X, d)× σ(Y, d)
�7�&��$835$&��$�� ��� � ������'�,�$&%
$/��0�1435$/��� " � �����.3������

(Z, d′ , d′′)
���&%5%(���7� �"% � (X, d)

$&%('
(Y, d)

6



SPECTRAL MAPPING FRAMEWORK
ÿ �Oþ

����� ����6ÁÈ�°F©
U
Ê�°n¯e¨|µ·¹�©A±�¯eð·¹a©[°F±�¯*¨¬Â´¹5°F©

σ = σπ,n
¿��É¨¬Â¬¼TµkÊ¬©[°VÂ¬¹�Ù�ÏJ©[ª¬°Áµ¬¹a©A±�¯e®�¼?²Y°F±

(Z, d′ , d′′)UÕ
= (ZU, d′U, d′′U)

Ö�«5è¯ ®;¯O±�¯*»³°F©A±[«5ÃQ°VÂ Ó�¯*¨·¯*¾�ªíC®�¯*¾Q°�Ê�«a¾V¼*»�®·¹5°FË ¾Q¼T¨¬¨¬°V¾F©[«5¨¬¶ ¾Q¼T»�®·¹a°QËk°Q
(XU, dU)

¯*¨¬Â
(YU, dU)

¿�6�¼e±[°V¼?ÆT°Q±VÏ
(XU, dU)

¯*¨¬Â
(YU, dU)

¯e±[°
π
×ÒC®�°V¾F©A±�¯*¹a¹aÙÝ¾Q¼T¨¬¨¬°V¾F©[°QÂÝÊJÙ

»³°?¯e¨·Á¼Tº
(Z, d′ , d′′)U

Â¬µ¬°�©[¼ÄÀ(ª¬°Q¼*±[°V» ÐÄÕ3Ê�Ö�¿Hìj®·®�°V¯*¹5«a¨¬¶�©[¼ÝÕÒÑJ¿5ÐOÖj¯*¨¬ÂÝÀ(ª¬°V¼e±[°V» ÐÄÕ3Ê�Ö�ÏH²Y°
¯*¹5A¼³«5¨¬º3°F±�©[ª·¯e©

σ(Z, d′ , d′′) = σ(Tot(Z, d′ , d′′)) = σ(Tot(Z, d′ , d′′)U) = σ(Tot(ZU, d′U, d′′U))

= σ(ZU, d′U, d′′U)
¯*¨¬Â

σ(ZU, d′U, d′′U) =
⋃

k≤n
Σk(Tot(ZU, d′U, d′′U)).

ÜÉ¼?² ©�¯e½�°
(λ, µ) ∈ σ(Z, d′ , d′′)

¿H§Wº
λ /∈ σ(X, d)

©[ª¬°Q¨
λ /∈ ⋃k≤n Σk(XU, dU)

Ê<Ù¸À(ª¬°V¼*±[°Q» Ð
Õ3ÊHÖ�¿¬§ü©�ºq¼T¹5¹a¼?²��©[ª·¯e©

λ /∈ σ(Zm,•U , dm,•′′
U

) =
⋃

k≤n
Σk(Zm,•U , dm,•′′

U
)

º3¼*±�¯*¹a¹
m ∈ Z+

¿¬À(ª<µ·�¯*¹a¹�±[¼?²�(¼TºS©[ª¬°ÉÊ·«5¾Q¼T»�®·¹5°FË
(ZU, d′(λ)U, d′′(µ)U)

¯e±[°Á°FË¬¯*¾F©�¯e©Y©[ª·°jð¬±[C©
n
©[°Q±[»�QÏ�²�ª¬«5¾�ªè«a»�®·¹5«a°VM©[ª·¯e©

Tot(ZU, d′(λ)U, d′′(µ)U)
«a�°FË¬¯*¾F©�¯e©Åð¬±[C©

n
©[°F±[»³MÊ<Ù�Æk«�±A©[µ·°

¼Tº_È.°V»³»³¯ ß¬¿YÀ(ª¬°�¹m¯O©A©[°Q±�»³°V¯*¨¬Ç©[ª·¯e©
(λ, µ) /∈ ⋃k≤n Σk(Tot(ZU, d′U, d′′U))

Ï"¼*±
(λ, µ) /∈

σ(Z, d′ , d′′)
Ï�¯´¾Q¼T¨�©A±�¯*Â¬«5¾F©[«5¼T¨H¿�À(ª¬°�[¯*»³°Ç¯e±[¶Tµ¬»³°Q¨�©M²�«�©[ªÝ¾V¼*¹5µ¬»³¨¬M¼Tº"©[ª¬°�Ê�«a¾V¼*»�®·¹5°FË¸Ùk«a°V¹aÂ¬

µ ∈ σ(Y, d)
¿

� �������� � 	 ïÉ¨¬°Á¾V¯*¨|A«a»³«5¹5¯e±[¹aÙÇ®¬±[¼?Æ�°_¯Å¾�ª·¯*«5¨�Æ�°F±[A«5¼*¨´¼TºS©[ª¬°Á¯*AA°Q±A©[«a¼T¨|ºq±[¼*» �Ô±[¼*®�¼TA«�©[«5¼T¨¸Ðe¿
ÜÁ¯*»³°Q¹aÙTÏ·¹5°F©

(X, d)
¯*¨¬Â

(Y, d)
Ê�°

δ
×ÒC®�°V¾F©A±�¯*¹5¹�Ù|¾Q¼T¨¬¨·°Q¾F©[°VÂ´¾�ª�¯e«5¨Ä¾Q¼T»�®·¹5°FËk°QQ¿�À(ª¬°Q¨

σ(Z, d′ , d′′) ⊆ σ(X, d)× σ(Y, d)
º3¼*±j¯�®�¯e±�¯e»³°Q©A±[«aÃV°QÂ|Ê·«5¾Q¼T»�®·¹5°FË

(Z, d′ , d′′)
¾Q¼T¨¬¨¬°V¾F©[«5¨¬¶

(X, d)
¯*¨¬Â

(Y, d)
Ï
σ ∈ Sδ

¿
�.�����
	��
�����	�� 	 È�°F©

(X, d)
¯*¨¬Â

(Y, d)
ÊH°

π
× 1 3 ���7� ��$ � � � ���&%=%(���7� ��'Ý¾Q¼T»�®·¹5°FËk°Qn®�¯e±�¯*»³°F©A±[«5ÃQ°QÂ

¼T¨�¯�©[¼*®�¼T¹5¼*¶T«5¾V¯*¹.C®;¯e¾V°Q
Ω
¯*¨¬Â

Λ
Ï�±[°QC®�°V¾F©[«aÆT°V¹�Ù�Ï;¯e¨·ÂÛ¹a°Q©

(Z, d′ , d′′)
Ê�°Å¯*¨

Ω× Λ
×,Ê�«a¾V¼*»�®·¹5°FË

¾V¼T¨¬¨¬°Q¾Q©[«a¨·¶�©[ª¬°QA°_¾V¼*»�®·¹5°FËk°VQ¿¬ÓYÙ|¯�1435���7� ��$ ��� $�3/3
�;% � ²�«a©[ª�±[°VC®�°Q¾Q©(©[¼ (Z, d′ , d′′)
²Y°_»³°V¯*¨Ä¯

¾V¼T¨�©[«a¨Jµ¬¼Tµ¬�»�¯e®
f : Ω→ Λ

Aµ¬¾�ª´©[ª·¯e©
¯<ÖY¯e¹5¹HÆT°Q±A©[«a¾?¯*¹H¾V¼*ª·¼*»³¼T¹5¼*¶*Ù|¾Q¼T»�®·¹5°FËk°Q

0→ Hm(X, d(λ))→· · · → Hm(Zn,•, dn,•′′ (λ))
Dn,m′ (µ)
−→ Hm(Zn+1,•, dn+1,•

′′ (λ))→ · · ·
¼Tº�©[ª¬°ÁÊ�«a¾V¼*»�®·¹5°FË

(Z, d′(λ), d′′(µ))
¯O±[°n°FË¬¯*¾F©�²�ª¬°Q¨¬°QÆ�°F±

µ 6= f(λ) �Ê�Ö
D0,m
′ (f(λ)) = 0

²�ª·°Q¨¬°QÆT°Q±�©[ª¬°_¾V¼Tª¬¼T»�¼T¹5¼T¶eÙ|C®�¯*¾V°
Hm(X, d(λ))

«5��Á¯*µ¬AÂ¬¼*± �^¿
§Wº�¼T¨¬¹aÙ�Ê�Ö"«5�[¯e©[«5Cð·°QÂ´©[ª¬°V¨|²Y°n[¯VÙÇ©[ª�¯O©

f
«5j¯ 3
��� 1435���7� ��$ ��� $�3/3
�"% � ¿

ÜÉ¼*©[°Å©[ª·¯e©_¾V¼T¨¬Â¬«a©[«a¼T¨�¯<Ö�¼Tº �Á°Qð·¨¬«a©[«a¼T¨ÝÑ�»³°V¯*¨¬Á©[ª�¯O©M¯e¹5¹^©[°Q±[»³ ′Emn2 (λ, µ)
Ï
m,n ∈ Z+

Ï
¼Tº�©[ª¬°_ð¬±[C©jC®�°Q¾Q©A±�¯*¹HA°���µ·°Q¨¬¾V°M¯eAA¼J¾V«5¯e©[°QÂ´²�«�©[ª´©[ª¬°_Ê·«5¾Q¼T»�®·¹5°FË

(Z, d′(λ), d′′(µ))
ÕØA°Q°�Ì �JÏ �"ªS¿

Ð*Ï·ß¬¿��OÎØÖY¯O±[°_Æ*¯*¨¬«5Aª¬«5¨¬¶�²�ª¬°V¨¬°FÆ�°Q±
µ 6= f(λ)

¿
ÜÉ¼?²¹5°F©"µ·1®¬±[¼?ÆT°�©[ª¬°jº3¼*±A²(¯O±[Â|¯e¨·Â�Ê�¯*¾[½J²(¯e±[ÂÇC®�°V¾F©A±�¯*¹�»�¯O®·®·«a¨·¶n®·±[¼e®H°F±A©[«5°Q1¼TºHC®�°V¾F©A±�¯*¹5¹�Ù
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