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Au(x) =
( N∑

k=1

eϕkTαk

)
u(x) =

N∑

k=1

eϕk(x)u(αk(x)), u ∈ C(X),

 ¥��`��� ϕk ∈ C(X)
¡X���

αk : X → X
¡X���+£?�¯®t�\�2�\�?�?¢G���C°��e°���§v¡e � �����£?� ¦ 1 ≤ k ≤ N ªg±C=����  «M�e��§�°�¨²¡�?�³¢G¥��R¨��e£?¡X����¢G¥�§´�e«µ¢G¥��R�� )�\�\¢G�G¡X¨µ�G¡X����°��

r(A)
���+�e¶�¢h¡X�����`�·±�:l¥��R¨��?£?¡X����¢G¥�§,�?«

r(A)
���+���\¸I���`�¹¡X�7¡

���?��¨�������¡X�l«M°����\¢G���e�I¡X¨
λ
���` ��`��������£v�e�º¢G¥��7®?�`�\¢G�e�l�e«µ«M°����\¢G���?���

ϕ = (ϕk)Nk=1

±�A��� ����n®?�7¢G¥I¡o¢

ln(r(A)) = λ(ϕ) = max
ν∈Mes

{ N∑

k=1

∫

X

ϕkdνk − λ∗(ν)

}
,

 ¥��`��� Mes
���µ¢G¥��B���\¢»�e«�¡X¨�¨� ����e¶I¡X¶���¨���¢p¼@®?�`�\¢G�e�����?«I§]��¡X�G°����`�

ν = (νk)Nk=1

�e�
X×{1, . . . , N} ¡e��� λ∗���»�G�e§]�B�`�e�t®?�\½�¨��  �`�T¾L�G�`§]���`�e�t¢G���C°��e°��¿«Z°����g¢G���e�I¡e¨��e� (CN (X))?

±?Dp�]�X¢G¥��`�  �e����� λ∗ ���¿¢G¥��lÀ¬�`£e�`��������`�e�oÁ�°�£?¡o¢G�7¢G�
λ
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Â¬Ã¿ÄeÅ¬Æ?ÇeÈ¿ÉxÊ»ËCÆtÌ^ÈµÅlÃ³Í�ÎÐÏ\Ñ©Ò@Ó©Ô\Õ�ÖXÒo×g×+Õ�Ø�×gÕ�Ù�Ú)ÛMÎ©ÜjÚCÝtÔ\Û²Õ�Þ©×+ßàÝtÏ\Ñ©ÒXßÐÝtÏ\ÛMÖXÝCÙcÝCÎ©áàÓ·ÑIâ�×gÛMÖXÝCÙ¬Ó©Ô\ÕCã·ÙMÒoßÐ×
Õ�Î©Ò�ÖoÕ�ßÐÒo×5ÝCÖnÔ\Õ�×g×+ÛMÎ�Ú�Òo×hÏ\ÛMÜ�ÝtÏ\Û²Õ�Î©×7Õ�Ø¿×hÓµÒoÖoÏgÔ`ÝCÙ¬Ó©Ô\ÕCÓµÒnÔgÏ\ÛMÒo×+Õ�Ø¿ÕCÓµÒnÔ`ÝtÏ\ÕCÔ\×7ÝCÖoÏ\Û²Î©Ü2ÛMÎä×hÓ¬ÝCÖoÒo×

F (X)Õ�Ø�Ø^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î©×�Õ�Î-Ý³×gÒoÏ
X
ÝCÎ©á-Ñ·ÝXÚ)Û²Î·ÜàÝ³Ø^ÕCÔ\ß

Au(x) =
( N∑

k=1

akTαk

)
u(x) =

N∑

k=1

ak(x)u(αk(x)), u ∈ F (X),

å Ñ·ÒnÔ\Ò αk : X → X
ÝtÔ\Ò�Ü�Û�Ú�ÒoÎ´ßàÝtÓ©Ó·ÛMÎ©Ü�×�æ}á©ÒX×gÖnÔ\Û²ã·ÛMÎ©Ü�Ï\Ñ©Ò�á)â)Î·ÝCß³ÛMÖo×!Õ�ØÐÏ\Ñ©Ò�×hâ)×hÏ\Òoßäç`è

Tαku(x) = u(αk(x))
Ý?Ô\Ò³Ï\Ñ©ÒºÒoÚ�ÕCÙMÞ)Ï\ÛMÕ�Î!ÕtÓ�ÒnÔ`ÝtÏ\ÕCÔ\×]ÝCÎ©á

ak
ÝtÔ\Ò³ÖoÒoÔgÏ`ÝtÛMÎ!ØLÞ©Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î©×]×gÞ©Ö`Ñ!Ï\Ñ·ÝtÏ

Ï\Ñ·Ò¤ÕCÓµÒoÔ`ÝtÏ\ÕtÔ\×
(aku)(x) = ak(x)u(x)

á©ÒX×gÖnÔ\Û²ãµÒ]ÛMÎ)é·Þ©ÒXÎ©ÖoÒX×�Õ�ØxÝ³ß³ÒXá©ÛMÞ©ß�ê
ëXìeìeì UäVXJ^Y�Og[]VXJLK^_\H5íINI�^î`OG_\J+ï���VoHhHhK ð�_hVoJLK^QXFµñ�òó����§j¡X�T¼2ôtõX=Rö ì�÷ 9C�`�\�?���I¡X�T¼ºôeôe=RönøC±
ù¤Ogi]�óQXf�sXH@VXF)s���Ytf�VXH`O\HXñ��G ��`�\¢G�G¡X¨¬�G¡X����°��`ú�Àc�`£e�`�������5¢G�G¡X���G«M�e��§Ð±
:B¥��� I¡X ��`�û���B���º¸I�I¡X¨·«Z�e��§,¡X���Ð����®t�\���G���e�³�e«µ�¯¢  ��¨�¨©¶)�� �°�¶�¨����G¥��`�³�`¨����  ¥��\���e±
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� Ñ©Ò+×hÓµÒXÖnÏgÔ`ÝCÙ�Ó©Ô\ÕCÓµÒoÔgÏ\Û²ÒX×óÕ�Ø)Ï\Ñ©Ò+ÕCÓµÒoÔ`ÝtÏ\ÕtÔ\×
A
á©ÒoÓµÒoÎ©áºÕ�Î2ÝCÙMÙIÓ¬ÝtÔ`ÝtßÐÒoÏ\ÒnÔ\×��eÏ\Ñ©Ò+×hÓcÝtÖXÒo×

F (X)
è

Ï\Ñ·ÒRßàÝtÓ©Ó·ÛMÎ©Ü�×
αk
ÝtÎ·áàÏ\Ñ·ÒRÖoÕ�Ò��ÐÖXÛ²ÒXÎ�Ï\×

ak
ê
	RÎ©Ò�Õ�Ø�Ï\Ñ©ÒRßÐÕ�×hÏ7ÛMß³ÓµÕCÔgÏ`ÝCÎ�Ï7Ö�Ñ·ÝtÔ`ÝCÖnÏ\ÒnÔ\ÛM×hÏ\ÛMÖo×+Õ�Ø¿ÝCÎ

ÕCÓµÒoÔ`ÝtÏ\ÕtÔ�ÛM×5Ï\Ñ©Ò]×hÓµÒoÖoÏgÔ`ÝCÙµÔ`Ýtá·Û²Þ©×oê
� Ò¤Ô\ÒoÖXÝCÙMÙµÏ\Ñ·ÝtÏ5Ï\Ñ©Ò]×hÓµÒXÖnÏgÔ`ÝCÙµÔ`ÝCá©ÛMÞ©×�Õ�Ø�Ý2ã�ÕCÞ·Î©á©Òoá�ÕCÓµÒnÔ`ÝtÏ\ÕCÔ
A
Û²×
r(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A)} è å Ñ©ÒnÔ\Ò σ(A)

Û²×�Ï\Ñ©Ò]×hÓ�ÒoÖnÏgÔ\Þ·ß/Õ�Ø
A
ê

� Ñ©Ò�ÕCÓµÒnÔ`ÝtÏ\ÕCÔ\×
A
Ñ·ÝXÚ)Û²Î©ÜvÕ�Î©Ù²â³Õ�Î©Ò@×gÞ©ßÐßÐÝCÎ©á¹Õ�Î³Ï\Ñ©Ò5Ô\ÛMÜ�Ñ�ÏûÑ·ÝCÎ©áà×gÛMá©ÒRÝtÔ\Ò�ÖeÝtÙMÙMÒoá å ÒoÛMÜ�Ñ�Ï\Òoá

×gÑ·Û²Ø^Ï\×�ÕCÔ å ÒoÛMÜ�Ñ�Ï\Òoá�ÖoÕ�ß³ÓµÕ�×gÛ²Ï\Û²Õ�Î�ÕCÓµÒnÔ`ÝtÏ\ÕCÔ\×oê�»ÒoÏ X ãµÒ³ÝàÏ\ÕCÓµÕ�Ù²Õ�Ü�ÛMÖXÝCÙóÖXÕ�ßºÓcÝtÖoÏ¤×hÓcÝtÖXÒ å Û�Ï\Ñ!ÝßÐÒeÝt×gÞ©Ô\Ò
µ
è
F (X) = Lp(X,µ)

è
a ∈ C(X)

ÝtÎ·á
A
ãµÒvÝ å ÒoÛMÜCÑIÏ\Òoá-×gÑ©ÛMØZÏ@ÕCÓµÒoÔ`Ý?Ï\ÕCÔ

Au(x) = a(x)u(α(x)).

Í�Ø
α
ÛM×ûÛ²ÎIÚ�ÒoÔgÏ\Û�ã¬Ù²ÒRÝCÎ©á³Ï\Ñ©Ò�ßÐÒeÝt×gÞ©Ô\Ò

µ
ÛM×
α � Û²ÎIÚCÝtÔ\ÛMÝCÎ�ÏXè�Ï\Ñ©Ò�ØLÕ�Ù²ÙMÕ å Û²Î·ÜvØLÕCÔ\ßjÞ·ÙMÝ]Õ�Î³Ï\Ñ·Ò�Ù²Õ�Ü�ÝtÔ\Û�Ï\Ñ©ßÕ�ØóÏ\Ñ©Ò]×hÓ�ÒoÖnÏgÔ`ÝCÙµÔ`ÝCá©ÛMÞ©×@Ñ©Õ�ÙMá©×��

ln r(A) = max
ν∈Mesα

{∫

X

ln |a(x)|dν
}
,

å Ñ·ÒnÔ\Ò Mesα
Û²×jÏ\Ñ©Ò¹×gÒnÏºÕ�Ø�ÝCÙ²Ù

α � Û²ÎIÚCÝtÔ\ÛMÝCÎ�ÏºÓ©Ô\ÕCã¬Ýtã·ÛMÙ²Û²Ï�â�ßÐÒeÝt×gÞ©Ô\Òo×2Õ�Î X æ}×gÒoÒ�� �����}ç`ê»Í�Î Ï\Ñ·Ò
×gÛ²Ï\Þ·ÝtÏ\ÛMÕCÎ å Ñ©ÒXÎ�Ï\Ñ©Ò!ßÐÒXÝC×gÞ)Ô\Ò µ ÛM× α � ÛMÎ�ÚCÝtÔ\ÛZÝCÎ�Ï�ÝCÎ©á α ÛM×WÎ©ÕCÏ-Û²ÎIÚ�ÒoÔgÏ\Û�ã¬Ù²Ò�è��2ê���Î�Ï\Õ�Î©ÒnÚ)ÛMÖ`Ñ�è
� ê���Ý��)Ñ�Ï\Û²Î�ÝCÎ©á��2ê��óÒnãµÒXá©ÒnÚ�Û²Î�ÏgÔ\Õ�á©Þ·ÖoÒoá�ÝWÎ©Ò å á©â�Î¬ÝtßÐÛMÖXÝCÙxÛMÎ�Ú�Ý?Ô\ÛZÝCÎ�Ï τ(ν)

Õ�Ø+ÝCÎ!Û²Î�Ú�ÝtÔ\ÛMÝCÎ�Ï
ßÐÒeÝt×gÞ©Ô\Ò

ν
Ü�ÒoÎ©ÒoÔ`Ý?Ï\ÒXáWãIâWÏ\Ñ©Ò]ßàÝtÓ©Ó·ÛMÎ©Ü

α
ÝCÎ©á�Ó©Ô\ÕeÚ�Òoá�Ï\Ñ·ÝtÏ

ln r(A) = max
ν∈Mesα

{∫

X

ln |a(x)|dν − τ(ν)

p

}
,

æ��?ç
ÝCÙM×gÕ�Ï\Ñ©Òoâ!Ó©Ô\ÕeÚ�ÒXá Ï\Ñ¬Ý?Ï2Ï\Ñ©Òäá)â)Î·ÝCß³ÛMÖXÝCÙ+ÛMÎ�ÚCÝtÔ\ÛZÝCÎ�Ï

τ
ÛM×ºÝ�ÖoÕ�Î�Ú�Ò ��ÝtÎ·á%Ù²Õ å ÒnÔ � ×gÒXßÐÛ²ÖXÕCÎIÏ\Û²ÎIÞ·ÕCÞ·×ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�ÎàÕ�Î

Mesα
ê � Ñ·Û²×+Ø^ÕCÔ\ß2Þ©ÙZÝvØLÕCÔûÏ\Ñ©Ò@ØLÞ©Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î

ln r(A)
ÛM×lÏ\Ñ·Ò!�»ÒXÜCÒXÎ©á)Ô\Ò�ÏgÔ`ÝCÎ©×gØLÕCÔ\ß Õ�ØcÏ\Ñ©Ò

ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î
τ(ν)/p

æ}×gÒoÒ"� �����#�Lç`ê
ÍTÏ¤ØLÕ�Ù²ÙMÕ å ×¤Ï\Ñ·ÝtÏ¤Þ©Î·á©ÒnÔv×gÕ�ßÐÒÐÝC×g×gÞ©ß³Ó©Ï\Û²Õ�Î©× å ÒºÖeÝCÎ�ÕCã©Ï`ÝCÛ²Î�Ý¹Ú�ÒnÔgâ�×gÛMß³ÛMÙZÝ?ÔvØLÕCÔ\ßjÞ·ÙMÝäÏ\Õ�æ��?ç

Õ�Î-Ï\Ñ©ÒjÙMÕCÜ�ÝtÔ\Û²Ï\Ñ©ß Õ�Ø�Ï\Ñ©Òj×hÓµÒXÖnÏgÔ`ÝCÙ¿Ô`Ýtá·Û²Þ©×�Õ�Ø
A
è å Ñ·ÒoÎ�Û²Ï@ÓµÕ�×g×gÒo×g×gÒX×�Î©ÕCÏRÕ�Î©Ù²â-ÕCÎ·Òvã·Þ)ÏR×gÒoÚ�ÒnÔ`ÝCÙ

×gÞ·ß³ßàÝCÎ©á©×BÕ�Î2Ï\Ñ©Ò7Ô\Û²Ü�Ñ�ÏBÑ·ÝCÎ©á³×gÛ²á·ÒCê � ÕRÓ©Ô\ÕeÚ�Ò7Ï\Ñ©ÛM×�ØLÕCÔ\ß2Þ©ÙMÝ å Ò å Û²ÙMÙ)Î©ÒXÒoáº×gÕ�ßÐÒ7ØLÝCÖoÏ\×�Õ�Ø¬ÖoÕ�Î�Ú�Ò �
ÝCÎ·ÝCÙ²â)×gÛ²×oê�Í�Î2Ï\Ñ©Ò5Î©Ò ��ÏB×gÒoÖoÏ\Û²Õ�Î å Ò+Ô\ÒoÖeÝCÙ²Ù)×gÕ�ßÐÒ7ã¬ÝC×gÛ²Ö�á©Ò $·Î·Û�Ï\ÛMÕ�Î©×lÝCÎ©á2Ï\Ñ·ÒoÕCÔ\ÒoßÐ×xÖXÕ�Î©Î©ÒoÖoÏ\Òoá å Û²Ï\Ñ
Ï\Ñ·Ò%�óÒoÜ�ÒoÎ·á)Ô\Ò¤ÏgÔ`ÝCÎ©×gØLÕCÔ\ß æ}×gÒoÒ"� & � �}ç`ê

'µÃ)(ûÈ+*-,�Ç�.0/�,+1%ÌLË�ÈµÅcÆ?Ì}Å¿Ê»ÈµÊ#/ºË�ÈµÅ23,5476�Ê�Å»ËCÆtÌ^ÈµÅ8/CÃ-� Ò å Û²ÙMÙµÖXÕ�Î©×gÛ²á·ÒnÔ�Ø^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î©× å Û�Ï\ÑäÚCÝCÙ²Þ·Òo×
ÛMÎ

R̄ = [−∞,+∞]
æ}Ò ��Ï\ÒoÎ©á·Òoá!Ô\ÒXÝCÙ � Ú�ÝCÙ²Þ©ÒXá Ø^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ·×�ç`ê#�»ÒoÏ V

ãµÒ¹ÝWÔ\ÒeÝCÙBÙMÛ²Î·ÒXÝtÔ2×hÓ¬ÝCÖoÒ�ê � Ñ©Ò
ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î

f : V→ R̄
ÛM×�ÖeÝtÙMÙMÒoá:9<;�=
>�?<@]ÛMØóÏ\Ñ©Ò]ÛMÎ©ÒBAIÞ·ÝCÙMÛ�Ï�â

f(tu+ (1− t)v) ≤ tf(u) + (1− t)f(v)

Ñ·ÕCÙMá©×vØ^ÕCÔvÒnÚ�ÒnÔgâ
t ∈ [0, 1]

ÝCÎ©á ÝCÙ²Ù
u, v ∈ V

×gÞ©Ö`Ñ!Ï\Ñ·ÝtÏ]Ï\Ñ©ÒºÔ\ÛMÜ�Ñ�Ï � Ñ·ÝCÎ©á�×gÛMá©ÒÐÛ²× å ÒoÙMÙBá©Ò $¬Î©Òoá�ê� Ñ·Ò]ÖoÕ�Î�Ú�Ò��ä×gÒoÏ
D(f) = {v ∈ V : f(v) < +∞} ÛM×�ÖeÝtÙMÙMÒoá�Ï\Ñ©Ò]Ò�CµÒoÖoÏ\Û�Ú�Ò¤á·ÕCßàÝCÛMÎ-Õ�Ø f ê

�»ÒoÏ
V
ã�ÒCèRÛMÎ,Ýtá·á©Û�Ï\ÛMÕ�Î�è¤Ý Ï\ÕCÓµÕ�ÙMÕCÜ�ÛMÖXÝCÙj×hÓ¬ÝCÖXÒCê � Ñ©Ò%ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î

f : V → R̄
Û²×�Ù²Õ å ÒnÔ �×gÒXßÐÛ²ÖXÕCÎIÏ\Û²ÎIÞ·ÕCÞ·×�Õ�Î

V
ÛMØjÝCÎ©á Õ�Î©Ù²âÛ²ØvÏ\Ñ·Ò�ÙMÒnÚ�ÒoÙ¤×gÒnÏ\× {v ∈ V : f(v) ≤ c} è c ∈ R

è�ÝtÔ\Ò
ÖXÙ²Õ�×gÒXá�ê � Ñ©Ò¹ÙMÕ å ÒoÔ � ×gÒoßÐÛMÖoÕ�Î�Ï\ÛMÎIÞ©Õ�Þ©×³ÝCÎ©á%ÖoÕ�Î�Ú�Ò���Ø^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ·× å ÛMÙMÙlãµÒàÏ\Ñ©Ò¹ß³Õ�×hÏ2ÛMß³ÓµÕCÔgÏ`ÝCÎ�ÏºØ^ÕCÔÞ·×oêD�5ÒXØ^ÕCÔ\Ò å Ò�Ô\ÒoÖeÝCÙ²Ù©×gÕ�ßÐÒ�Ï\Ñ©ÒoÕCÔ\ÒoßÐ×lÕ�ÎÐ×gÞ©Ö�ÑàØ^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ·×oè å Ò�Ü�Û²Ú�Ò5Ï\Ñ©Ò�á·Ò $·Î©Û²Ï\ÛMÕCÎ·×lÕ�ØcÖoÕ�Î�EhÞ©Ü�ÝtÏ\Ò
ÝCÎ©á�ã·Û²ÖXÕ�Î�EGÞ·Ü�ÝtÏ\ÒvØ^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ·×oê

�»ÒoÏ
V
ã�Ò2Ý¹Ù²ÛMÎ©ÒXÝtÔ¤Î©ÕCÔ\ß³ÒXá�×hÓcÝtÖXÒ2ÕXÚ�ÒoÔ¤ÝÐÔ\ÒeÝtÙ#$·ÒoÙMá�ÝCÎ©á

V? ãµÒjÛ²Ï\×RÖXÕ�Î�EGÞ·Ü�ÝtÏ\Òj×hÓcÝtÖXÒCê�»ÒoÏ
(v, v?)

á©ÒoÎ©ÕCÏ\Ò]Ï\Ñ©Ò¤Ú�ÝtÙMÞ©ÒvÕCØóÏ\Ñ©ÒvØ^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ¬ÝtÙ
v? ∈ V? ÝtÏ�Ï\Ñ©Ò]Ú�ÒoÖnÏ\ÕCÔ v ∈ V

ê



SPECTRAL RADIUS
�����

���������	��
������� ê �tê � Ñ©ÒvØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î
f? : V? → R̄

á©Ò $·Î·Òoá�ãIâ
f?(v?) = sup{(v, v?)− f(v) : v ∈ V}, v? ∈ V?

ÛM×5ÖeÝCÙ²ÙMÒoáWÏ\Ñ©Ò"9<;�=���������� ?����5=9���� ;�=àÕCØ
f
è©Û²ÎWÏ\Ñ©Ò%�óÒoÜ�ÒoÎ·á)Ô\Ò¤×gÒoÎ·×gÒCê � Ñ©Ò¤ÖoÕ�Î�EhÞ©Ü�ÝtÏ\Ò¤Õ�Ø

f?
è©Û}ê ÒCê)Ï\Ñ·Ò

ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î
f??
Õ�Î

V
á©Ò $·Î·ÒoáWãIâ
f??(v) = sup{(v, v?)− f?(v?) : v? ∈ V?}, v ∈ V

ÛM×@ÖXÝCÙ²ÙMÒoá�Ï\Ñ©Ò �!� 9<;�=��"�#�$��� ?5Õ�Ø
f
ê

%'& ����()�+*,� ê �Cê.-8?!�
f : V→ R̄

�<?/��=�01���5=9���� ;�= ;�=
V 243�5 ? =6� 5 ?7���5=9!��� ;�=+8 f? ��=:9 f?? �<;0?��=?>4�<0<8%9<;�=
> ?0@@��=:9A= ;<> ?";!BC8�?"DA� 9<;�=E��� =��3;<��8F� =G� 5 ?H> ?��<IJ8"�C�<;F� ;�K
;�= ;��<0";L�

V? ��=:9.� =6� 5 ?F> ?��<I� ;�K3;�= ;M��0 ;L�
V N ;0?!8OK
?<9!��� > ?!=P0 2

%'& ����()�+*Q� ê � ê.-#?��
f : V→ (−∞,+∞]

�0?R��=+0S�M�+=9!��� ;�= =;�=+�O9 ? =E��� 9M��=�=?0
+∞ 213�5 ? = f?? =

f
� �/��=:9 ;�=+=?0@� �

f
�8 9<;�=
>�?<@T��=:9 = ;<> ?!;!BO8�?!D.� 9<;�=+��� =+�
;<�U8-;�=

V 2
VR�+*SW	()X�Y �»ÒoÏ

V = C(X)
êûÍ�Î Ï\Ñ©Ò�ØLÕCÔ\ß2Þ©ÙMÝæ��?çºÏ\Ñ·Ò�Ø^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ

ln r(A) = f(ln |a|) ÛM×àÏ\Ñ·Ò�óÒoÜ�ÒoÎ·á)Ô\ÒàÏgÔ`ÝCÎ©×gØLÕtÔ\ß�ÕCØ5Ï\Ñ©ÒäØ^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î
f?(ν) = τ(ν)

p
å Ñ©ÒoÎ ν ∈ Mesα

ÝtÎ·á
+∞ å Ñ·ÒoÎ ν /∈

Mesα
ê � Ñ·Ò]Ò C�ÒoÖnÏ\Û²Ú�Ò]á©Õ�ßÐÝCÛMÎ

D(f?)
Û²×@ÖoÕ�Î�Ï`ÝCÛMÎ©Òoá-ÛMÎ�Ï\Ñ©Ò]×gÒoÏ

Mesα
ê

Z�Ã1[	\ ,�ËCÆ?Ç^]�_�Ç^]¬É�ÌpÊ#/CÃ �óÒnÏ
X
ãµÒºÝÐÏ\ÕCÓµÕ�ÙMÕ�ÜCÛMÖXÝCÙóÖoÕ�ß³Ó¬ÝCÖnÏ�×hÓcÝtÖXÒ¹ècÙ²ÒoÏ

αk : X → X
ãµÒ2Ü�Û²Ú�ÒXÎ

ÖXÕ�Î�Ï\Û²Î�Þ©Õ�Þ©×¤ßàÝtÓ©Ó·ÛMÎ©Ü�×]ÝCÎ©á
ak
ãµÒ2ÖXÕCÎIÏ\Û²ÎIÞ·ÕCÞ·×�ÓµÕ�×gÛ�Ï\Û²Ú�ÒºØ^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î©×�Õ�Î

X
ê�»ÒnÏ¤Þ·×�ÖXÕCÎ·×gÛ²á©ÒoÔ]ÝCÎ

ÕCÓµÒoÔ`ÝtÏ\ÕtÔ
A
ÝCÖnÏ\ÛMÎ©ÜÐÛ²Î�Ï\Ñ©Òv×hÓ¬ÝCÖoÒ

C(X)
ÝCÎ©á-Ñ·ÝXÚ�ÛMÎ©Ü³Ï\Ñ©ÒvØ^ÕCÔ\ß

Au(x) =
( N∑

k=1

akTαk

)
u(x) =

N∑

k=1

ak(x)u(αk(x)); u ∈ C(X).

Í�Ø å Ò�á©ÒoÎ·ÕtÏ\Ò-Ï\Ñ©Ò-ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î ln ak
ãIâ

ϕk
èlÏ\Ñ©ÒoÎ å Ò-ÖXÝCÎ�Ô\Ò å Ô\Û²Ï\Ò�Ï\Ñ©Ò-á·Ò $·Î©Û²Ï\ÛMÕCÎ Õ�Ø A Ýt×ØLÕ�Ù²ÙMÕ å ×��

A =

N∑

k=1

eϕkTαk .

` ÕCÏ\ÛMÖoÒ�Ï\Ñ·ÝtÏ5Ï\Ñ©Ò]Ø^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ·×
ϕk
ÝtÔ\Ò¤×gÕ�ßÐÒ]ÖoÕ�Î�Ï\ÛMÎIÞ©Õ�Þ©×@ØLÞ©Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î©×5Õ�Î

X
ê �óÒnÏ�Þ©×�á©Ò $·Î·Ò]Î©Õ å Ï\Ñ·Ò

ÙMÕ�Ü�Ý?Ô\Û²Ï\Ñ©ß�ÕCØ�Ï\Ñ©Òv×hÓ�ÒoÖnÏgÔ`ÝCÙ�Ô`ÝCá©ÛMÞ©×@Õ�Ø�Ï\Ñ©ÒvÕCÓµÒoÔ`Ý?Ï\ÕCÔ
A
ÝC×RÝÐØ^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î·ÝCÙ å Ñ©ÛMÖ`Ñ-á·ÒnÓµÒXÎ©á©×@Õ�Î�Ï\Ñ·Ò

ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î©×
ϕk
ê
�»ÒnÏ

λ : CN (X)→ R
ãµÒ]Ï\Ñ©Ò]Î©Õ�Î©ÙMÛMÎ©ÒXÝtÔRØ^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ¬ÝtÙ¿á©Ò�$·Î©Òoá�ãIâ
λ(ϕ) = ln r(A),

å Ñ·ÒnÔ\Ò A =
∑N
k=1 e

ϕkTαk
ÝCÎ©á

ϕ = (ϕk)Nk=1 ∈ CN (X)
ê

�5ÒoØLÕtÔ\Ò å ÒvØ^ÕCÔ\ß2Þ©ÙZÝ?Ï\ÒvÕ�Þ)Ô@ßàÝCÛMÎWÏ\Ñ·ÒoÕCÔ\Òoß�è å ÒvÛ²Î�ÏgÔ\Õ�á©Þ·ÖoÒ]×gÕ�ßÐÒvÎ©ÕCÏ`ÝtÏ\Û²Õ�Î�ê
a.��
#W$
:��	��Y �»ÒoÏ

Mes
á·ÒoÎ©ÕCÏ\Ò+Ï\Ñ©Ò+×gÒoÏxÕ�Ø¬ÝtÙMÙIÓ·Ô\ÕtãcÝ?ã¬Û²ÙMÛ�Ï�â2ßÐÒXÝC×gÞ)Ô\ÒX×�Õ�Î2Ï\Ñ©Ò+×gÒoÏ

X×{1, . . . , N} èÛpê ÒCê�Ý�Ú�ÒXÖnÏ\ÕCÔºÕ�Ø5ßÐÒXÝC×gÞ)Ô\ÒX×
ν = (νk)Nk=1 ∈ Mes

Û C ∑N
k=1 νk(X) = 1

ÝtÎ·á%ØLÕCÔºÒnÚ�ÒoÔgâ
k
Ï\Ñ©Ò

ßÐÒeÝt×gÞ©Ô\Ò
νk
ÛM×@ÝºÓµÕ�×gÛ²Ï\Û�Ú�Ò]ßÐÒeÝt×gÞ©Ô\ÒvÕCÎ

X
ê

bcW)��� %'& �+��()�+* ê 3	5 ?!;0? ?<@<�8���8d� 9<;�=
> ?0@/= ;<> ?!;!BO8�?"DA� 90;�=E��� =+�
;<��8)���5=9���� ;�=:��= T ;�=
Mes

8��39 5� 5 ���

λ(ϕ) = max
ν=(νk)∈Mes

{ N∑

k=1

∫

X

ϕkdνk − T (ν)

}
.
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� ;0;�;L� 2 � ÒvÞ©×gÒ]Ï\Ñ©Ò å ÒoÙMÙ�)Î©Õ å Î-Ø^ÕCÔ\ß2Þ©ÙZÝ³Õ�Î�Ï\Ñ©Ò]×hÓ�ÒoÖnÏgÔ`ÝCÙµÔ`ÝCá©ÛMÞ©×
r(A) = lim

n→∞
‖An‖ 1

n .

� Û²Î©ÖXÒ
Tαa = (a ◦ α)Tα

ÝCÎ©á
TαkTαl = Tαk◦αl

è©Ï\Ñ©Ò
n � Ï\ÑWÓµÕ å ÒnÔRÕ�Ø A Û²×@ÒBAIÞ·ÝCÙ�Ï\Õ

Anu(x) =
∑

ξ∈Mn

aξ(x)u(αξ(x)),

å Ñ·ÒnÔ\Ò Mn = {ξ = (ξi)
n
i=1 : ξi ∈ {1, . . . , N}}

è
aξ(x) = aξ1(x)aξ2(αξ1(x)) . . . aξn(αξ1 ◦ . . . ◦ αξn−1

(x))
ÝCÎ©á

αξ(x) = αξ1 ◦ . . . ◦ αξn(x).
` ÕCÏ\ÛMÖoÒ2Ï\Ñ·ÝtÏ¤×gÛMÎ©ÖoÒ

ak
ÛM×]Ý¹ÓµÕ�×gÛ²Ï\Û�Ú�Ò³Ø^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ!Ø^ÕCÔ]ÒnÚ�ÒnÔgâ

k
è
aξ
Û²×]ÝCÙM×gÕ�Ý¹ÓµÕ�×gÛ�Ï\Û²Ú�ÒºØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î!Ø^ÕCÔ

ÒoÚ�ÒnÔgâ
ξ
ê � Ñ·ÒnÔ\ÒoØLÕCÔ\Ò¤Ï\Ñ©Ò]Î©ÕCÔ\ß�ÕCØóÏ\Ñ©Ò

n � Ï\ÑWÓµÕ å ÒnÔRÕ�Ø A ÒBAIÞ·ÝCÙM×
‖An‖ = sup

X

∑

ξ∈Mn

aξ(x).

� Ñ·Ò]ßàÝCÛ²Î�Ó¬ÝtÔgÏ@Õ�Ø»Ï\Ñ·Ò¤Ó©Ô\Õ�Õ�ØóÛM×�ã¬ÝC×gÒoá-Õ�ÎWÏ\Ñ©Ò]ØLÕ�Ù²ÙMÕ å Û²Î·Ü³Ï\Ñ)Ô\ÒXÒ]ÙMÒoßÐßàÝt×oê
���+*d*dW �Cê 3	5 ?����5=9���� ;�=:��= λ ��8/� 9<;�=
> ?0@d���5=9���� ;�= ;�=

CN (X) 2
� ;0;�;L� ;L�F-#?!D.D ��� 2 �óÒnÏ

ϕ
ÝtÎ·á

ψ
ãµÒjÝCÎ�âWÚ�ÒoÖoÏ\ÕCÔ\×�Õ�Ø�ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î©×�Ï\Ñ¬Ý?Ï@ãµÒXÙ²Õ�Î©ÜÐÏ\Õ

CN (X)
ê+� Ò

á·ÒoÎ©ÕCÏ\Ò
eϕk
ÝtÎ·á

eψk
ãIâ
ak
ÝCÎ©á

bk
èeÔ\ÒX×hÓµÒoÖoÏ\Û�Ú�ÒXÙ�â�ê��óÒnÏ

A
á©ÒoÎ©ÕCÏ\ÒûÏ\Ñ©Ò+ÕCÓµÒoÔ`ÝtÏ\ÕtÔ ∑N

k=1 akTαk
ÝCÎ©á

B
á©ÒoÎ©ÕCÏ\Ò7Ï\Ñ©Ò7ÕCÓµÒoÔ`ÝtÏ\ÕtÔ ∑N

k=1 bkTαk
ê �»ÒnÏBÞ©×BÖXÕ�Î©×gÛ²á·ÒnÔxÏ\Ñ·Ò+ÚCÝCÙMÞ©Ò7Õ�Ø

λ
ÝtÏBÝ�Ú�ÒXÖnÏ\ÕCÔ

tϕ+(1−t)ψØLÕCÔó×gÕCßÐÒ
t ∈ (0, 1)

ê��»ÒoÏ
Ct
á·ÒoÎ©ÕCÏ\ÒBÏ\Ñ©ÒûÕtÓ�ÒnÔ`ÝtÏ\ÕCÔ»ÖXÕCÔgÔ\Òo×hÓµÕ�Î©á©ÛMÎ©Ü�Ï\Õ@Ï\Ñ©ÒûÝtÔ\Ü�Þ©ßÐÒoÎ�Ï

tϕ+(1−t)ψ ê�%Ò¤Ñ¬ÝoÚ�Ò]Ï\Ñ·ÝtÏ
Ct =

N∑

k=1

etϕk+(1−t)ψkTαk =
N∑

k=1

atkb
1−t
k Tαk .

� Ñ·Ò
n � Ï\ÑWÓµÕ å ÒoÔ@Õ�Ø Ct Õ�Ø�Ý³ØLÞ©Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î u ∈ C(X)

ÝtÏ
x
ÛM×�Ò�A�Þ¬ÝtÙ�Ï\Õ

Cnt u(x) =
( ∑

ξ∈Mn

atξb
1−t
ξ Tαξ

)
u(x) =

∑

ξ∈Mn

[aξ(x)]t[bξ(x)]1−tu(αξ(x))

ÝCÎ©á�Ï\Ñ©Ò]Î©ÕCÔ\ß�ÕCØ
Cnt
Ò�A�Þ¬ÝtÙM×

‖Cnt ‖ = sup
X

∑

ξ∈Mn

[aξ(x)]t[bξ(x)]1−t.

�»ÒoÏ
t = 1/p

ÝtÎ·á
1− t = 1/q

ê � ÛMÎ©ÖoÒ
t ∈ (0, 1)

è©Ï\Ñ©ÒvÎIÞ©ßjãµÒoÔ\×
p, q > 1

ÝtÔ\ÒvÖoÕ�Î�EhÞ©Ü�ÝtÏ\ÒCè·Ûpê Ò�ê
1/p+ 1/q = 1

ê
�RÓ©Ó·Ù²â)Û²Î·ÜºÏ\Ñ·Ò�����Ù²á·ÒnÔ@ÛMÎ©ÒBAIÞ·ÝCÙMÛ�Ï�âWØLÕtÔ@×gÞ·ß³× å ÒvÜCÒoÏ
∑

ξ∈Mn

[aξ(x)]t[bξ(x)]1−t ≤
[ ∑

ξ∈Mn

aξ(x)
]t[ ∑

ξ∈Mn

bξ(x)
]1−t

.

�7â¹Ï\Ñ·ÒvÝtãµÕeÚ�Ò
‖Cnt ‖ ≤ ‖An‖t‖Bn‖1−tÝCÎ©á¿è©ÛMÎ-ÖoÕ�Î©×gÒBAIÞ©ÒXÎ©ÖoÒ�è
r(Ct) ≤ [r(A)]t[r(B)]1−t.

� Ñ·ÒnÔ\ÒoØLÕCÔ\Ò å ÒvÕtã·Ï`ÝtÛMÎ
λ(tϕ+ (1− t)ψ) = ln r(Ct) ≤ t ln r(A) + (1− t) ln r(B) = tλ(ϕ) + (1− t)λ(ψ).

� Ñ·Û²×@ßÐÒXÝCÎ©×�Ï\Ñ·ÝtÏ5Ï\Ñ©ÒvØ^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ¬ÝtÙ
λ
Û²×@ÖoÕ�Î�Ú�Ò��äÕ�Î

CN (X)
ÝCÎ©á �óÒoßÐßàÝ �vØ^Õ�ÙMÙ²Õ å ×oê



SPECTRAL RADIUS
ô ì ö

� Ñ©Ò]ÖXÕ�Î�Ï\Û²Î�Þ©Û�Ï�â�Õ�Ø
λ
ÛM×@Òo×hÏ`Ýtã·ÙMÛ²×gÑ©ÒXá�ãIâWÕ�Þ)Ô@Î©Ò���Ï@Ù²ÒXß³ßàÝ)ê

���+*d*dW � ê 3	5 ?����5=9���� ;�=:��= λ ��8/� 9<;�=E��� =��3;<��8 ���5=9���� ;�=:;�=
CN (X) 2

� ;0;�;L� ;L�@-#?!DAD@��� 2 �»ÒoÏ
ϕm = (ϕmk )Nk=1

è
ϕ0 = (ϕ0

k)Nk=1

ãµÒoÙMÕ�Î©Ü�Ï\Õ
CN (X)

ÝCÎ©á�ÙMÒnÏ
ϕmÖXÕ�Î�Ú�ÒnÔ\Ü�Ò5Ï\Õ

ϕ0 ÛMÎ CN (X)
è�Û}ê ÒCê ‖ϕ0−ϕm‖∞ = max1≤k≤N ‖ϕ0

k−ϕmk ‖∞ → 0 å Ñ©ÒoÎ m Ï\ÒXÎ©á©×Ï\ÕvÛMÎ+$·Î·Û�Ï�â�ê �óÒnÏ
amk
á·ÒoÎ©ÕCÏ\Ò�Ï\Ñ©ÒRØ^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ

eϕ
m
k
ê ` ÕCÏ\ÛMÖoÒ�Ï\Ñ·ÝtÏûØLÕCÔ+ÒnÚ�ÒnÔgâ

k ∈ {1, . . . , N} å ÒRÑ·ÝXÚ�Ò
amk (x) = e(ϕmk −ϕ0

k+ϕ0
k)(x) = e(ϕmk −ϕ0

k))(x)a0
k(x).

� Û²Î©ÖXÒ]ØLÕCÔ@ÒnÚ�ÒnÔgâ
x ∈ X Ï\Ñ©Ò]ØLÕ�Ù²ÙMÕ å Û²Î·ÜÐÛMÎ©ÒBAIÞ·ÝCÙMÛ�Ï\ÛMÒo×@Ñ©Õ�Ù²á��

−‖ϕm − ϕ0‖∞ ≤ (ϕmk − ϕ0
k)(x) ≤ ‖ϕm − ϕ0‖∞,Û²Ï@ØLÕCÙMÙMÕ å ×�Ï\Ñ·ÝtÏ�ØLÕCÔ@ÒnÚ�ÒnÔgâ k

e−‖ϕ
m−ϕ0‖∞a0

k(x) ≤ amk (x) ≤ e‖ϕm−ϕ0‖∞a0
k(x).Í�Î-ÖoÕ�Î©×gÒBAIÞ©ÒXÎ©ÖoÒvØ^ÕCÔ@ÒoÚ�ÒoÔgâ

ξ ∈Mn å ÒvÜ�ÒnÏ�Ï\Ñ·ÝtÏ
e−n‖ϕ

m−ϕ0‖∞
∑

ξ∈Mn

a0
ξ(x) ≤

∑

ξ∈Mn

amξ (x) ≤ en‖ϕm−ϕ0‖∞
∑

ξ∈Mn

a0
ξ(x).

� Ô\Õ�ß/Ï\Ñ©ÛM× å ÒvÕCã©Ï`ÝCÛ²Î
e−‖ϕ

m−ϕ0‖∞‖An0‖
1
n ≤ ‖Anm‖

1
n ≤ e‖ϕm−ϕ0‖∞‖An0‖

1
n

ÝCÎ©á-Ù²ÒoÏgÏ\Û²Î©Ü
n
Ï\ÒXÎ©áWÏ\ÕÐÛ²Î $·Î©Û²Ï�â

e−‖ϕ
m−ϕ0‖∞r(A0) ≤ r(Am) ≤ e‖ϕm−ϕ0‖∞r(A0),

å Ñ·ÒnÔ\Ò-Ï\Ñ©Ò�ÕCÓµÒnÔ`ÝtÏ\ÕCÔ\× A0
ÝCÎ©á

Am
ÖXÕtÔgÔ\ÒX×hÓµÕ�Î©á�Ï\Õ

ϕ0 ÝCÎ©á ϕm èûÔ\Òo×hÓµÒXÖnÏ\Û²Ú�ÒXÙ�â�ê ` Õ å ÙMÒnÏgÏ\ÛMÎ©Ü
m
Ï\ÒoÎ©á�Ï\Õ ÛMÎ+$·Î·Û�Ï�â å Ò�ÕCã©Ï`ÝCÛ²Î Ï\Ñ©Ò�ÖoÕ�Î�Ï\ÛMÎIÞ©Û²Ï�â�Õ�Ø�Ï\Ñ©Ò�×hÓµÒXÖnÏgÔ`ÝCÙ�Ô`ÝCá©ÛMÞ©×äÕCØ A Õ�Î�Ï\Ñ©Ò�×hÓcÝtÖXÒ

CN (X)
ê��+Õ�Î©×gÒBAIÞ©ÒXÎ�Ï\Ù²â�è å ÒºÕtã·Ï`ÝtÛMÎ�Ï\Ñ©Ò2ÖXÕ�Î�Ï\Û²Î�Þ©Û�Ï�â�Õ�ØBÏ\Ñ©Ò2ÙMÕ�Ü�Ý?Ô\Û²Ï\Ñ©ß�ÕCØl×hÓµÒXÖnÏgÔ`ÝCÙóÔ`ÝCá©ÛMÞ©×oè�Û}ê ÒCê

Ï\Ñ·Ò¤ÖXÕ�Î�Ï\Û²Î�Þ©Û�Ï�â�Õ�Ø»Ï\Ñ©ÒvØ^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î·ÝCÙ
λ
Õ�Î

CN (X)
è·ÝtÎ·á �óÒoßÐßàÝ � ØLÕCÙMÙMÕ å ×oê

� Ñ©ÒjØ^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ¬ÝtÙ
λ
Û²×�ÝàÖoÕ�Î�Ú�Ò ��ÝCÎ©á�ÖoÕ�Î�Ï\ÛMÎIÞ©Õ�Þ©×�ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î�ÕCÎ

CN (X)
ê � Ñ©ÒXÕCÔ\Òoß � ê � ÜCÛ²Ú�Òo×

λ = λ??
ê
�7â¹Ï\Ñ©ÒjÝ?ã�ÕXÚ�Ò å ÒvÖXÝCÎ å Ô\Û²Ï\Ò¤Ï\Ñ·ÝtÏ

λ(ϕ) = sup

{ N∑

k=1

∫

X

ϕkdνk − λ?(ν) : ν = (νk)Nk=1 ∈ CN (X)?
}
,

æ � ç

å Ñ·ÒnÔ\Ò
λ?(ν) = sup

{ N∑

k=1

∫

X

ϕkdνk − λ(ϕ) : ϕ = (ϕk)Nk=1 ∈ CN (X)

}
.

� Ñ©ÒÐÒ CµÒXÖnÏ\Û²Ú�Òºá©Õ�ßàÝCÛ²Î ÕCØûÏ\Ñ·Ò³Ø^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î·ÝCÙ
λ
è¿Û}ê ÒCê�Ï\Ñ·Ò³×gÒoÏvÕCØ

ϕ
×gÞ©Ö�Ñ!Ï\Ñ·ÝtÏ

λ(ϕ) < +∞ è¿ÛM×Ï\Ñ·Ò å Ñ©Õ�Ù²Ò³×hÓ¬ÝCÖoÒ CN (X)
êµÍTÏ]Û²×¤ÛMÎ�Ï\ÒoÔ\Òo×hÏ\ÛMÎ©ÜäÏ\Ñ·ÝtÏ¤Ï\Ñ©ÒºÒ�CµÒoÖoÏ\Û�Ú�Ò2á·ÕCßàÝCÛMÎ!ÕCØlÏ\Ñ©ÒºØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î·ÝCÙ

λ?ÛM×RÝº×gÞ©ã·×gÒnÏRÕ�Ø»Ï\Ñ©Òv×gÒnÏ@Õ�ØxÝtÙMÙ�Ó©Ô\ÕCã¬Ýtã·ÛMÙMÛ�Ï�â�ß³ÒeÝC×gÞ)Ô\Òo×@Õ�Î
X × {1, . . . , N} è·Ûpê ÒCê D(λ?) ⊂Mes

ê
���+*d*dW�� ê 3	5 ? ?�� ?<9���� > ?A9 ;<D �<� = ;L�'� 5 ?4���5=9!��� ;�=:��= λ? ��8-90;�=E�C�<� =?M9@� = � 5 ?/8�?!� Mes 2
� ;0;�;L� ;L� -8?"DAD �
	 2 � ÕCÔ7ÝCÎ�â ϕ = (ϕk)Nk=1 ∈ CN (X)

ÝCÎ©á
c ∈ R

Ù²ÒoÏ
ϕ+ c

á©ÒXÎ©ÕCÏ\Ò�Ï\Ñ©Ò@Ú�ÒoÖnÏ\ÕCÔ
Õ�Ø¿Ø^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î©×

(ϕk + c)Nk=1

ê�Í�ØµÏ\ÕjÏ\Ñ©ÒRÚ�ÒoÖnÏ\ÕCÔ7ÕCØ¿ØLÞ©Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î©×
ϕ
ÖoÕCÔgÔ\ÒX×hÓµÕ�Î©á©×+Ï\Ñ©ÒRÕCÓµÒoÔ`Ý?Ï\ÕCÔ

A
èIÏ\Ñ©ÒXÎ

Ï\ÕàÏ\Ñ©ÒjÚ�ÒoÖoÏ\ÕtÔ�Õ�ØBØLÞ©Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î©×
ϕ + c

ÖoÕCÔgÔ\Òo×hÓµÕ�Î©á·×RÏ\Ñ©Ò2ÕtÓ�ÒnÔ`ÝtÏ\ÕCÔ
ecA
ê �+â�Ï\Ñ©ÒºÝtãµÕeÚ�ÒCè å Ò2ÕCã©Ï`ÝCÛMÎ

Ï\Ñ¬Ý?Ï
λ(ϕ+ c) = ln r(ecA) = c+ ln r(A) = λ(ϕ) + c.
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� ÕCÔ@ÒnÚ�ÒnÔgâ
ϕ
ÝCÎ©á

c å ÒvÑ·ÝXÚ�Ò]Ï\Ñ¬Ý?Ï

λ?(ν) ≥
N∑

k=1

∫

X

(ϕk + c)dνk − λ(ϕ+ c) =

N∑

k=1

∫

X

ϕkdνk − λ(ϕ) + c
( N∑

k=1

νk(X)− 1
)
.

Í�Ø ∑N
k=1 νk(X) − 1 6= 0

Ï\Ñ©ÒoÎ�ÙMÒnÏgÏ\ÛMÎ©Ü
c
Ï\ÒoÎ©á�Ï\Õ¹Ó·ÙMÞ©×¤ÕCÔ¤ßÐÛMÎIÞ©×¤ÛMÎ+$·Î©Û²Ï�â å ÒºÖXÝCÎ�ÕCã©Ï`ÝCÛ²Î�Ï\Ñ¬Ý?Ï

Ï\Ñ·ÒÐÔ\Û²Ü�Ñ�Ï2Ñ·ÝCÎ©á ×gÛMá©Ò¹Õ�Ø+Ï\Ñ©Ò¹ÝtãµÕeÚ�ÒàÛMÎ©ÒBAIÞ·ÝCÙMÛ�Ï�â!Ï\ÒoÎ©á·×vÏ\Õ�Ó·Ù²Þ·×jÛMÎ+$·Î·Û�Ï�â�ê � Ñ·Û²×jßÐÒeÝtÎ·×vÏ\Ñ·ÝtÏvÏ\Ñ·Ò
Ú�ÝCÙ²Þ©Ò@Õ�ØcÏ\Ñ©Ò�ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î

λ?
ÝtÏû×gÞ©Ö`ÑäÝ]Ú�ÒXÖnÏ\ÕCÔûÕ�ØµßÐÒXÝC×gÞ)Ô\Òo×

ν = (νk)Nk=1

ÛM×ûÒBAIÞ·ÝCÙ©Ï\Õ]Ó·ÙMÞ©×+Û²Î+$¬Î©Û�Ï�â�ê
�»ÒoÏvÞ©×jÖoÕ�Î©×gÛMá©ÒnÔ2Î©Õ å ÝWÚ�ÒoÖnÏ\ÕCÔjÕ�Ø7ß³ÒeÝC×gÞ)Ô\Òo× ν = (νk)Nk=1

ÛMÎ å Ñ©Û²Ö�Ñ Ø^ÕCÔj×gÕ�ßÐÒ k = l
Ï\Ñ©Ò

ßÐÒeÝt×gÞ©Ô\Ò
µl
ÛM×àÎ©ÕCÏÐÓµÕ�×gÛ²Ï\Û�Ú�ÒCê � ÕCÔàÏ\Ñ©Û²×àßÐÒXÝC×gÞ)Ô\Ò�Ï\Ñ·ÒnÔ\Ò-Ò �)ÛM×hÏ\×àÝ!ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î

ψ ≥ 0
×gÞ©Ö�Ñ Ï\Ñ·ÝtÏ

∫
X
ψdνl < 0

ê � Ý���ÒvÎ·Õ å Ý³Ú�ÒoÖoÏ\ÕCÔ@Õ�ØxØ^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î©× ϕ0 = (ϕ0
k)Nk=1

ÛMÎ å Ñ©ÛMÖ`Ñ ϕ0
l = ψ

ÝCÎ©á
ϕ0
k = 0å Ñ·ÒoÎ k 6= l

ê � ÕtÔRÒnÚ�ÒoÔgâ
c å Ò]Ñ·ÝXÚ�Ò]Ï\Ñ·ÝtÏ

λ?(ν) ≥
N∑

k=1

∫

X

cϕ0
kdνk − λ(cϕ0) = c

∫

X

ψdνl − λ(cϕ0).
æ � ç

�óÒnÏ
A0
c

á©ÒoÎ·ÕtÏ\Ò�Ï\Ñ©Ò�ÕCÓµÒoÔ`Ý?Ï\ÕCÔûÖoÕCÔgÔ\Òo×hÓ�ÕCÎ·á©Û²Î·Ü]Ï\Õv×gÕCßÐÒ@Ø^Þ·Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î
cϕ0 è�Ûpê Ò�ê A0

c =
∑N
k=1 e

cϕ0
kTαk

ê
� Þ)Ó©ÓµÕ�×gÒäÎ·Õ å Ï\Ñ·ÝtÏ c Û²×ÐÝ�Î©ÒoÜ�ÝtÏ\Û�Ú�ÒäÎIÞ©ßjãµÒoÔXê � ÕCÔ k = l

è
ecϕ

0
l = ecψ ≤ 1

èlÝtÎ·á�Ø^ÕCÔ
k 6= l

è
ecϕ

0
k = 1

êµÍTÏ]Ø^Õ�ÙMÙ²Õ å ×�Ï\Ñ¬Ý?Ï ‖A0
c‖ ≤ N

ÝCÎ©á�è�Û²Î�ÖXÕCÎ·×gÒBAIÞ©ÒoÎ·ÖoÒCè
r(A0

c) ≤ N
ê�7â-Ï\Ñ©Ò³Ý?ã�ÕXÚ�Ò�è å Ò

ÕCã©Ï`ÝCÛMÎ
λ(cϕ0) = ln r(A0

c) ≤ lnN
ØLÕCÔ@ÒnÚ�ÒnÔgâWÎ©ÒoÜ�ÝtÏ\Û�Ú�Ò

c
ê

�5ÒoÖXÝCÞ©×gÒ
c
∫
X
ψdνl > 0

ÝtÎ·á
λ(cϕ0) ≤ lnN

Ø^ÕCÔ@ÒoÚ�ÒoÔgâWÎ©ÒoÜ�ÝtÏ\Û�Ú�Ò
c
è)Ï\Ñ©Ò]Ô\Û²Ü�Ñ�Ï@Ñ¬ÝtÎ·á�×gÛMá©ÒvÕ�Ø

Ï\Ñ·Ò]ÛMÎ©ÒBAIÞ·ÝCÙMÛ�Ï�â�æ � çûÏ\ÒoÎ©á·×5Ï\ÕºÓ¬Ù²Þ©×RÛ²Î+$¬Î©Û�Ï�â�Ù²ÒoÏgÏ\Û²Î·Ü
c
Ï\ÒoÎ©á�Ï\ÕÐßÐÛ²ÎIÞ·×@Û²Î $·Î©Û²Ï�â�ê·ÍTÏ@Ü�Û²Ú�ÒX×5Ï\Ñ¬Ý?Ï�Ï\Ñ·Ò

Ú�ÝCÙ²Þ©ÒÐÕCØûÏ\Ñ·Ò³ØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î
λ?
ÛM×vÒBAIÞ·ÝCÙxÏ\ÕWÓ·ÙMÞ©×vÛMÎ+$·Î©Û²Ï�â!ÝtÏjÝCÎ�â�Ú�ÒXÖnÏ\ÕCÔvÕ�Ø+ßÐÒXÝC×gÞ)Ô\ÒX×vÛ²Î å Ñ©ÛMÖ`Ñ ÝtÏ

ÙMÒXÝC×hÏjÕCÎ·Ò³ßÐÒeÝt×gÞ©Ô\Ò³ÛM×vÎ©ÕCÏ]Ó�ÕC×gÛ²Ï\Û²Ú�Ò�ê � Þ©ßÐßàÝtÔ\Û��XÛ²Î©Ü©è»Û²Ø ∑N
k=1 νk(X) − 1 6= 0

ÕtÔ2ÝtÏvÙMÒXÝC×hÏvÕ�Î©Ò
ßÐÒeÝt×gÞ©Ô\Ò

νk
Û²×7Î·ÕtÏ+Ó�ÕC×gÛ²Ï\Û²Ú�Ò�èIÏ\Ñ©ÒXÎ

λ?(ν) = +∞ ê � Ñ·Û²×7ßÐÒeÝtÎ·×ûÏ\Ñ·ÝtÏ D(λ?) ⊂Mes
ê � Ñ©ÒRÓ©Ô\Õ�Õ�Ø

Õ�Ø)�»ÒXß³ßàÝ � ÛM×�ÖoÕ�ß³Ó·ÙMÒnÏ\Ò�ê
` ÕCÏ\Û²ÖXÒjÎ©Õ å Ï\Ñ·ÝtÏXè
$©Ô\×hÏXècãIâ �»ÒXßÐßÐÝ � å Ò2ßàÝXâ-Ô\Òo×hÏgÔ\ÛMÖnÏ�Õ�Þ)Ô¤×gÒXÝtÔ\Ö`Ñ�Ø^ÕCÔRÏ\Ñ·Òj×gÞ©Ó©Ô\Òoß2Þ©ß�Û²Î

Ï\Ñ·Ò¹ØLÕCÔ\ß2Þ©ÙMÝ�æ � ç¤Ï\Õ�Ï\Ñ©Òä×gÒoÏ
Mes

èx×gÒXÖoÕ�Î©á�è�ãµÒXÖXÝCÞ©×gÒ¹Ï\Ñ·Ò¹×gÒoÏºÕ�ØRÝtÙMÙ+Ó©Ô\ÕCã¬Ýtã·Û²ÙMÛ²Ï�â ßÐÒeÝt×gÞ©Ô\Òo×³Û²×
å ÒeÝ�� � ×hÏ`ÝtÔ2ÖoÕ�ß³Ó¬ÝCÖnÏXè å ÒàßàÝXâ!Ö�Ñ·ÝCÎ©Ü�ÒÐÏ\Ñ·Òà×gÞ)Ó©Ô\Òoß2Þ©ß Ï\Õ�Ï\Ñ·ÒÐßàÝ���ÛMß2Þ©ß�ê � ÕtÔ2Ï\Ñ©Òo×gÒÐÔ\ÒeÝt×gÕ�Î©×å ÒvÖXÝCÎWÔ\Ò å Ô\Û�Ï\Ò]Ï\Ñ©Ò]ØLÕCÔ\ßjÞ·ÙMÝÐØ^ÕCÔ�Ï\Ñ©ÒvØ^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ λ ÝC×�ØLÕ�Ù²ÙMÕ å ×��

λ(ϕ) = max
ν∈Mes

{ N∑

k=1

∫

X

ϕkdνk − λ?(ν)

}
,

å Ñ·ÒnÔ\Ò Mes
ÛM×+Ï\Ñ©Ò�×gÒoÏ7Õ�Ø»ÝCÙMÙcÓ©Ô\ÕCã¬Ýtã·Û²ÙMÛ²Ï�â¹ß³ÒeÝC×gÞ)Ô\Òo×5Õ�Î

X ×{1, . . . , N} ê � Ñ©Ò¤Ø^Þ©Î·ÖnÏ\ÛMÕCÎ¬ÝtÙ T Û²ÎÏ\Ñ·Ò2ØLÕtÔ\ß2Þ©ÙZÝtÏ\Û²Õ�Î�Õ�ØxÏ\Ñ·Ò���ÝCÛMÎ � Ñ©ÒoÕCÔ\ÒXß ÛM×RÏ\Ñ©Ò2Ô\Òo×hÏgÔ\ÛMÖnÏ\ÛMÕ�Î�Õ�ØxÏ\Ñ©ÒºÖoÕ�Î�EhÞ©Ü�ÝtÏ\ÒjØLÞ©Î©ÖoÏ\Û²Õ�Î·ÝCÙ�Õ�Ø
λÏ\ÕàÏ\Ñ©Òj×gÒoÏ

Mes
ê � Ñ·Òj×gÒoÏ

Mes
Û²×�ÖoÕ�Î�Ú�Ò �µê � Ñ©ÒoÔ\ÒoØLÕCÔ\ÒCè·ã�â � Ñ©ÒoÕCÔ\ÒXß � ê �Cè¬Ï\Ñ©Ò2ØLÞ©Î©ÖnÏ\ÛMÕ�Î·ÝCÙ T ÛM×ÝCÙM×gÕÐÖXÕCÎIÚ�Ò���ÝtÎ·á�Ù²Õ å ÒoÔ � ×gÒoßÐÛ²ÖXÕ�Î�Ï\Û²Î�Þ©Õ�Þ©×RÕ�Î Mes

ê
� ���)W�� V/�+*dW)()X�Y � ÒnÔgâ¹×gÛ²ßÐÛMÙMÝtÔ�ØLÕCÔ\ß2Þ©ÙMÝCÒ¤Õ�ÎäÏ\Ñ©Ò�ÙMÕ�Ü�Ý?Ô\Û²Ï\Ñ©ß/Õ�Ø

r(A)
Ñ©Õ�Ù²á å Ñ·ÒoÎ å Ò¤ÖoÕ�Î©×gÛMá©ÒnÔ

Ï\Ñ·ÒjÕCÓµÒnÔ`ÝtÏ\ÕCÔ
A
ÝCÖnÏ\ÛMÎ©Ü¹ÛMÎ�ÕCÏ\Ñ©ÒoÔ�×hÓ¬ÝCÖXÒo×oècã·Þ)ÏRÏ\Ñ·ÒvÓ·Ô\ÕIÕ�ØL×Rß2Þ©×hÏ�ãµÒ2ßÐÕ�á©Û $·Òoá�ê � ÕCÔ�Ï\Ñ©Ò2ÖXÝC×gÒ2ÕCØ

á·Û²×gÖoÔ\ÒnÏ\Ò³×hÓ¬ÝCÖXÒo×oè¿Û²Ï]ÛM×¤ÓµÕ�×g×gÛ�ã¬Ù²ÒÐÏ\ÕWÕtã·Ï`ÝtÛMÎ�è¿ÛMÎ�ÝWÖoÕ�ßjã·ÛMÎ·ÝtÏ\ÕCÔ\ÛMÝCÙ å ÝXâ�è»ÝCÎ!Ò ��Ó·ÙMÛMÖoÛ²Ï]ØLÕCÔ\ß�ØLÕCÔ T ê� Ñ·ÒvÝtãµÕeÚ�Ò AIÞ©Òo×hÏ\ÛMÕ�Î©× å Û²ÙMÙ�ãµÒ¤Ï\Ñ©Òv×gÞ)ã+EhÒoÖoÏ@Õ�Ø�×gÒnÓ¬ÝtÔ`ÝtÏ\Ò¤ÓcÝ?Ó�ÒnÔ\×oê
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