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�X�}���R���&�R�X�y�u�G�r�}���J���¡ !¢\�¤£e¢u¢\�X���
�d��¥¦�§�R¢u¢��u���R��¢��
X,Y ⊆ R �¡¨�©/��ª��G�R«¡¬X�

 �y£_�
¬X�
�¯®����
�°�R¬�±���¢\�¤£e¢�¢\�X���}�b£-²}«¡��ªX��£-�§±¯�
¬ 0³ �O´µ�¡´8¢\�X�w�R��¢ X + Y = {x + y :
x ∈ X, y ∈ Y } ³ �§�(�X�¡�  �y£_�R¬X��£-ªX²}�¡´/¶u�X�L£-�¤£-²}�¡«¡�¡¬��d�
�G�
¬X²J¢d�§�d£-²§�
�·¢\�
¬X�L¨B�¡�(¢\�X�¸ £-�}�
���X�
�¡�����R¢�¹º´

���}���
�X�}���R���O»t�r±��¡���Z¢\�
¬�±�¢\�}�¡�4�¤£_�·ª������1«¡���X����£-²}�}®��G�1¢\���_¢\�X���
σ ¼ £-²}«¡��ªX��£_�w£-���

σ ¼ �§�5�y£-²§���¡¨&�
¬Xª��
��¢��u�¡¨ R ´X½d�¤£-��£-®��§�
��¾¦�}²}�8�X�
�y¾º�G���}���J�G¿- �¢\�¤£e¢*¨B�¡����¾º���R¹ σ ¼ �§�5�y£-² I�(�X�§±��À�§�d�X�_¢h±�²}�º�
�G�Á¬X���5���h£-²}«¡��ªX��£-�§±·�R¬  ��£-���À��¾º���R¹ σ ¼ £-²}«¡��ªX��£ A �R¬�±��À¢\�¤£e¢
¢\�X�dÂ�¬X�_¢\�}����¢�£-²}«¡��ªX��£ A/I ��£e¢\�§�
ÃX�G��¢\�X�d±��¡¬X��¢£-ªX²}�>±��¤£-�}��±��¡���5�J¢\�}�¡� ³ ¢\�X���
�d��¥¦�§�R¢�
��¢��

X,Y ∈ I �R¬�±���¢\�¤£e¢ X + Y 6∈ A ´¤ÄÅ�R�  �}²Æ£-�"�
�G�
¬X²J¢"�"£_�*�X�
�y¾º�G��ª�¹°Ç��§±��X�¡�£-���ÉÈº£_�
�}���
�����}�Ê�µË- &¨B�¡����¾º���R¹
σ ¼ �§�5�y£-² I �(�J¢\�D±���£-�¤£-²J¹�¢\�§±hª¤£_�
�L£-����¢\�X�b£-²}«¡��ªX��£

Bor[I] Ì ¢\�X���  £-²}²}�G�R¢�£-²}«¡��ªX��£¯±��¡��¢£-�}�X�}�X« I £-��� Bor Í ´Ç��}�G�
�}��²§�R��� ³¡Î �RÏZ®��§Ðu£-��� Î �
���}²}�}�X«��X�
�y¾º���}��� �¡ 5£(�R¢\�
�¡�X«¡����¾º���\�R�}�¡�L�¡¨����}���
�X�}���R���O»t�¢\�X���¡�
�  ´¤¶*�X��¹��
�X�y�Ñ¢\�¤£e¢(¨B�¡�"��¾º���R¹��
��¢
C ⊆ R �
¬�±���¢\�¤£e¢

C + C
�¤£_�"���º�R�J¢\�J¾º�

�¡¬5¢\���  �y£_�
¬X�
�"¢\�X���
����¥¦�§�R¢�� X ⊆ C �
¬�±��·¢\�¤£e¢
X+X

�§���X�_¢u©8��ª��G�
«¡¬X�  �y£_�R¬X� ¼£-ªX²}�¡´�Òp�°�¤£-�R¢\�§±�¬X²Æ£-� ³ �Z¢£-�R¢\�}�X«w�"�J¢\�D�
¬�±��É£¯�
��¢ C �¡¨  �y£_�R¬X�
�h®����
� Ì ¢\�X�dÓ  �§�X�5²}�¢\�X�}�\��ÔbÇ*£-��¢\�¡�(�
��¢(�}�
[0, 1]

¨B�¡�(��¥X£  �X²}� Í ³ �u���¡ª5¢£-�}�Á���}���
�X�}���
���O»t�(��¥X£  �X²}�b£_�(£±��¡�
�¡²}²Æ£-�R¹º´
Òp�b���G±�¢\�}�¡�����¡¨5�¡¬X�&�¤£-�����&�u���}��¢\�
�¦�5¬�±��u£-�h��²}�  ����¢£-�R¹��X�_¢\�}�¡�h�¡¨¦¢\�X��Õ����
¨B�G±�¢����¢"Õ��
�¡�����R¢�¹w�¡¨&�¤£-�}�\� 〈I,A〉 ³ �(�X���
� I �§�*£ σ ¼ �§�5�y£-²��¡¨��
¬Xª��R��¢��u�¡¨ R £-��� A ⊇ I�§�L£-��¹�¨�£  �}²J¹��¡¨"�
¬Xª��R��¢��b�¡¨ R ´�Ö��
�}�X«Á£0�
�  �X²}��£-�
«¡¬  ����¢ ³ ���w«¡���X����£-²}�}®��r¢\�X��
�G�
¬X²J¢��(�¡¨����}���
�X�}���R��� ³ Ç��§±��X�¡�¦×¦Èº£_�
�}���
���3£-���ÉÇ��}�G�R�}��²§�
����× Î �RÏZ®��§Ð× Î �
���}²}�}�X«r¢\�·�¤£-�}�\��(�J¢\��¢\�X�7Õ����
¨B�G±�¢d����¢�Õ��
�¡�����R¢�¹º´
¶u�X�  £-�}�Ø�
�G�R¬X²J¢w�¡¨>���G±�¢\�}�¡�'ÙD�§�·£Á�R¢\�
�¡�X«¡����¾º���\�R�}�¡�9�¡¨(¢\�X�§�L¢\�X���¡�
�  ¨B�¡�
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C
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C+C
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X ⊆ C �R¬�±��w¢\�¤£e¢
X +X

�§���X�¡�  �y£_�R¬X��£-ªX²}�¡´�¶u�X�>£-�¤£-²}�¡«¡¬X�d¨B�¡� ¸ £-�}�
�d±G£e¢\��«¡�¡�R¹�§�(£-²§�
�¯�X�
�y¾º�G�!´
Òp�1���G±�¢\�}�¡�1ËD�R�  �}²Æ£-�bÂ�¬X�G�R¢\�}�¡����±��¡��±����
�X�}�X«Á¢\�X�0£-²}«¡��ªX��£°�¡¨ ¸ �¡�
��²*�R��¢��¯£-�
��R¢\¬��5�}�G�!´�Ä�²J¢\�X�¡¬X«¡� �J¢7�§�>���X�y�(�À¢\�¤£e¢7¢\�X�§�7£-²}«¡��ªX��£0�§�>�X�_¢h±�²}�º�
�G��¬X���5����¢£-���}�X«

£-²}«¡��ªX��£-�§±��
¬  � ³ �u�b�
�X�y�Û¢\�¤£e¢d¢\�X���
�b��¥¦�§�R¢��>£-�Á¬X��±��¡¬X��¢£-ªX²}� ¸ �¡�
��²��
��¢
P ⊆ R�
¬�±���¢\�¤£e¢(¨B�¡�"��¾º���R¹��¤£-�}�"�¡¨ ¸ �¡�
��²/�
��¢��

A,B ⊆ P ¢\�X���
��¢
A+B

�§� ¸ �¡�
��²O´
��¢£-����£-�\�D�R��¢ ¼ ¢\�X���¡�
��¢\�§±h�X�_¢£e¢\�}�¡�Á£-����¢\���  �}�X�¡²}�¡«_¹��§�(¬��R�G��¢\�X�
�¡¬X«¡�X�¡¬5¢$¢\�X��¤£-������´�¶*�X�>�
�y£_�5���  £�¹r±��¡���
¬X²J¢b�J�� /�¡�h��e /¨B�¡�"ª¤£_�
�§±��5��ÃX�X�J¢\�}�¡����´
� �����¡�
� �}�Ê¢\�X�0�
�¤£_±��

R Ì ¾¦�}�����G�9£_�¯£-�9£_�X�5�J¢\�J¾º��«¡�
�¡¬X� ³ �(�J¢\�Ø©/��ª��G�R«¡¬X�
 �y£_�
¬X�
� Í ´3¶*�X�0£-�
«¡¬  ����¢����¡¨$���G±�¢\�}�¡�Ñ��±G£-�.ª����y£_�
�}²J¹Ê«¡���X����£-²}�}®��G�.¢\�ÀÕ��¡²}�§�
�
«¡�
�¡¬X���L�"�X�§±��.�¤£�¾º�°£D�Z¢\�
¬�±�¢\¬X�
�0�¡¨$£°²}�}�X�y£-�¯�
�¤£_±����y¾º���¯£É±��¡¬X��¢£-ªX²}��ÃX��²§�!´�Òp�
�¤£-�R¢\�§±�¬X²Æ£-� ³ ¢\�X��¹w�
�  £-�}�r¾¡£-²}�§���}���
���¤£-��£-ªX²}� ¸ £-�¤£_±��0�R�¤£_±��G�*�¡�u�}�r¢\�X�d�
�¤£_±�� 2ω

´
¶*�X�r�
�G�
¬X²J¢��b�¡¨$���G±�¢\�}�¡�4Ù0�
�  £-�}� ¾¡£-²}�§�.£-²§�
�Á�}�

2ω ³ ªX¬5¢L¢\�X��£-¬5¢\�X�¡���5���G�L�X�_¢���X�y� �X�y�Å«¡���X����£-²8¢\�X��¹0£-�
�¡´
� �°�5���X�_¢\�Dª�¹ M £-��� N ¢\�X�É±��¡²}²}�G±�¢\�}�¡���w�¡¨  �y£-«¡���w£-���9��¬X²}²��
��¢�� Ì ¢\�X��
�¤£_±�� ³ �J¢��d¢\�¡���¡²}�¡«_¹ £-���  �y£_�R¬X�
�·�R�X�¡¬X²§� £-²J�"£�¹5��ª��¯±�²}�y£-�7¨B�
�  ¢\�X�·±��¡��¢\��¥�¢ Í ´���  �}²Æ£-�
²J¹ ³ M∗,N ∗ �Z¢£-���Ê¨B�¡�7¢\�X�r±��¡²}²}�G±�¢\�}�¡���L�¡¨"±�� ¼  �y£-«¡���¯£-��� ¨B¬X²}²  �y£_�
¬X�
��
��¢���´ BP �§�b¢\�X�0±��¡²}²}�G±�¢\�}�¡�1�¡¨��
��¢��L�"�J¢\�Ê¢\�X� ¸ £-�}�
���X�
�¡�����R¢�¹Ø£-��� LM �§�b¢\�X�

±��¡²}²}�G±�¢\�}�¡�D�¡¨�©/��ª��G�
«¡¬X�  �y£_�R¬X��£-ªX²}�7�
��¢���´¶u�X�b�R¹  ª��¡² Bor
�5���X�_¢\�G��¢\�X�

σ ¼ £-²}«¡��ªX��£·�¡¨ ¸ �¡�
��²��
��¢���´ Î �¡�d£ σ ¼ �§�5�y£-² I ª�¹
Bor[I]

�u�(�5���X�_¢\�(¢\�X���  £-²}²}�G�R¢ σ ¼ £-²}«¡��ªX��£7±��¡��¢£-�}�X�}�X« Bor
£-��� I ´���ª��
���R¾º�"¢\�¤£e¢

LM = Bor[N ]
£-��� BP = Bor[M]

´ � �L��£�¹�¢\�¤£e¢�£
σ ¼ �§�5�y£-²��¤£_�>£������������������! "�

# ��$&%��}¨��J¢(�¤£_��£bª¤£_�R�h±��¡���R�§�R¢\�}�X«·�¡¨
Π1

1

�R��¢���´
¶u�X�Á�
�G�
¬X²J¢����¡¨7¢\�X�§���¤£-�����������
�Á�¡ª5¢£-�}�X�G�Ñ�5¬X�
�}�X«.���¡�
�9�¡�'¢\�X� £-¬5¢\�X�¡��»t�

Õ��8´('b´�¢\�X�G�
�§��´�¶*�X�0£-¬5¢\�X�¡�L���¡¬X²§�.²}�}�¡�r¢\�Á¢\�¤£-�X� �X�§��£_�¦¾¦�§�
�¡� ³ Õ��
�¡¨B�G�\�R�¡�¯Õ��}�_¢\�
) £-���
®������R��� ³ ¨B�¡�3�X�§���X��²}�¯�5¬X�
�}�X«��
�G�R�y£-�\±��w£-���L�X�
���¤£-��£e¢\�}�¡�·�¡¨¤¢\�X�§���¤£-������´+*É£-��¹¢\�¤£-�X�¦�3£-²§�
�(¢\�-,�£-¨�£/. Î �}²}�}��0y�.¨B�¡���}���
�X�}�
�}�X«>�5�§�
±�¬��\�R�}�¡����£-ª��¡¬5¢1*É£-�\±�®����(�
���  �y£ ¼�
¬X��£-ªX²}�h�R��¢���´

2436587+9�:;7=<?>A@B7C>D5E9GF4H17+9I>�J
KML4N=OQPBOSRTOQUVP �_´§�/Wh©/��¢ I ª��$£ σ ¼ �§�5�y£-²¤�¡¨8�
¬Xª��R��¢����¡¨ R £-���¯²}��¢ A ⊆ P(R)

ª��
£-��¹�¨�£  �}²J¹w�¡¨��
��¢��"±��¡��¢£-�}�X�}�X« I ´ � ���\£�¹r¢\�¤£e¢*¢\�X���¤£-�}� 〈I,A〉 �¤£_�u¢\�X�YXZ%\[!]&%��^�� %^�6X_[
��`�%&[\�!�w�}¨���¾º���R¹0�R��¢

X ∈ A \ I ±��¡��¢£-�}����£L�����
¨B�G±�¢$�R��¢G´¶u�X��¨B�¡²}²}�y�"�}�X«¯¢\�X���¡�
�  �§�*¢\�X�  £-�}���
�G�
¬X²J¢��¡¨&¢\�X�§�(�R�G±�¢\�}�¡�8´
acb L4UVdTL�e �_´�ÙfW �4g `/`���$^%h�!i=�?�j�E`��� k[ 〈I,A〉 if��$E�!i=%cXZ%\[!]&%��^� � %^�1X_[
��`�%&[&�!�/l6 i=%&�
• ]&�?[-%&m?%\[\�h$&%^� A ⊆ R $ g �\in�!i=�?�

A+A 6∈ I �!if%\[�%c%
o? k$\�!$8�h$^%&�
X ⊆ A $ g �&i

�!if�?�
X +X 6∈ A ³

• ]&�?[c%\m?%&[\�8`��� k[c��]Z$^%^�!$ A,B ⊆ R $ g �&in�!i=���
A+B 6∈ I �!i=%&[
%E%�o? k$��

X ⊆ A�?��p
Y ⊆ B $ g �&iq�!i=�?�

X + Y 6∈ A l
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Ä��(£-��� · �G�5�Æ£e¢\��±��¡�
�¡²}²Æ£-�R¹�����«¡��¢
� UVd U����	�Vd! �_´oË�W �4g `/`���$^% �!i=�?� �_`��� k[ 〈I,A〉 i=��$_�!i=% Xj%&[!]&%��^� � %&��X_[
��`�%&[&�!�/l6 i=%&���!i=%_]&�?�k� �#"6 k��$q������p? Q�! "����$h�?[
%M%&% g  km?�?� %\�4�('

• ∃X ∈ I X +X 6∈ I ³
• ∃X ∈ I X +X 6∈ A ³
• ∃X,Y ∈ I X + Y 6∈ I ³
• ∃X,Y ∈ I X + Y 6∈ A l
¶&���X�
�y¾º�7¶*�X���¡�
�  �_´�Ù7�u�>�X���G��¢\�X��¨B�¡²}²}�y�"�}�X«w�
�  �X²}�>�¡ª��
���R¾¡£e¢\�}�¡�8´
)1L4e e*� �_´µ�4W 6 i=%&[
%h%�o? k$��!$c� $ g # $�[�� g `

G ⊆ R $ g �\iA�!i=�?� |R/G| = ω
��� p

G k$h� # %&[\��$\� %& k��$&%^�1 k�
R
l

X_[
�I��]&l Î �}�\�Z¢L�¡ª��
���R¾º�w¢\�¤£e¢b�}¨(£0�X�
�¡�����b�
¬XªX«¡�
�¡¬X� G ⊆ R �}��¢\���\�R�G±�¢��L��¾º���R¹
�����
¨B�G±�¢w�R��¢�¢\�X���

G
�§�¯£ ¸ ���
���Z¢\���}�9�R��¢G´�Òp���5���G� ³ �}¨(¢\�X���
����¥¦�§�Z¢��·£D�����
¨B�G±�¢w�
��¢

P ⊆ G ¢\�X���
(x+ P ) ∩G = ∅ ¨B�¡��£-��¹ x 6∈ G ´� �>�}���5¬�±�¢\�J¾º��²J¹�±��¡���R¢\�
¬�±�¢$£

Q ¼ ²}�}�X�y£-�(�
¬Xª��
�¤£_±�� G′ �¡¨ R �"�X�§±��0±��¡��¢£-�}���
Q ³�}��¢\���\�
�G±�¢��u��¾º���R¹r�����
¨B�G±�¢"�
��¢(£-�����5���G���X�_¢"±��¡��¢£-�}� √

2
´ Î �}�¤£-²}²J¹ ³ ���>±G£-�r��¥�¢\�����

G′
¢\� £  £e¥¦�  £-²"�R¬Xª��
�¤£_±�� G �X�_¢w±��¡��¢£-�}�X�}�X« √

2
´�ÒQ¢¯�§���y£_�R¹Ê¢\� ±��X�G±�� ¢\�¤£e¢

|R/G| = ω
´

X_[
�I��]n��] 6 i=%���[
%,+.-�l0/=l Î �}�\�R¢��¡ª��R���R¾º��¢\�¤£e¢7�}¨ G �§��£_�d�}��©/� ¯ £D�_´µ��¢\�X���¢\�X�·¬X�X�}�¡� �¡¨*£�ÃX�X�J¢\�·�X�¡�X�  �5¢�¹À¨�£  �}²J¹ T �¡¨*±��º�
��¢��7�¡¨
G
�§�b£ ¸ ���
���Z¢\���}�Ê�
��¢G´

Òp���5���G� ³ �y£_±���±��º�R��¢u�§�u£ ¸ ���
���R¢\���}���R��¢ ³ �
� ⋃ T �}��¢\���\�
�G±�¢�����¾º���R¹w�����
¨B�G±�¢*�R��¢G´4���
¢\�X�¯�_¢\�X���7�¤£-��� ³ £_� T �§��ÃX�X�J¢\� ³ ¢\�X���
�¯��¥¦�§�R¢��h£�±��º�R��¢ T 6∈ T ´ ¸ ¬5¢ T �§�h£-²§�R�D£
¸ ���
���R¢\���}�°�
��¢$£-���

T ∩⋃ T = ∅ ³ �
� ⋃ T ±G£-�X�X�_¢�±��¡��¢£-�}�É£-��¹������
¨B�G±�¢$�R��¢G´
Ú(�y� ³ £_�
�
¬  �·¢\�¤£e¢ A + A 6∈ I £-��� ²}��¢

G
ª���£_�L£-ª��y¾º�¡´3©/��¢b¬��hÃ5¥Ê£ � ¼ �����¬  ����£e¢\�}�¡� R/G = {Tn : n ∈ ω} £-���1�X¬5¢
An = A ∩ Tn

´�Ä$�
A + A =⋃

n,m∈ω(An + Am) 6∈ I ³ ¢\�X���
�¯��¥¦�§�R¢ n,m ∈ ω �
¬�±��À¢\�¤£e¢
An + Am 6∈ I

´&©8��¢
X = An ∪ Am

´ � �>�¤£�¾º�
X +X = (An + An) ∪ (An + Am) ∪ (Am +Am) 6∈ I.

� ���
���"¢\�¤£e¢
X+X

�}��¢\���\�
�G±�¢��*£e¢  �º�R¢�¢\�X�
���$±��º�R��¢����¡¨ G ³ �
�7�J¢u±G£-�X�X�_¢u±��¡��¢£-�}�£L�����
¨B�G±�¢��
��¢G´¤Ä��
X +X 6∈ I ³ ª�¹r¢\�X�7Õ����
¨B�G±�¢d����¢(Õ��
�¡�����R¢�¹ ³ X +X 6∈ A ´¶u�X���X�
���¡¨��¡¨�¢\�X���
�G±��¡���0�¤£-�R¢"�§�"�
�  �}²Æ£-��´

Ä��$¢\�X���¤£-�}�\� 〈N ,LM〉 £-��� 〈M,BP〉 �¤£�¾º��¢\�X�¯Õ����
¨B�G±�¢b����¢7Õ��
�¡�����R¢�¹ ³ �u�� ¯ �G�5�Æ£e¢\��²J¹r�¡ª5¢£-�}��¢\�X��¨B�¡²}²}�y�(�}�X«·±��¡�
�¡²}²Æ£-�
�}�G��´
� UVd U����	�Vd! �_´21 Ì Ç��}�G�
�}��²§�
����× Î �RÏZ®��§Ð× Î �
���}²}�}�X« Í W + ] A ⊆ R  k$c�M$&%^�6$ g �&i �!i=�?�

A+A
i=�?$_`���$� Q�! km?%Y� g � %&[�+n%���$ g [�%E�!i=%&� �!i=%&[
%Y%
o? k$\�!$

X ⊆ A $ g �&iA�!i=�?�
X +X k$c������+n%���$ g [�� # � %Il

� UVd U����	�Vd! �_´43�W + ]
A ⊆ R  k$M� $^%^�_$ g �&i �!i=�?�

A + A
 k$E� ����+n%��5$/%&[M�!i=%&�

�!i=%&[
%M%�o? k$��!$
X ⊆ A $ g �&iq�!i=�?�

X +X
p/�I%&$-����� i=��m?%h�!i=% # �� k[
%Z`4[
�\`f%&[&�!�Cl
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� L4e �Vd�� �_´§�/Wb¶&� �X�
�y¾º�Á�¡�X²J¹1¢\�X�É�X�
�G±��G�5�}�X«Ê¢��u�Ê±��¡�
�¡²}²Æ£-�
�}�G��±��¡��±����
�X�}�X«
 �y£_�
¬X�
��£-����±G£e¢\��«¡�¡�R¹ ³ £u�
�  �X²}����£-�
«¡¬  ����¢&±G£-�7ª��3¬��
�G�!´yÒp�>¢\�X�G�R��±G£_�
�G� ³ �}���Z¢\�y£_��¡¨�¢\�X�(«¡�
�¡¬X�w±��¡���R¢\�
¬�±�¢\�G�·�}�w©/� ¯ £L�_´µ�7�¡�X�$±G£-�¯¬��
�$£-��¹¯�5�����R�$�R¬XªX«¡�
�¡¬X�r�¡¨ R�¡¨�±��¡¬X��¢£-ªX²}���}���5��¥�´¦��¬�±��·£$«¡�
�¡¬X�w±G£-��ª��*�y£_�
�}²J¹L�¡ª5¢£-�}�X�G�¯¬��R�}�X«b£��$£  ��²Xª¤£_�R�§��´¶*�X��¨B¬X�R¢\�X���*�¤£-�R¢*�¡¨!¢\�X�d�X�
���¡¨/¨B�¡²}²}�y����¢\�X�d��£  �$�¤£e¢
¢\���
���¦¢\�X�$�¡�X²J¹w�¡ª��
���R¾¡£e¢\�}�¡��X���G�5�G�D�§�(¢\�X�h¨�£_±�¢$¢\�¤£e¢�¢\�X�h¬X�X�}�¡�É�¡¨3ÃX�X�J¢\��²J¹  £-��¹0±��º�
��¢����¤£_���}�X�X���  �y£_�
¬X�
�®����
� Ì �5���G�"�X�_¢�±��¡��¢£-�}�É£b�X�¡�  �y£-«¡��� ¸ �¡�
��²&�
��¢ ³ �
�G�R���G±�¢\�J¾º��²J¹ Í ´Ä��h±��¡�
�¡²}²Æ£-�
�}�G�b���r±G£-�.£-²§�
�D�¡ª5¢£-�}�1£0²}�J¢
¢\²}�r�R¢\�
�¡�X«¡���h¾º���\�
�}�¡���h�¡¨u¢\�X�  £-�}�¢\�X���¡�
�  �¡¨*�µËe Q´

� UVd U����	�Vd! �_´��fW �4g `/`���$&%Y�!i=�?� I ⊆ P(R)
 k$h�

σ
�  "p/%��?��"6 Q�!i �q���?����� �?� ���! "�

# ��$&% ³ �����4� �� k�� k��$ ���k� $� k��$�� %&� �?��$^l 6 i=%&�
• ]&�?[-%&m?%\[\�h$&%^� A ⊆ 2ω

$ g �&in�!i=�?�
A+A 6∈ I �!i=%&[
%E%�o? k$��!$

X ⊆ A $ g �&i �!i=�?�

X +X 6∈ Bor[I] ³
• ]&�?[E%&m�%&[\� `f�? k[E��]8$&%^�!$ A,B $ g �\i �!i=�?�

A+B 6∈ I �!if%\[�%E%�o? k$��
X ⊆ A ��� p

Y ⊆ B $ g �&iA�!if�?�
X + Y 6∈ Bor[I]

l
� UVd U����	�Vd! �_´	��W % %^� I ⊆ P(R)

# % �
σ
�  "p/%��?� "6 Q�!i � ���?����� �?� �?�! "� # ��$^% ³

������� �? k�� k��$ �?�k�B$� k��$?� %^� ����$&l 6 i=%&� �!i=% ]&�?�k� �#"6 k��$ ����� p� Q�! "����$h��[
%M%&% g  km?�?� %&��� '

Ì � Í ∃A ∈ I A+ A 6∈ I ³
Ì Ù Í ∃A ∈ I A+ A 6∈ Bor[I] ³
Ì Ë Í ∃A,B ∈ I A+B 6∈ I ³
Ì � Í ∃A,B ∈ I A+B 6∈ Bor[I]

l
X_[
�I��]&l�ÒQ¢��§�d���X�¡¬X«¡�À¢\���¡ª��R���R¾º��¢\�¤£e¢>¢\�X���¤£-�}� 〈I,Bor[I]〉 �¤£_�d¢\�X�¯Õ����
¨B�G±�¢����¢�Õ��
�¡�����R¢�¹º´u©8��¢

X ∈ Bor[I] \ I ´ � �É±G£-�9ÃX���'£ ¸ �¡�
��²$�
��¢
B

�R¬�±��9¢\�¤£e¢
B4X ∈ I �5�¡ª�¾¦�}�¡¬��
²J¹ B 6∈ I ´X©8��¢ C ∈ I ª���£ Π1

1

�
��¢"�
¬�±��w¢\�¤£e¢
B4X ⊆ C ´¶*�X���

B\C �§��£
Σ1

1

�
��¢��"�X�§±��h�§���X�_¢��}� I ´-Òp�h�¤£-�R¢\�§±�¬X²Æ£-� ³ ¢\�X�§���
��¢��§�&¬X��±��¡¬X��¢£-ªX²}� ³�
�>�J¢�±��¡��¢£-�}����£$�����
¨B�G±�¢��R��¢
P
´ºÄ$�

P
�§�3�5�§��ÏZ�¡�}��¢�¨B�
�  B4X ³ �u�u�¤£�¾º� P ⊆ X ´

Ä(�X�_¢\�X���°£-�X�X²}�§±G£e¢\�}�¡� �¡¨h¶*�X���¡�
�  �_´�ÙÊ±��¡��±����
��� *D£-�\±�®������
���  �y£_�
¬X��£-ªX²}��
��¢���´
KML4N=OQPBOSRTOQUVP �_´��WhÄÅ�
��¢

X
�§�

• � �?[
��
 %,"6$�I � g �k� Ì X ∈ (s0) Í �}¨"¨B�¡�b��¾º���R¹ �����
¨B�G±�¢¯�
��¢
P
¢\�X���
�r��¥¦�§�R¢���£

�����
¨B�G±�¢$�
��¢
Q ⊆ P �
¬�±���¢\�¤£e¢

Q ∩X = ∅ ³
• � �?[
��
 %,"6$�I +n%���$ g [
� # � % Ì X ∈ (s) Í �}¨�¨B�¡����¾º���R¹L�����
¨B�G±�¢��
��¢ P ¢\�X���
�"��¥¦�§�R¢��
£L�����
¨B�G±�¢$�R��¢

Q ⊆ P �
¬�±���¢\�¤£e¢(���J¢\�X���
Q ∩X = ∅ ³ �¡� Q ⊆ X ´

Ä*�X�5�J¢\�J¾º�7�X�
�¡�����R¢\�}�G�(�¡¨6*D£-�\±�®������R���  �y£_�
¬X��£-ªX²}�h�R��¢��"�¤£�¾º��ª������D�R¢\¬��5�}�G�0�}�¢\�X�$²}�J¢\����£e¢\¬X�
�¡´�ÒQ¢��§�����X�y�(�w¢\�¤£e¢�¢\�X�
σ ¼ �§�5�y£-² (s0)

�§���X�_¢*±�²}�º�
�G�r¬X���5���*£-²}«¡��ªX��£-�§±
�
¬  ��´&¶*�X�§�7�§�7�X�
�¡ª¤£-ªX²J¹ ¨B�¡²}��²}�¡�
�����J¢b¨B�¡²}²}�y�(�7�y£_�
�}²J¹�¨B�
�  �R�  �¯�
�G�
¬X²J¢��h�¡¨��J�¡�� Q´
Î �}²}�}��0y�l£-��� '$�¡��£-�§�"�}� � 1y &±��¡���R¢\�
¬�±�¢d£L�
��¢

X ∈ (s0)
�
¬�±���¢\�¤£e¢

X +X 6∈ (s)
´

Ä���¢\�X���¤£-�}� 〈(s0), (s)〉 ±�²}�y£-�
²J¹·�¤£_��¢\�X�$Õ����
¨B�G±�¢"����¢uÕ��
�¡�����R¢�¹ ³ �u�(�¡ª5¢£-�}�·¢\�X�¨B�¡²}²}�y�(�}�X«X´



���������	��
������������������������������
����

117

� UVd U����	�Vd! �_´§�G¿�W
• 2 ��[M%&m?%&[��A$&%^�

A ⊆ R $ g �&i �!i=�?�
A + A 6∈ (s0)

�!i=%&[
% %�o? k$��!$
X ⊆ A

$ g �&i
�!if�?�

X +X 6∈ (s)
l

• 2 ��[ %\m?%&[\�D`��� k[ ��]D$&%^�!$
A,B ⊆ R $ g �&i �!if�?�

A + B 6∈ (s0)
�!i=%&[
% %�o? k$��

X ⊆ A ��� p
Y ⊆ B $ g �&iq�!i=�?�

X + Y 6∈ (s)
l

¶u�X�§�r£-�
«¡¬  ����¢�±G£-� £-²§�
� ª��D«¡���X����£-²}�}®��G�9¢\�Ê�
�  �°�_¢\�X��� σ ¼ �§�5�y£-²§��£-��� σ ¼£-²}«¡��ªX��£_���¤£�¾¦�}�X«d�R�  �}²Æ£-���5��ÃX�X�J¢\�}�¡����´ Î �¡���}���R¢£-��±�� ³ ¢\�X���¤£-�}� 〈(cr0), (cr)〉 �¡¨�±��  ¼�X²}��¢\��²J¹�,�£  �
��¹ ¼ ��¬X²}²3£-���Á±��  �X²}��¢\��²J¹ ,�£  �
��¹°�
¬Xª��R��¢��d�¡¨ 2ω Ì �R���0��e  Í �¤£_��¢\�X�Õ����
¨B�G±�¢d����¢�Õ��
�¡�����R¢�¹º´
� 3�� F49G7 F���� 7��
	�� 9G7�
��� <��f>I7��4F�9IJ63 ¶*�X�>�R¢£-�R¢\�}�X«¯���¡�}��¢"�¡¨��¡¬X�"�¤£-������"£_�$���}���
�X�}���R���O»t����¥X£  �X²}�	'X¢\�X���
�h��¥¦�§�Z¢�¢����  �y£_�R¬X�
�7®����
�w�
��¢�� X ³ Y �R¬�±��0¢\�¤£e¢

X + Y
�§�*�X�¡�  �y£_�R¬X��£-ªX²}�¡´�Òp��¢\�X�7�X�
��¾¦�}�¡¬����R�G±�¢\�}�¡�°���7�R�X�y�u�G��¢\�¤£e¢(«¡�J¾º���É£-��¹�¤£-�}���¡¨3�
��¢��

A,B
�
¬�±��°¢\�¤£e¢

A + B
�¤£_�(���º�
�J¢\�J¾º�  �y£_�
¬X�
���u�h±G£-�°ÃX��� X ⊆ A£-���

Y ⊆ B �
¬�±��h¢\�¤£e¢
X+Y

�§���X�¡�  �y£_�R¬X��£-ªX²}� Ì £-���h¢\�X�*£-�¤£-²}�¡«¡¬X�u¨B�¡��±G£e¢\��«¡�¡�R¹£_�7����²}² Í ´6�$�X�  £�¹ £_�
�Á�"�X��¢\�X���h���r±G£-�Ê�Z¢\�
���X«_¢\�X���.�¡¬X�7¢\�X���¡�
�  �7¢\�°�¡ª5¢£-�}�
 �y£_�
¬X�
�b®����
� Ì �¡�  �y£-«¡��� Í �R¬Xª��
��¢�� X,Y �¡¨�«¡�J¾º���Á�R��¢��

A,B
�
¬�±��D¢\�¤£e¢

A + B�¤£_�����º�
�J¢\�J¾º�*�¡¬5¢\���  �y£_�R¬X�
� Ì �§���X�¡�  �y£-«¡��� ³ �
�G�R���G±�¢\�J¾º��²J¹ Í ´�¶u�X�§��¢\¬X�
���3�¡¬5¢�¢\�>ª��¨�£-²§�
�*�(�J¢\�·£-�¯�¡ª�¾¦�}�¡¬���±��¡¬X��¢\���
��¥X£  �X²}�(�¡¨ A = Q
£-���

B = R
´�Ä(²§�
� ³ ¬X���5����Ç � ³£0���}���
�X�}���
�����R��¢

X
�R¬�±��À¢\�¤£e¢

X + X = R
�§�7£�±��¡¬X��¢\���
��¥X£  �X²}�·¨B�¡�  �y£_�R¬X�
�£-���°£L©/¬��
�}�°�
��¢*�(�J¢\��¢\�X�§�"�X�
�¡�����R¢�¹��§�(£�±��¡¬X��¢\���
��¥X£  �X²}�7¨B�¡�(±G£e¢\��«¡�¡�R¹ Ì �R���r�J�� ¨B�¡�>±��¡���R¢\�
¬�±�¢\�}�¡���>�¡¨��R¬�±��À�
��¢�� Í ´/Òp�D¢\�X�§�>�R�G±�¢\�}�¡� ³ �u�b�¡ª5¢£-�}��£w���º�R�J¢\�J¾º�·£-���Z�u���ª�¹��  ���º�
�}�X«·�R�  �7£_�X�5�J¢\�}�¡�¤£-²/�
�G�R¢\�
�§±�¢\�}�¡�����¡� A £-���

B
´

��¬X�(¬X���5���
²J¹¦�}�X«��
�¤£_±��7�"�}²}²��R¢\�}²}²&ª��
R
´B���X�h±G£-�°�y£_�
�}²J¹°�
���7¨B�
�  ¢\�X�7�X�
���¡¨ú�

¢\�¤£e¢"¢\�X�h£-�
«¡¬  ����¢��*�u�¡�
�w�}��¢\�X�hÇ*£-��¢\�¡�(�
�¤£_±��h£_�u�u��²}²O´
� �>ª���«¡�}���(�J¢\��¢\�X���
�G�R¬X²J¢��"¨B�¡� ¸ £-�}�
�7±G£e¢\��«¡�¡�R¹º´
acb L4UVdTL�e Ù�´§�/W % %&�

A,B
# %�� ��� +D%�� $C%&[�$&%^�!$ "6 Q�!i �!i=% # �� k[
%V`4[
��`�%&[\�!�Cl 6 i=%&�

�!i=%&[
% %�o� k$\� +n%��5$/%&[Y$^%^�!$
X ⊆ A

��� p
Y ⊆ B

$ g �&i �!i=�?�
X + Y

p/�I%&$ � �?� if��m?%
�!i=% # �? k[
%Z`4[
��`�%&[\�!�Cl

X_[
�I��]&l � �d�(�}²}²8�X���G��¢\�X��¨B�¡²}²}�y�(�}�X«¯²}� ¯ £�'
)1L4e e*� Ù�´�ÙfW % %^�

G ⊆ R
# % ���?��+n%�� $C%\[ l 6 i=%&� �!i=%&[
% %�o? k$�� +n%�� $C%&[ $^%^�!$

F0, F1 ⊆ G
$ g �&iq�!i=�?�

F0 + F1 = R
l

X_[
�I��]&l � �J¢\�X�¡¬5¢$²}�º�
���¡¨�«¡���X����£-²}�J¢�¹0���h±G£-�Á£_�
�
¬  ��¢\�¤£e¢ G = G+ Z
´ ¸ ¹0£

�
�¡¬5¢\�}�X�(£-�
«¡¬  ����¢ ³ ¢\�X�§�3£-²}²}�y����¬���¢\���u�¡�
���}� [0, 1]
�(�J¢\��£_�X�5�J¢\�}�¡�  �¦�w���}���Z¢\�y£_��¡¨

R
´
©8��¢

ϕ : 2ω → [0, 1]
ª���«¡�J¾º���0ª�¹r¢\�X��¨B�¡�  ¬X²Æ£

ϕ(x) =
∞∑

n=0

x(n)

2n+1
.
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¶*�X���
G′ = ϕ−1[G]

�§�"£b±�� ¼  �y£-«¡���"�R¬Xª��
��¢"�¡¨ 2ω
´5¶*��¬�� ³ ª�¹r©/� ¯ £bÙ�´�Ù�´µ���¡¨u�J�� ¢\�X���
�$��¥¦�§�R¢��*£��¤£-�R¢\�J¢\�}�¡���¡¨

ω
�}��¢\�b±��¡���
�G±�¬5¢\�J¾º�dÃX�X�J¢\�$�}��¢\���R¾¡£-²§� 〈In : n ∈ ω〉 £-���

xG ∈ 2ω
�R¬�±��0¢\�¤£e¢

G′ ⊇ {x ∈ 2ω : ∃∞n x�In = xG�In}.©/��¢
F ∗0 = {x ∈ 2ω : ∀n ∈ ω x�I2n = xG�I2n}

£-���
F ∗1 = {x ∈ 2ω : ∀n ∈ ω

x�I2n+1 = xG�I2n+1}
´ � �>�X¬5¢

F0 = ϕ[F ∗0 ]
£-���

F1 = ϕ[F ∗1 ]
´

©8��¢
z ∈ [0, 1]

£-���
y = z − ϕ(xG)

´ Î �J¥ y∗ ∈ 2ω
�R¬�±��É¢\�¤£e¢

ϕ(y∗) = y
´ � �

�5��ÃX�X�
x∗0 ∈ F ∗0

£-���
x∗1 ∈ F ∗1

£_�"¨B�¡²}²}�y�(� '

x∗0�In =

{
y∗�In

¨B�¡�
n
�¦�X� ³

x∗G�In
¨B�¡�

n
��¾º��� ³

x∗1�In =

{
x∗G�In

¨B�¡�
n
�¦�X� ³

y∗�In
¨B�¡�

n
��¾º���8´

ÒQ¢(�§�*�y£_�R¹r¢\�¯±��X�G±��r¢\�¤£e¢
ϕ(x∗0) + ϕ(x∗1) = ϕ(y∗) + ϕ(xG) = y + ϕ(xG) = z.

,*��¢\¬X�
�X�}�X«L¢\�b¢\�X�$�X�
���¡¨&�¡¨&¶u�X���¡�
�  Ù�´§� ³ ÃX�\�Z¢u�¡ª��
���R¾º�$¢\�¤£e¢u�u�d±G£-��£_�\�R¬  �¢\�¤£e¢
A,B

£-�
�L±�� ¼  �y£-«¡����´!Òp���5���G� ³ ²}��¢$¬��$±��¡���
�§�5��� A′ = A + Q ³ B′ = B + Q
´

Òp¨>���Á±G£-�'ÃX���  �y£-«¡�����
��¢�� X ′ ⊆ A′
£-���

Y ′ ⊆ B′
�
¬�±��4¢\�¤£e¢

X ′ + Y ′
�§�

�X�¡�  �y£_�
¬X��£-ªX²}� ³ �����X¬5¢ Xq = X ′ ∩ (A + q) ³ Yq = Y ′ ∩ (B + q) ³ ¨B�¡� q ∈ Q ´¶*�X���4¢\�X���
�Á��¥¦�§�Z¢
p, q ∈ Q �R¬�±��4¢\�¤£e¢

Xp + Yq
�§�r�X�¡�  �y£_�R¬X��£-ªX²}�¡´ � �Á�X¬5¢

X = Xp − p
£-���

Y = Yq − q
´

Ä��\�R¬  �}�X«L¢\�¤£e¢ A,B £-�
�7±�� ¼  �y£-«¡��� ³ �u�7£-�X�X²J¹�©/� ¯ £¯Ù�´�Ù7¢\� G = A ∩B ´� �d�¡ª5¢£-�}�  �y£-«¡���"�R��¢�� F0 ⊆ A
£-���

F1 ⊆ B
�R¬�±���¢\�¤£e¢

F0 + F1 = R
´XÚ��y� �u�

£-�X�X²J¹�¶*�X���¡�
�  �_´�Ù7¢\�
F0

£-���
F1

¢\�¯�¡ª5¢£-�}�
X

£-���
Y
£_�*�X���G�5�G�!´

� UVd U����	�Vd! Ù�´oË�W ��g `C`f�?$&% �!i=�?�8�A$&%^�
A ⊆ R i=��$Y�!i=% # �� k[
% `4[
��`�%&[&�!� �?��p

A+A
 k$Z� ��� +D%�� $C%&[^l 6 i=%&�q�!if%\[�%c%
o? k$\�!$8� +n%�� $C%\[ $^%&�

X ⊆ A $ g �&i �!i=�?�
X+Xp/�I%&$-� �?� i=�?m�%h�!i=% # �� k[
%Z`4[
�\`f%&[&�!�Cl

X_[
�I��]&l�Òp¨
A
�§�  �y£-«¡���L���0�R�  �X²J¹Ø£-�X�X²J¹1Ç��¡�
�¡²}²Æ£-�R¹ �_´43¦´�Òp¨(�X�_¢ ³ ¨B�
�  ¢\�X�

�X�
��¾¦�}�¡¬��h¢\�X���¡�
�  �u�·«¡��¢h¢��u�  �y£-«¡���b�
��¢�� X0,X1 ⊆ A
�
¬�±�� ¢\�¤£e¢

X0 + X1�§�7�X�¡�  �y£-«¡����´�¶u�X��� X ′ = X0 ∪ X1 ⊆ A
�§�  �y£-«¡���h£_������²}²�£-��� X ′ + X ′

�§�
�X�¡�  �y£-«¡����´�Ú(�y�l£-�X�X²J¹°Ç��¡�
�¡²}²Æ£-�R¹À�_´43b¢\�

X ′
´

Ú(�y� �u�0£-�
�0«¡�¡�}�X«Á¢\�À�X�
�y¾º�0¢\�X�°£-�¤£-²}�¡«¡¬X�0�¡¨$¶*�X���¡�
�  Ù�´§��¨B�¡�  �y£_�
¬X�
�¡´¶*�X�h�X�
���¡¨3�§�  �¡�
�h±��  �X²}�§±G£e¢\�G�°¢\�¤£-�D¨B�¡�$±G£e¢\��«¡�¡�R¹º´ � �7�(�}²}²&¬��
�7¢\�X�h¨B�¡²}²}�y�(�}�X«
¢\�X���¡�
�  ´

acb L4UVdTL�e Ù�´µ� Ì Ç*£-�
²§�
�¡� ³ �tÙy  Í W % %^� M |= ZFC
��� p � %&�

c ∈ R # % � , �?i=%&�
[
%��?� ��m?%&[

M
l 6 i=%&�  k�

M [c]
�!i=%&[
%n%�o? k$��!$M� ] g �k� +n%���$ g [�%h$^%&�

D ⊆ R $ g �&i �!i=�?�

∀t ∈ R |(t+D) ∩ (R)M | ≤ ω l
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¶u�X�d¨B�¡²}²}�y�(�}�X«L¨�£_±�¢*¨B�¡²}²}�y����¨B�
�  ©/� ¯ £hh�¡¨�� 3e /£_������²}²/£_��¨B�
�  ©/� ¯ £hË�¡¨*�J�yÙy Q´
)1L4e e*� Ù�´21fW 2 ��[E%&m?%&[�� +n%���$ g [�% 
I%&[
�M$&%^�

N ⊆ R �!i=%&[
% %
o? k$\�!$c�8`�%\[!]&%��^�6$&%^�

P ⊆ R $ g �\i �!i=�?�
0 ∈ P ��� p

P +N ∈ N l

acb L4UVdTL�e Ù�´43�W % %&�
A,B

# %�+n%���$ g [
� # � %c$^%^�!$*"6 Q�!i `���$� Q�! km�% +n%���$ g [�% l 6 i=%&�
�!i=%&[
%M%�o? k$�� � g �k�B$&%^�!$

X ⊆ A ��� p
Y ⊆ B $ g �&iA�!i=���

X + Y
 k$-� ����+n%���$ g [
� # � %Il

X_[
�I��]&l�¶*�X�D�X�
���¡¨��§��£-�¤£-²}�¡«¡�¡¬��r¢\� ¢\�X�Á±G£e¢\��«¡�¡�R¹'±G£_�
�¡´ � �D�¡�X²J¹9�X���G�4¢\�
�X�
�y¾º�h£ Ì �u�y£-�¡��� Í £-�¤£-²}�¡«¡¬X�7�¡¨�©/� ¯ £¯Ù�´�Ù�´

)1L4e e*� Ù�´��fW 2 ��[j%&m?%&[��-$^%&�
G ∈ N ∗ �!i=%&[
% %�o� k$\�!$ � +D%���$ g [
% 
 %&[
� $^%^�

H ⊆ G$ g �&iA�!i=���
H +H

i=��$6] g �k��+D%���$ g [
%Il
X_[
�I��]&l � �J¢\�X�¡¬5¢h²}�º�\�>�¡¨u«¡���X����£-²}�J¢�¹À���·±G£-�Ê£_�
�
¬  ��¢\�¤£e¢ G + Q = G

£-���
G = −G ´�©/��¢ M ª��7£L±��¡¬X��¢£-ªX²}��¢\��£-���R�J¢\�J¾º�  �¦�5��²8�¡¨ ZFC∗

�R¬�±���¢\�¤£e¢
G ∈M

Ì �X�
�G±��§�
��²J¹ '/�u�·£_�
�
¬  ��¢\�¤£e¢ G �§�7£r¨B¬X²}²  �y£_�
¬X�
� ¸ �¡�
��²��
��¢h±��¦�5�G�À�}� M Í ´&©/��¢
P ∈M ª��7£L�����
¨B�G±�¢��
��¢(�
¬�±���¢\�¤£e¢

0 ∈ P £-���
(R \G)− P ∈ N ´� �¡�
���}�X«Ê�}�

M ³ ±��¡���
�§�5���w¢\�X�É�
��¢ ⋂
p∈P (G − p) ⊆ G

´ ¸ ¹Ø¢\�X�É±��X�¡�§±��D�¡¨
P
¢\�X�§���
��¢��¤£_�L¨B¬X²}²  �y£_�
¬X�
� ³ �
�É����±G£-�.ÃX���1£D¨B¬X²}²  �y£_�
¬X�
� ¸ �¡�
��²"�R��¢ G̃ ⊆⋂
p∈P (G−p) ⊆ G ´=�$ª��
���R¾º�"¢\�¤£e¢�¨B�¡����¾º���R¹ p ∈ P �u�"�¤£�¾º�

p+ G̃ ⊆ G ´�Òp���5���G� ³�}¨
x ∈ G̃ ¢\�X���

x ∈ G− p �
� p+ x ∈ G ´4*°�¡�
���y¾º��� ³ ¨B�¡�(£bÃ5¥¦�G� p ∈ P ∩M ¢\�X�§�
�X�
�¡�����R¢�¹��¡¨�¢\�X�7�R��¢��

G̃,G
�X�¡²§�X�*�}�0��¾º���R¹�«¡���X���
�§±���¥�¢\�����
�}�¡�°�¡¨

M
´

©8��¢
c ∈ R ª���£ÁÇ��¡�X���.�
�y£-²��y¾º���

M
´ � �¡�
���}�X«Á�}�

M [c] ³ ²}��¢ D ∈ N ∗ ª��£_�d�}�Á¶u�X���¡�
�  Ù�´µ�X´ � �b�X¬5¢
H0 = G \D £-���

H1 = GM = G ∩ (R)M
´ ¸ �_¢\�

�
��¢��u�¤£�¾º�  �y£_�R¬X�
�>®����
� ³ ¢\�X�>ÃX�\�Z¢�£_�"£L�5�������
����±����¡¨/¢��u�L¨B¬X²}²  �y£_�R¬X�
���
��¢�� ³ ¢\�X��
�G±��¡���Ê£_�b£0�
¬Xª��R��¢b�¡¨
(R)M

�(�X�§±�� �§�7���X�y�(��¢\�D�¤£�¾º�  �y£_�R¬X�
�·®����
�D�}� M [c]
Ì �
���w�J��  Í ´� �*�"£-��¢�¢\�h�
�X�y�9¢\�¤£e¢ Ì �}� M [c] Í ¢\�X���
��¢ H0 +H1 = {t ∈ R : (t+H0)∩H1

6= ∅} �¤£_�$¨B¬X²}²  �y£_�R¬X�
�¡´ �$ª��R���R¾º�b¢\�¤£e¢d¨B�
�  ¢\�X��±��X�¡�§±��L�¡¨
D
£-���

H1
���b�¤£�¾º�

{t ∈ R : (t+G) ∩H1 ≥ ω1} ⊆ {t ∈ R : (t+H0)∩H1 6= ∅} ³ �R���J¢*�§�"�R¬��·±��}����¢¢\�·�R�X�y� ¢\�¤£e¢"¢\�X�>ÃX�\�R¢��
��¢"�¤£_�"¨B¬X²}²  �y£_�
¬X�
�¡´¶&�·�R����¢\�X�§� ³ Ã5¥ x ∈ G̃M = G̃ ∩M £-����¢£-�¡�b£-��¹
t ∈ x− G̃ ´ �$ª��R���R¾º��¢\�¤£e¢

x ∈ (t+ G̃)∩GM ³ �
�L¨B�¡����¾º���R¹ p ∈ PM ���d�¤£�¾º�
x+ p ∈ (t+G)∩GM ´5¶*��¬��

x + PM ⊆ (t + G) ∩ GM ´/Ä��
M [c] |= |PM | > ω ³ ¢\�X�§���
�X�y�(�d¢\�¤£e¢�¨B�¡�>��¾º���R¹

t ∈ x− G̃ ¢\�X�h�R��¢
(t+G) ∩H1

�§�u¬X��±��¡¬X��¢£-ªX²}� ³ �
�
H0 +H1 = {t ∈ R : (t+H0) ∩H1 6= ∅} ⊇ {t ∈ R : (t+G) ∩H1 ≥ ω1}

⊇ x− G̃ ∈ N ∗.
Î �}�¤£-²}²J¹ ³ ���7�X¬5¢ H = H0 ∪H1

´����X²Æ£-�
«¡�}�X«
H

�}¨��X�G±��G�\��£-�R¹����  £�¹�£_�\�R¬  �¢\�¤£e¢(�J¢"�§� ¸ �¡�
��²&£-���
Q ¼ �}��¾¡£-�
�Æ£-��¢ ³ �O´µ�¡´ Q+H = H

´�Ç�²}�y£-�
²J¹
H +H

�§�(£-�¤£-²J¹�¢\�§±
£-���

Q ¼ �}��¾¡£-�
�Æ£-��¢ ³ ¢\��¬�� M [c] |= H + H ∈ N ∗ ´!Ä����¤£�¾¦�}�X«����º�R�J¢\�J¾º�  �y£_�R¬X�
�b�§�
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£
Σ1

1

�X�
�¡�����R¢�¹ �¡¨"£�±��¦�5�w�¡¨"£-�Ê£-�¤£-²J¹�¢\�§±w�
��¢ Ì ª�¹À¢\�X�w½��¡�����-×�¶&¬X«¡¬��·¢\�X���¡�
� £-�X�X²}�}�G��¢\�w£b¬X�X�J¾º���\��£-²
Σ1

1

�R��¢ ³ �
���w��e  Í ³ £-²§�R�¯�}� V
���>�¤£�¾º�

H +H ∈ N ∗ ´¶u�X�§�"±��  �X²}��¢\�G�u¢\�X���X�
���¡¨��¡¨�¶u�X���¡�
�  Ù�´43¦´
� UVd U����	�Vd! Ù�´	��W ��g `/`���$&%A�!i=���

A ⊆ R  k$A� +n%���$ g [
� # � % $^%^� l 6 i=%&� �!i=%&[
%
%�o? k$��!$ � +n%���$ g [
% 
 %&[
�n$&%^�

X ⊆ A $ g �&iq�!if�?�
X +X

 k$c���?� +n%���$ g [
� # � %Il
X_[
�I��]&l�Ä��¤£-²}�¡«¡�¡¬��*¢\��¢\�X���X�
���¡¨��¡¨�Ç��¡�
�¡²}²Æ£-�R¹°Ù�´oË¦´
� L4e �Vd�� Ù�´§�/Wb¶*�X�Á�X�
���¡¨b�¡¨b©8� · £.Ù�´��Ê�
���  �r¢\�Øª��É¢\���9±��  �X²}�§±G£e¢\�G�±��  �¤£-�
�G�w�(�J¢\��©/� ¯ £bÙ�´�Ù�´ � �$�¤£�¾º�$�X�_¢*ª������0£-ªX²}�$¢\�b«¡�J¾º�>£h�
�  �X²}����«¡���X����£-²£-�
«¡¬  ����¢G´Òp�Ø�¤£-�R¢\�§±�¬X²Æ£-�·���0±��¡¬X²§�Ø�X�_¢·ÃX���9£-��¹Ê¾¡£-�
�Æ£e¢\�}�¡�9�¡¨>���}���
�X�}���
���O»t�r£-�
«¡¬  ����¢¨B�
�  �J���_ ¤�(�X�§±����u�¡¬X²§���u�¡�
�L�}�¯¢\�X�§��±G£_�
�¡´¦¶&��«¡�J¾º�d£-�·��¥X£  �X²}�(�¡¨  �y£_�R¬X�
�(®����
��
��¢��
X,Y

�
¬�±��D¢\�¤£e¢
X + Y

�§���X�¡�  �y£_�
¬X��£-ªX²}� ³ ���}���
�X�}���
���3±��¡���R�§�5���\��£ �$£  ��²ª¤£_�
�§�>�(�X�§±����¤£_�  �y£_�
¬X�
�¯®����
�X´ �(��ÃX���X�h�R¬�±��Ê£�ª¤£_�R�§�b£_�7£  £e¥¦�  £-²3²}�}�X�y£-�
²J¹�}���5���������5����¢*�
¬Xª��
��¢��¡¨/£  �y£_�R¬X�
�(®����
�b�
��¢ N �
¬�±��¯¢\�¤£e¢
N +N = R

´�¶��b£_��£-�5¢
¢\�X�§�$£-�
«¡¬  ����¢�¨B�¡�(�¡¬X�(�X¬X�
���º�R�G� ³ ���>�u�¡¬X²§�0�X���G� N ¢\�·ª��b£��R¬Xª��
��¢$�¡¨3£�«¡�J¾º���
¨B¬X²}²  �y£_�R¬X�
�*�
��¢ G � ªX¬5¢�¢\�X�§���§����¾º���¯�Z¢\�
�¡�X«¡����¢\�¤£-�L¢\�X�u²}� ¯ £*�u�*£-�
�u�X�
�y¾¦�}�X«X´Ä �R�  �}²Æ£-���X�
�¡ªX²}�  £-�X���y£-�\���(�X���·�¡�X�"¢\�
�}�G��¢\�  �¦�5�}¨Æ¹L¢\�X�d£-�
«¡¬  ����¢���¨B�
�  �µËe Q´

Ç��¡�
�¡²}²Æ£-�
�}�G�$Ù�´	�¯£-���°Ù�´oËL�
���  ¢\��«¡�J¾º��¬���¢\�X��¨B¬X²}²8�X�§±�¢\¬X�
�>�(�X���0±��¡���
�§�5���
�}�X«
£-²}«¡��ªX��£-�§±7�
¬  �u�¡¨&¢\�X�>¨B�¡�  A+A

´�Òp�0¶u�X���¡�
�  �(Ù�´§�7£-���DÙ�´43h���7£_�
�
¬  �d¢\�¤£e¢ª��_¢\�À�
��¢��
A,B

±��¡���R�§�5���
�G� £-�
�L���º�R�J¢\�J¾º� Ì �X�¡�  �y£-«¡���d�¡�$�¡¨����º�
�J¢\�J¾º�  �y£_�
¬X�
� Í ´�$¨3±��¡¬X�\�
� ³ �}¨3ª��_¢\�É�R��¢��d£-�
�  �y£-«¡��� Ì ¨B�¡�$±G£e¢\��«¡�¡�R¹ Í �¡�(��¬X²}² Ì ¨B�¡�  �y£_�
¬X�
� Í ¢\�X���¶*�X���¡�
�  �_´�Ù>«¡�J¾º�G��¬���¢\�X�$��£  ��±��¡��±�²}¬��R�}�¡�8´X¶*�X���
�(�
�  £-�}��� ³ �X�y����¾º��� ³ ¢\�X��±G£_�
��(�X����ª��_¢\�0�R��¢��(£-�
�  �y£_�
¬X��£-ªX²}� Ì �¡�*�¤£�¾º�d¢\�X� ¸ £-�}�
���X�
�¡�����R¢�¹ Í ªX¬5¢"�¡�X²J¹r�¡�X�>�§����º�
�J¢\�J¾º�¡´�¶u�X�7�¡ª�¾¦�}�¡¬�����¥X£  �X²}�7�¡¨ A = Q
£-���

B = R
�
�X�y�(�"¢\�¤£e¢(�u���X���G��¢\�

£_�\�R¬  �>¢\�¤£e¢$ª��_¢\�D�
��¢��$£-�
�7²Æ£-�
«¡�h�}�°�
�  �7�
�����
�¡´�ÒQ¢(�§�$£��
�y£_�R�¡�¤£-ªX²}�L±��¡�_ÏZ�G±�¢\¬X�
�¢\�¤£e¢L�J¢L�§�h���X�¡¬X«¡�Ê¢\�À£_�
�
¬  �w¢\�¤£e¢L�¡�X�w�¡¨*¢\�X���
��¢��b�§�h���º�R�J¢\�J¾º�0£-��� ¢\�X�r�_¢\�X���±��¡��¢£-�}���$£b�����
¨B�G±�¢$�
��¢G´�¶*�X�§�  �_¢\�J¾¡£e¢\�G�*¢\�X��¨B�¡²}²}�y�"�}�X«·Â�¬X�G�R¢\�}�¡����´
��� L	� RBOQUVP �/W���¬X�X���º�R�¯¢\�¤£e¢

A ⊆ R �§�7£��X�¡� ¼  �y£-«¡���7�
��¢>�(�J¢\�Á¢\�X� ¸ £-�}�
��X�
�¡�����R¢�¹ £-���
P
�§�>�����
¨B�G±�¢G´V'$��¢\�X���
�·��¥¦�§�R¢  �y£-«¡���7�R��¢�� X ⊆ A

£-���
Y ⊆ P�
¬�±���¢\�¤£e¢

X + Y
�§�*�X�¡�  �y£-«¡����


��� L	� RBOQUVP ÙfWL��¬X�X���º�
�D¢\�¤£e¢
A ⊆ R

�§�r£  �y£_�
¬X��£-ªX²}�É�R��¢w�"�J¢\�4���º�R�J¢\�J¾º�
 �y£_�
¬X�
�Á£-��� P

�§�·�����
¨B�G±�¢G´ '$� ¢\�X���
�D��¥¦�§�Z¢  �y£_�
¬X�
�D®����
�Ê�R��¢��
X ⊆ A

£-���
Y ⊆ P �R¬�±���¢\�¤£e¢

X + Y
�§�*�X�_¢(��¬X²}²�


,*�G±G£-²}²$£-²§�
��¢\�¤£e¢·�J¢·�§�¯�X�_¢·¢\�
�J¾¦�Æ£-²*¢\� �X�
�y¾º��¢\�¤£e¢w¨B�¡�¯��¾º���R¹1�����
¨B�G±�¢r�R��¢
P¢\�X���
�¯��¥¦�§�Z¢��h£ Ì ±�²}�º�R�G� Í  �y£_�R¬X�
�¯®����
�0�R��¢ H �
¬�±��Á¢\�¤£e¢

P + H = R Ì �
���°� 3e  Í ´¶*�X�§���
�G�R¬X²J¢  £�¹Á�
¬X«¡«¡�G�R¢7¢\�¤£e¢L£ ���  £e¢\�J¾º�w£-���Z�u���\��¢\��¢\�X�G�
�wÂ�¬X�G�Z¢\�}�¡���L£-�
�¯¢\�ª��d��¥¦���G±�¢\�G�!´¤Ä �¤£e¢\¬X��£-²�£e¢
¢\�  �5¢(£e¢"�R¬�±��°£-�0£-���R�����u���¡¬X²§�rª��d¢\�L±��¡���R¢\�
¬�±�¢ H£_�"£b�
¬Xª��R��¢"�¡¨�£h«¡�J¾º�������º�R�J¢\�J¾º�7�
��¢
A
�¦�J¢"�§���X�_¢(±�²}�y£-� ³ �X�y����¾º��� ³ �X�y� ¢\�  �¦�5�}¨Æ¹¢\�X���X�
���¡¨�¨B�
�  � 3- /¨B�¡�*¢\�X�§�*�X¬X�
���º�
�¡´
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� 3��YF�9G7�� 	 7C> 	?3 �$�X�  �}«¡��¢�£_�
�r�"�X��¢\�X���$�R�  �h£-�¤£-²}�¡«¡�¡¬����
�G�R¬X²J¢��$£-�
��¢\�
¬X�¨B�¡�·¢\�X�Á£-²}«¡��ªX��£ �¡¨ ¸ �¡�
��²$�
��¢���´ ���\���º�r£-��� ��¢\�¡�X�D�}�Û� �y >£-��� ³ �}���5���������5����¢\²J¹ ³
,"�¡«¡���\�u�}�À�J�GË- !«�£�¾º��£-����¥X£  �X²}�d�¡¨8¢��u� ¸ �¡�
��²8�R��¢����"�X�º�
��£-²}«¡��ªX��£-�§±>�R¬  �§�u�X�_¢
¸ �¡�
��²O´X¶u�X�§��¢\�¡�X�§±��"£_�u£-²§�R��±��¡���
�§�5���
�G���
�G±�����¢\²J¹wª�¹�Ç��§±��X�¡�0£-����È�£_�R�}���
���!�}���µËe Q´

��ª�¾¦�}�¡¬��
²J¹ ³ �}¨8�
��¢�� A,B £-�
� ¸ �¡�
��² ³ �X�¡�X�  �5¢�¹ ³ £-���·�¡�X���¡¨!¢\�X�  �§��¬X��±��¡¬X��¢ ¼£-ªX²}��¢\�X���.¢\�X���
�0��¥¦�§�Z¢
X ⊆ A

£-���
Y ⊆ B

�
¬�±��.¢\�¤£e¢
X + Y

�§�L�X�_¢ ¸ �¡�
��²O´
Ä$�
�
¬  �}�X«r¢\�¤£e¢ B �§�d¬X��±��¡¬X��¢£-ªX²}� ³ �R�  �X²J¹°¢£-�¡� X = {x} ¨B�¡��£-��¹ x ∈ A £-���
Y
£-��¹��X�¡� ¼ ¸ �¡�
��²��R¬Xª��
��¢(�¡¨ B ´�Ö$�
�}�X«¯¶*�X���¡�
�  �_´�Ùh�u��±G£-�°£-²§�
�·�
�X�y�
�Zd U	�4U �IOSRBOQUVP Ë¦´§�/W 2 ��[q%&m?%&[�� g ����� g �4� � # � %A$&%^�

A ⊆ R �!i=%&[
% %�o? k$��!$ � $&%^�

X ⊆ A $ g �&iq�!if�?�
X +X

 k$c����� �����������! "�Il
X_[
�I��]&l�¶*�X�>�¤£-�}� 〈[R]≤ω,Σ1

1〉
�¤£_�*¢\�X�7Õ����
¨B�G±�¢d����¢�Õ��
�¡�����R¢�¹º´

¶u�X�  £-�}�w�5�§��£_�¦¾¡£-��¢£-«¡�d�¡¨!¢\�X�§���X�
�¡���º�R�J¢\�}�¡���§��¢\�¤£e¢u�J¢��5���G���X�_¢�«¡�J¾º�$¬���£-��¹�}�X¨B�¡�  £e¢\�}�¡���¡�w¢\�X�>�5�G�
±��
�}�5¢\�J¾º��±��  �X²}��¥¦�J¢�¹w�¡¨ X ³ ��¾º�����}¨8���>£_�\�R¬  ��¢\�¤£e¢ A �§�
¸ �¡�
��²O´B�$�X�  �}«¡��¢ ³ �X�y�u��¾º��� ³ ±��¡�_ÏZ�G±�¢\¬X�
�h¢\�¤£e¢$¨B�¡�(��¾º���R¹°�¤£-�}� A,B �¡¨�¬X��±��¡¬X��¢ ¼£-ªX²}� ¸ �¡�
��²&�R��¢��*¢\�X���
����¥¦�§�R¢ ¸ �¡�
��²

X ⊆ A £-���
Y ⊆ B �
¬�±���¢\�¤£e¢

X + Y
�§�*�X�_¢

¸ �¡�
��²O´ � �¯�R�X�y� ¢\�¤£e¢>¢\�X�§�>�§�d�X�_¢�¢\�X�¯±G£_�R�¡´V��¬X�7£-�
«¡¬  ����¢7�§�d²Æ£-�
«¡��²J¹Á�}���R�X�}�
�G�ª�¹0£-�
«¡¬  ����¢��"�¡¨V,"�G±I.O£�� ¨B�
�  �J�yÙe  Ì �R�  �}²Æ£-�(£-�
«¡¬  ����¢���£-�
�h£-²§�R�·¬��R�G���}� �µËe  Í ´
�Zd U	�4U �IOSRBOQUVP Ë¦´�ÙfW 6 i=%&[
%n%�o? k$��!$Y� `f%&[!]&%��^��$&%^�

P ⊆ R $ g �\i �!if�?� ]&��[M%&m?%&[��
`��� k[M��] # ��[
%^�B$^%^�!$

A,B ⊆ P
�!if% $&%^�

A+ B
 k$ # �?[
%^� l + �A`f�?[\�! "� g � ��[ ³ ]&��[M%&m?%&[��# �?[
%^�

A ⊆ P �!i=% $&%^�
A+ A

 k$ # ��[
%^� l
X_[
�I��]&l�©/��¢

P ⊆ R
ª��É£Á�����
¨B�G±�¢��
��¢w²}�}�X�y£-�
²J¹Ø�}���5���������5����¢��y¾º���

Q
´�ÒQ¢·�§�

£  £e¢
¢\���¯�¡¨d�R�  �X²}�0±G£-²§±�¬X²Æ£e¢\�}�¡�9¢\�¤£e¢¯¨B�¡�w£-²}²"�¤£-�}�\� 〈p0, q0〉 ³ 〈p1, q1〉
�}�
P 2 ³ �}¨

p0 + q0 = p1 + q1
¢\�X���0���J¢\�X��� 〈p0, q0〉 = 〈p1, q1〉 ³ �¡� 〈p0, q0〉 = 〈q1, p1〉

´
©8��¢

C∗ = {〈p, q〉 ∈ P 2 : p ≤ q} £-��� C∗ = {〈p, q〉 ∈ P 2 : p > q} ´�Òp¨
A,B ⊆ P £-�
� ¸ �¡�
��² ³ ¢\�X���
A+B = {a+ b : 〈a, b〉 ∈ (A×B) ∩ C∗} ∪ {a+ b : 〈a, b〉 ∈ (A×B) ∩ C∗}.Ä$��¢\�X�"¨B¬X��±�¢\�}�¡� 〈p, q〉 7→ p+q

�
�G�R¢\�
�§±�¢\�G��¢\�
C∗ ³ £_�3�u��²}²¤£_��¢\� C∗ ³ �§�(� ¼ � ³ A+B�§�u¢\�X��¬X�X�}�¡�°�¡¨&¢����°� ¼ ��±��¡��¢\�}��¬X�¡¬��(�  £-«¡�G�*�¡¨ ¸ �¡�
��²&�
��¢�� ³ ¢\��¬�� ¸ �¡�
��²O´
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