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Sommaire. On se propose de retrouver, via des méthodes d’inspiration analytiques
basées sur 'utilisation de formules de représentation intégrale attachées & des applications
holomorphes propres d’un ouvert de C™ dans C”, les formules de Jacobi généralisées
obtenues par C. A. Berenstein, A. Vidras et A. Yger ; le fait de disposer de telles preuves
(basées sur un raisonnement limité au cadre strictement affine et ne nécessitant pas le
recours & une compactification) autorise 'extension de ces résultats au cadre singulier
(a 'infini), ou plus généralement & un cadre transcendant.

1. Introduction. Si a € C" et fy,..., fn, h sont des fonctions holo-
morphes en n variables au voisinage de a, on rappelle la définition du résidu
de Grothendieck (au point a) de la forme

B(Q)dCy A -+ A dGn = hdC

relativement au systéeme (f1,..., f,); on définit ce résidu comme (voir par
exemple [11, 18, 2])

(—1)™M=1D/2(p — 1)! S

Rest., [hd(] := iy

h(¢) £2¢(C),

[¢—all=e

ot la (n,n —1) forme {24 est un représentant de I'image de [d(/fi - -- fn] via
I’isomorphisme de Dolbeault, soit

_ > et (1)E T frdfyg A dC

2 )
£ ("
avec
n
dfy = )\ dfy,
j=1
J#k
et o > 0 est choisi suffisamment petit pour que les fonctions f1,..., fu, h
soient holomorphes au voisinage de By, (a,0) := {¢ € C"; || — a|| < o} et
que a soit le seul zéro commun a fi, ..., f, dans cette boule fermée. Notons
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que lon a aussi, pour presque tout choix de €1,...,&, > 0 (assez petits),
1 h(¢) d¢
Resy., [Rd(] = — )
f@{ d (QZW)HIS fio o fn

ol la chaine semi-analytique

I, = {‘f1| = €1y -y |fn’ :gn}

est équipée de orientation qui fait de d(arg f1) A --- A d(arg f,,) une forme
différentielle positive sur le support de cette chaine.

La notion de résidu local se transpose en une notion globale sur les
variétés analytiques complexes. Soient X' et X’ deux variétés analytiques
complexes de dimension n, avec X C X’ et X’ compacte, et D1,...,D, n
diviseurs effectifs au voisinage de X dans X’, tels que Dy N---ND,, définisse
un cycle de dimension 0 et de support fini dans X. Si w est une (n,0)
forme méromorphe dans X et de lieu polaire le long du support du diviseur
Dy + -+ 4+ D, on introduit la notion de résidu local de la forme w relative-
ment au diviseur D := D; + ... + D, en un point p du support du cycle

DinN...NDy, :si fi,..., [, sont des équations locales (rapportées a un
systeme de coordonnées locales ¢ centré en p) pour les diviseurs Dy, ..., D,
au voisinage de p et si w s’écrit dans ce méme systeme
hd¢
T Al ot
1 n
avec vy, ...,V € N et h holomorphe au voisinage de 0, alors

hd(¢
ReS’D;p |:V1+1—1/n+1:| = ReSfVJrl;O [th},
LA 4
ol fz/Jrl — ( {/14—1 funJrl)
: s [ .
Si V' désigne une surface de Riemann compacte, D est un diviseur sur V,
et w une 1-forme méromorphe, a poles le long du support de D, alors

Z Resp,y [w] = 0.

pE|D
Ceci résulte immédiatement du théoreme de Stokes ; notons d’ailleurs que si
X est une courbe algébrique complete (méme singuliere) sur C, de corps de
fonctions C(X), et w un élément de Q(é()()/c’ on a encore (voir [12, p. 264])
la formule

le résidu local de w au point p étant ici entendu au sens de Serre [17].
Dans le cas de X = P"(C), on sait depuis Jacobi [13, 14] que si Dy, ..., D,
sont n diviseurs dont les supports s’intersectent proprement dans P"(C) et
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si w est une (n,0) forme méromorphe sur P*(C) de lieu polaire inclus dans

I'union des supports des diviseurs Dj, j = 1,...,n, alors
E Resp, +..+D,;p [w] = 0.
p€E|D1N---NDy|

Si les n diviseurs ne s’intersectent que dans C™ et correspondent aux cycles
associés aux idéaux homogenes (P;(Xo,..., X)), j =1,...,n, alors, si

pj(le- . ,Xn) = f)j(l,Xl, e ,Xn),

on a

Z Resp.q [qdC] =0
ae{p1(Q)=-=pn({)=0}

des que degg < degpi +---+degp, —n — 1.

On trouve dans [6] une transposition de ce type de résultats au cas ou
lespace projectif P™(C) se trouve remplacé par P (C), w désignant un choix
de poids. Plus généralement, les résultats de Jacobi ont été transposés au
cadre ou X’ est une variété torique lisse et complete par A. Khovanskii [15]
(voir aussi [8]). Dans [20], [21], on donne un moyen de calculer des sommes
completes de résidus dans T™ sous des hypotheéses concernant la géométrie
des polyedres Ay, ..., A, auquels est associée la construction de la variété
torique (voir aussi [10] et [9]).

Dans [5], [3], [19], figurent des résultats étendant ceux de Jacobi ou Kho-
vanskil au cadre ou X est cette fois un ouvert affine d’une variété algébrique
projective (par exemple C" ou (C*)™ = T™). On se propose ici de les retrou-
ver en ne raisonnant que dans le cadre affine, c’est-a-dire sans recours a une
compactification (en 'occurrence, dans les exemples qui nous intéressent,
P*(C) ou X(A1+---+A4,)) de I'ouvert dans lequel on travaille. Ceci s’avérait
nécessaire pour envisager, comme dans [4], I'extension de ces théorémes au
cadre “relatif”, ou X est cette fois une sous-variété algébrique affine de di-
mension pure, mais cette fois éventuellement singuliere, de C™ ou T". De tels
résultats, du fait que I’on dispose maintenant, avec les énoncés des théoremes
1 et 2, d’énoncés et de preuves d’obédience analytique, s’étendent au cadre
des variétés analytiques plus générales et pourraient permettre de formuler
dans un cadre transcendant des résultats jusque la énoncés dans le cadre
algébrique.

2. Une premiere formule de Jacobi. Avant d’énoncer notre premiere
formule de Jacobi, donnons quelques définitions.

Soit U un domaine de C™; on appelle fonction d’exhaustion de U toute
fonction ¢ de classe C' de U dans ]0, +oo[ telle que, pour tout R > 0,
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U(¢; R) := ¢~ 1(]0, R[) soit un ouvert relativement compact dans U, et que
U=|]JU(¢;R).
R>0

Etant donné une telle fonction d’exhaustion ¢ de U et une fonction ¢ de U
dans [0, +oo[, on note

My(1; R) = CeUfz(Iz)SRw(C), me(Y; R) = CGU;ig(fO:Rw(C).

Pour tout sous-ensemble 7 de {1,...,n} et pour tout R > 0, on note
U(¢; R; J) ouvert borné de R™ constitué des points de la forme

(ag,1(¢), ... agn(()) € R"
avec ( € U(¢; R) et
Re(; sijeJ,
Im(; sinon.

00~ {

Pour tout sous-ensemble J de {1,...,n}, on note aussi ws la n-forme
différentielle réelle

wy(¢) = /\ dag;(Q).
j=1

Nous sommes en mesure d’énoncer le premier résultat suivant :

THEOREME 1. Soit U un domaine de C™ et ¢ une fonction d’exhaustion
de cet ouvert ; soient f1,..., fn, h des fonctions holomorphes dans U telles
que

Zy(f) =A{CeU; fi(Q) =--- = fu(¢) = 0}
soit un sous-ensemble fini de U. On suppose qu’il existe une fonction ¢ de
classe C1 sur U, & valeurs dans [0, +00], et des nombres réels strictement
positifs 61, ...,0n, Rg > 0, tels que
(i) la fonction R — mgy(1p; R) soit croissante pour R > Ry
(ii) l’on ait

1 I \R) = +00;
( ) R—1>I—Eoo m(b(dja R) +00;

(iii) il existe une constante >0 telle que, pour tout { €U avec ¢(¢) > Ry,
~ | £5(¢)]
(2) . =
2 (0

(iv) pour toute partie J de {1,...,n},
My(|hl; R)
R—+o00 md)('gb; R)51+"'+6"

(3)

S WJ‘ZO.
U(¢; R; J)
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Alors,
> Resy,q [hd(] = 0.
a€Zy(f)

Preuve. On choisit N assez grand pour que, pour tout entier j entre 1
et n, on ait

n
N H o > 2.
=1
I#j
On pose alors
n
V=N, 0:=Né---6,=06;8", j=1,...,n.
=1
I#5
Il est clair que (2) implique 'existence d’une constante vy > 0 telle que,

pour tout ¢ dans U avec ¢(¢) > Ry,
S OP

o =
Les fonctions s1, ..., s, définies dans U \ {f1--- f, = 0} par
Slk]
5(0) : Fe0)] k=1,...n,

GG S) ’

se prolongent donc en des fonctions de classe C! dans U \ Zy/(f) tout entier
et s = (81,...,8y) réalise une section de Leray pour f dans U \ Zy(f),
c’est-a-dire que 1’on a l'identité

VCeUN\Zu(f), s1(Qfi(Q)+ -+ sa(Q)ful(C) = 1.

Il résulte alors des formules de Bochner—Martinelli (voir par exemple [1,
chapitre 2]) que 'on peut écrire

(4) > Resy,q [hd(] =

a€Zy(f)

(=1)*(=1/2(p — 1)!
(2im)"

ou

n n
2= (D=1 sk A\ dsj ) A dc,
k=1 j=1
J#k
et I' désigne la frontiere d’'un ouvert w relativement compact dans U, de

frontiere C! par morceaux, contenant tous les points de Zy(f). Un calcul
immédiat montre que, si ’on pose

n n

(K] [5]

wp = 12 k=1 5= W =S |51,
=1 =
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alors
on—1 n f; n 0l n B n
2 = i (Jl—ll !_j|> (H 1- 2/5J> (;(_1)1@ Ly j/\l dw) A dC.
J#k

Comme la forme §2|,) est fermée dans U \ Zy(f), on a, en utilisant (4) et la

formule de Stokes,

(=1)*(=1/2(p — 1)!
(2im)"

(5) > Respq [hd(] =

a€Zy (f)

| () 2400,

75 (R)
ou
5(R)i= {¢ € U 5(6) = Lmatvs 1) .
Notons que pour R > Ry, le support du cycle v¢(R) est bien inclus dans
Pouvert U(¢g; R) (car si ¢(¢) > R, ona S(¢) > ynv(¢)?, soit, compte tenu de

I'hypothese (i), S(¢) > ynme(¥; R)%, ce qui contredit bien 1'égalité S(¢) =
(vn/2)mg(1; R)?). On transforme la formule de représentation (5) en

(6) > Resyq [hd(]

acZy(f)

e §, 10 (I (1)

n
. ( (—1)F Ly, A\ duj> AdC,
k=1 j=1
J#k
ou kp N désigne une nouvelle constante, dépendant cette fois de n et de V.
Si nous posons, pour J C {1,...,n},

n n n
=7 (H 1-2/dU > (Z(—l)k_luk /\ duj> ANwyg,
j=1 k=1 J=1
ik
nous pouvons écrire (6) sous la forme

(7) > Resyq [hd(]

a€Zy(f)
_ Rn,N - Z in—Card(J)aJ X h < H M) =7,
me(¢Y; R) - i
Jc{1,...,n} ~f(R) J

ou les a7 sont des entiers.
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Fixons maintenant J et considérons l’application (topologiquement)
propre de U dans [0,+o00[" x R™ (voir les hypothéses (ii) et (iii)) définie
par

Fj(() = (ul(C)v ERR) un(C)v aJ,l(C)a SRR Olj,n(C))a
ol, comme auparavant,
o Re(; sijeJ,
a7.4(¢) = {Im ¢; sinon.

D’apres les résultats classiques concernant les applications propres (voir
par exemple [7] ou [16]) et la positivité de la forme d§ sur R™ et de la forme

n

Z(—l)k_lvk /”\ dvj
=1

k=1 j=
J#k
sur {v € [0, +o0["; v? + - + 02 = (yn/2)my(v; R)}, on a
! |fj|>~ ‘ . < : |fj!>~ ‘
h — 157 = | lim h = |5
S <1;[ fj J e—0 S 1;[ j J
vr(R) =1 vr(R)N{|u1-un|>e} N J=1
< My(|h[; R) deg F7

] 1 () (S Ao

Fz(yr)N{v1--vn>e} k=1 g;}c
< My(|h; R) deg Fy| | (f[v;Q/‘“ﬂ) (zn:(—uklvk /n\ o) A de].
Fr(yr) J=1 k=1 ;;li

Grace au théoreme de Fubini (les variables se trouvant maintenant séparées),
et aussi au fait que y(R) est inclus dans I'ouvert U(¢; R), on a donc

(8) | h<Hm)Ej‘ < My(|h|; R) deg F
vr(R)  Ni=1 I
% ‘ S (ﬁv;—Q/é[j]) n (_1)’“*1% /n\ d'l)j‘
lvll2=(yn/2)me(;R) =1 k=1 j=1
J#k
X ‘ S wj
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Appliquant une nouvelle fois la formule de Stokes, on trouve

n

§ () e A

2= 2 :R)  j=1 = j=1
lvll2=(yn/2)me (5 R) I

= S d[(ijl-_2/5[j]) zn:(—l)k_lvk /”\ dvj}
k=1

[0l2< (v /2)mg ($:R)° j=1

3

J#k
=x(01,...,0n,n,N) S (ijl._2/5[j]> dvi A - Advp.
[ol2<(vw/2)me(¥5R)?  J=1
Le changement de variable
v = [me(us R

conduit &

53

|

lv]12< (v /2)me (;R)S  5=1
= 55(515 ey (Sn, n, N) [m¢(17/}7 R)](5/2) 2?21(2_2/(5[j])
=X(01,...,0pn,m, N)m¢><¢§ R)né—él_..._(;n.

En majorant en module, grace aux inégalités obtenues, le second membre
de (8), puis en reportant les inégalités ainsi obtenues dans (7), on trouve

©) | > Respalnd]

a€Zy (f)

[4]

My (|hl; R)

sup CUJ‘.
me(; R)OE 0 71 ny U(@SM)

< Ky Nsi,....6n

L’hypothese (iv) assure précisément que le membre de droite de (9) tend
vers 0 lorsque R tend vers I'infini. Le théoréme est ainsi démontré. m

Nous avons les deux corollaires suivants :

COROLLAIRE 1. Soient p1,...,p, 1 polynomes a coefficients complexes
en n variables tels qu’il existe des constantes Rg,7,01,...,0, Strictement
positives telles que

et K=h = Z’w -

Les polynomes pi,...,py définissent une sous-variété discrete (donc finie)
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non vide de C™ et l’on a, pour tout polynome q tel que degq < 1+ - -+, —n,

Z Resp,, [qd¢] = 0.
a€Z(p)
REMARQUE 1. Il s’agit 1a de 1’énoncé proposé dans [19] (théoreme 1.1).
Signalons (voir remarque 3.1 de [19]) que le fait que §; > 0 est crucial dans
la preuve ci-dessus, tandis qu’il ne I’est plus dans la preuve donnée dans [19].

Preuve. Il suffit de prendre ¢ =1 =||-||. On remarque qu’alors My(|q|; R)
< CRY84 tandis que, pour tout J C {1,...,n},

} S WJ‘SKTLR”.
U(#;R)

Le corollaire résulte alors immédiatement du fait que les quatre clauses du
théoreme 1 sont satisfaites. m

COROLLAIRE 2. Soit U est un domaine borné et fi,..., fn n fonctions
holomorphes dans U et n’ayant qu’un nombre fini de zéros communs dans cet
ouvert. Soit h une fonction holomorphe dans U. On suppose que U admet
une fonction d’exhaustion ¢ telle qu’il existe une fonction g de classe C*
de 10, +oo[ dans lui méme, tendant vers +oo a linfini, et des constantes
strictement positives Rg,d1,...,0, avec

(i) il existe v > 0 tel que

~ _1£(Q)
V¢ eU, > R — e = Vs
R PP ETI
(ii) la fonction g est croissante sur [Rp, +0oo];
(iii) on a

lim My(h; 0= —
plim My (h; R)g(R) 0

Alors,
> Resy, [hd(] =0.
acZy (f)

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoréeme 1 en prenant

PY=go¢p. m

3. Une seconde formule de type Jacobi. Le résultat que nous prou-
verons ici en suivant le plan de la preuve du théoreme 1 est le suivant :

THEOREME 2. Soit U un domaine de C", équipé d’une fonction d’exhaus-
tion ¢. On suppose qu’il existe une suite (R;);>o telle que, pour tout | € N,
{¢=Ry} est une hypersurface réelle lisse de l'ouvert U. Soient 1o, V1, ..., ",
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n+ 1 fonctions C' par morceaus de U dans |0, +oo| et f = (f1,..., fn) un
systéme de fonctions holomorphes dans U tels que l’ensemble Zy(f) soit
fini. On suppose que h est une fonction holomorphe dans U. On suppose de
plus qu’il existe o« > 2 et Ry > 0 tels que, st

¢(a) = /oW1 - - - Un)?,

on ait:

(i) imp o0 mg(1(*); R) = 400
(ii) 4l existe v > 0 tel que

(10) VCeU, #(Q)=R = Y 'fi((?)' >,
j=1 "7
(iii) pour toute partie J de {1,...,n}, on a
1
11 lim —————— ~0;
(11) R me(Y(@); R)" U(@SR;J) wj‘

(iv) la fonction

h(ﬁ\fj\a/2l> (Hw > n—1)a/2 0/2
j=1

est bornée en module dans U par une constante C'.
Alors,
> Resyq [hd(] =0.
a€Z2y(f)

Preuve. 11 résulte de I'hypothese (ii) qu’il existe 7, > 0 avec

2= 15O ( O, 1 Y1 ()

On pose, pour k =1,...,n,
n ay 1/2
= (11w ( TTw©) )
=1
I#k

on introduit aussi la fonction

2
S = uj,

]:

—_

sp) pour f définie dans U \ Zy(f) par

o Pl Al (O i 20(€))°
TS s |

et la section de Leray s = (s, ...

k=1,...,n
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Notons qu’il s’agit d’une section de Leray C! par morceaux (et non plus C!
comme dans la preuve du théoréme 1); néanmoins, on a toujours, si I'on
pose cette fois, pour [ € N,

I ={CeU; ¢(() = R},
les formules de représentation
(12) Z Resy.q [Rd(] =
a€2y(f)
n/2 n ' (nfl)a/2 n m n _a/271 n k=1 n .
h (jglz/»]) (I (I 1127 ) (5 0f e A dug) ndc

S J#k
Rn
I

(I étant assez grand pour que R; > Rp). Comme dans la preuve du théo-
reme 1, on décompose d( sous la forme

d¢ = Z agwg
Jc{1,..,n}

et 'on utilise la propreté des applications
Fr: CeUr (w(Q),--- un((),az,1(Q),-- -, aga(()) € [0, +00[" x R”

(hypothese (i) et (ii)) pour affirmer que, si
Eg = (H Ifj\a/%l) (Z(—l)kflwe A dug‘) Nwg,
j=1 k=1 j=1
ik
on a (hypothese (iv))

| hpy (T ) ([T, i1/ f5) S
(uf + -+ uf)"

I

S (o (1) g N1, j s dv;) A d€

< CdegFy (T4t o)

Fr(I7)
OI'7 si (,Uag) S Fj(n)a on a 5 € U(Cb, Rl’j) et
v} 402 > yamg (@ Ry).

En appliquant le théoréme de Fubini et la formule de Stokes, on trouve donc
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S hpy 2 (T ) ™D 2Ty |51/ £1) ‘
(uf 4o )

I
< CdegF | dv | dw ‘
ST (F o) 7
[0]122 vy me($@);R) U(éRi)
< Oxndeg Fy———| | dwj‘.
(a). n
Mo RO i)

En faisant tendre [ vers U'infini et en utilisant I’hypothese (iii), on voit ainsi
que pour toute partie finie J de {1,...,n},

S gy A (T )™ D210, 151/ £) S

lim
(uf + - 4 uf)"

[—4o00

= 0.

l
Il résulte alors de (12) (appliquée avec [ arbitrairement grand) que 'on a
bien
> Resyq [hd(] = 0.
acZy (f)

Le théoreme est ainsi démontré. =

Nous retrouvons comme corollaire le théoreme suivant, déja obtenu via
le recours a une compactification torique dans [19] (théoreme 1.2).

COROLLAIRE 3. Soient fi1,...,fn n polynémes de Laurent en n wvari-
ables, de polyedres de Newton respectifs Ay, ..., A,. On suppose qu’il existe
Ro,v > 0, et des polyédres §; C Aj, j = 1,...,n, de sommets dans R" tels
que :

(i) dim(01 + -+ + o) = n;
(ii) 'on ait

ecl . eCn)’ >
Re <) =7

V¢ eC™,  |Rec||> Ry = Z ‘f”
7j=1
o, pour tout convexe compact K de R"™, Hg désigne la fonction

support de K, i.e.

Ve e R", Hg(z):=sup[z1&1 + - - + 2p&n).
{eK

Alors, pour tout polynome de Laurent h de support dans lintérieur du
polyédre n-dimensionnel 61 + - -+ + dp, on a

hd¢
Z Resfa[g1 C]:0.

a€Zn (f)
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Preuve. Les hypotheses impliquent immédiatement que 1’ensemble
Zrn(f) est fini. On choisit yy,...,y, dans R™ tel qu’il n’y ait aucun point
de Zpn(f) sur la frontiere du cylindre

U :=R" x (]ylvyl + 27T[ XX ]ynayn + 27-([)

On prend comme fonction d’exhaustion
:= max |Re(g]|.
#(0) = max [ReGi|
Si R > 0 est fixé, 'ouvert
Ur:={CeU;¢(C) <R}
n’est pas relativement compact dans U, mais le fait que les fonctions
Fj(g) = fj(e£17 .. "eﬁn)
soient holomorphes au voisinage de tout U g suffira ici & nos besoins. L’en-

semble Zr(U) est donc un ensemble fini. D’autre part, on a, par changement
de variable évident (¢ = ef),

(13) Z Resf;a[ hd¢ }: Z Resp. [ (ef)dE].

a€Zqn (f) Gl s
Le probleme d’annulation de sommes des résidus se traitera dans ’ouvert
U (en les coordonnées ), les nouvelles fonctions étant F; := f;(ef), j =
1,...,n, et H:= h(ef); en fait, nous nous rameénerons au cas oil

h(z) =2{" -z, soit H(() = em1'€1+"'+m"5",
oum := (my,...,my) est un point de Z" intérieur au polyedre d; + - - - + dy,.

On pose aussi, pour j =1,...,net ( € U,
;&) = eHoy(Red) =1 .. m,
et,sid: =001+ -+ 0y,
€)= exp -

On a donc ainsi, comme on le vérifie immédiatement,

|€<m’£>\¢0(§)"/2< H%(g))n_l =1 dansU.
j=1

2(n—1)

Hy(Re€) — > <m,Re£>>-

n

L’hypothese (iv) du théoreme 2 se trouve ainsi vérifiée deés que 'on prend
«a = 2. Ce choix conduit donc & poser

(&) i= Uo(E) Y1 (&) -+ Yn(€) = exp

Le fait que m soit intérieur a 6 implique

= max Hs_,,(Re&) > 0;
pi= max s-m(Reg)

<H5—m(R€§)>'
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par homogénéité, on a

my('?; R) = e/,

ce qui permet d’affirmer que ’hypothese (i) du théoréme 2 est bien satisfaite.
L’hypothese (ii) du théoréeme 2 correspond exactement a la ’hypothese
(ii) de notre corollaire.
On a d’autre part, pour toute partie finie J de {1,...,n},

‘ S wj‘ = (2n)"#I R#I
U($;R;T)
Comme la fonction

1
R —————— =¢#E
qus(i/)(z);R)" ‘

a une décroissance exponentielle, I'hypothese (iii) du théoreme 2 est aussi
satisfaite.

Toutes les hypotheses du théoreme 2 étant remplies, on en déduit bien
que, pour notre choix de h,

soit, compte tenu de la formule (13),

hd¢ B
Z Resy.q {—(1 — 'CJ =0,

a€Zpn (f)
ce qui achéve la preuve du corollaire. m
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