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Abstract. On a metric measure space (X, g, ), consider the weight functions

{ o(z, zo)_ao if p(z,20) < 1
wa(z) =

(m 20 ifg.r,ZO)Zl

(

)~ (
ws(x) = { o(z,z0) %0 if o(x,20) < 1
o(z,20) 7P if o(x,20) > 1

where zg is a given point of X, and let K, : X x X — R4 be an operator kernel satisfying

a2,y < co(z,y)*~? for all z,y € X such that o(z,y) < 1,
0T eola,y)* P for all 2,y € X such that o(z,y) > 1,

where 0 < a < min(d, D), and d and D are respectively the local and global volume growth
rate of the space X. We determine conditions on a, ag, a1, 00,01 € R for the Hardy—
Littlewood—Sobolev operator with kernel k(z,y) = wg(z)ka(z, y)wa(y) to be bounded
from LP(X) to L9(X) for 1 < p < ¢ < o0.

INTRODUCTION

Le point de départ des résultats qui vont étre établis dans cet article
nous a été fourni par les travaux de Elias Stein et de Guido Weiss. Dans un
article [23] de 1958, ces auteurs démontrent en effet le théoreme suivant :

THEOREME 0.1. Soit | - | la distance euclidienne et dx la mesure de
Lebesgue sur R™. Soient p,q, o, 3, X € R tels que

0<A<n, a<2,, B<Z 0<a+p,
P q

1 1 A+
_:_+7a+6—1, I<p<g<oo.
qg D n

Soit k le noyau défini en posant

k(z,y) = 2| Plz —y| My
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Alors il existe une constante C > 0 telle que

V| rs(@,m)g(@) dyde < Cllflpllglly
o Vf e LP(R™), Vg € LY (R™). (1)

En d’autres termes, Uopérateur T de noyau k(x,y) est borné de LP(R™) dans
LY(R™).

Ce théoreme peut étre vu comme une généralisation a poids du théoreme
de Hardy-Littlewood—-Sobolev. Ce dernier s’énonce en effet comme suit (cf.
23], [18], [LL, p. 98)) -

THEOREME 0.2. Soit | - | la distance euclidienne et dx la mesure de
Lebesgue sur R™. Soient p,q,\ € R tels que 0 < A <mn, 1/¢g=1/p+\/n—1,
1 <p<q<oo. Soit k le noyau défini en posant

Y
k(z,y) = |z -yl

et soit Ty l'opérateur associé au noyau k(x,y). Alors il existe une constante

C > 0 telle que

(§mr@pea) <o {irmrdn)” e @

R" R"
En d’autres termes, Uopérateur Ty est borné de LP(R™) dans L1(R™).

Avec ces notations le théoreme de Stein et Weiss prend la forme suivante :

THEOREME 0.3. Soit | - | la distance euclidienne et dx la mesure de
Lebesgue sur R™. Soient p,q,a, 3, A € R tels que

0<\<n, a< 6<%, 0<a+p,

/7

1 1 X+
—=—+ﬂ—l, 1<p<qg<oo.
qQ p n

Alors il existe une constante C > 0 telle que

(§ ms@)eae) " < o § ir@Plepran)” vre rEn,

R” R”
En d’autres termes, Ty est borné de LP(R™, |z|*P) dans LI(R™, |z|~57).

Notons qu’ici, le cas p = ¢ est admis, ce qui n’est pas le cas pour
I’inégalité de Hardy—Littlewood—Sobolev sans poids.

Le but de cet article est de montrer que I'on peut obtenir un résultat
analogue lorsque 1’on se place dans le cadre beaucoup plus général d’espaces
métriques mesurés a croissance polynomiale du volume. Etant donné une

(') Etant donné un nombre réel p > 1, on désignera dans toute la suite par p’ le
conjugué de p, i.e. le nombre tel que 1/p + 1/p’ = 1.
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distance p, une mesure borélienne p, on peut en tout point de l’espace
métrique mesuré (X, o, ) définir une notion de croissance du volume en
posant V(z,r) = p(B(z,r)), ou B(x,r) = {y € X | o(x,y) < r} désigne la
boule de centre x et de rayon r. On dit alors que ’espace métrique mesuré
(X, 0, ) est a croissance polynomiale d’ordre n si

(Vo) V(z,r) < Cr" VzeX,VreRL.

Sur un tel espace, on ne dispose plus, en regle générale, ni de la structure
de groupe, ni de la structure de dilatation, ni du formalisme de la théorie de
Fourier. Les techniques et arguments habituellement utilisés dans le cadre
euclidien (cf. [21]-[23]) ne peuvent donc plus s’appliquer tels quels. On peut
néanmoins contourner ces obstacles en faisant interagir d’une part les con-
ditions de croissance du volume des boules et la notion de découpage en
couronnes dyadiques, d’autre part certaines inégalités classiques de type
inégalités maximales de Hardy-Littlewood et inégalité de Hardy-Little-
wood—Sobolev. Ces inégalités restent en effet vraies sous une hypothese
fondamentale : que 'espace métrique mesuré considéré vérifie le lemme de
recouvrement de Vitali.

On dit que (X, o, ) vérifie le lemme de Vitali si, pour tout ensemble
E C X borné (c’est-a-dire contenu dans une boule) tel que pour tout € E
une boule B(z,r(z)) de rayon r(x) > 0 soit donnée, il existe une suite (finie
ou infinie) de points x, € E telle que les boules B(xy,r(zk)), soient deux
a deux disjointes et que la famille B(xy, Cr(zy)), (ot C est une constante
dépendant des caractéristiques de ’espace) forme un recouvrement de FE.

Plusieurs auteurs (cf. [9], [7]) ont déja souligné I'importance de cette hy-
pothese. Elle peut étre satisfaite sans que ’espace soit de mesure doublante
(cf. [9, p. 8]) et permet de s’assurer de l'existence d'un théoréme de Hardy—
Littlewood pour un certain type de fonction maximale. Suivant ces auteurs,
nous dirons qu’un espace métrique mesuré vérifie le lemme de recouvrement
de Vitali 8’1l est un espace de Vitali (cf. [9, p. 6]). Un exemple classique
d’espace de Vitali est fourni par le cas de l'espace (R", ), ou p est une
mesure de Radon (i.e. une mesure borélienne réguliere telle que p(K) < oo
pour tout ensemble compact K de R™) non nécessairement doublante.

Dans toute la suite, on supposera toujours que ’espace considéré est un
espace de Vitali. On montre alors, par des arguments classiques et dans
la ligne des résultats établis par Gatto et Vagi (cf. [8]), Garcia-Cuerva et
Martell (cf. [7]) ou encore Cowling, Meda et Pasquale (cf. [3]), que dans
le cas ou l'espace d’étude est en outre a croissance polynomiale d’ordre n,
I'inégalité de Hardy—Littlewood—Sobolev reste vraie. En effet, on a le

THEOREME 0.4. Soit (X, 0,u) un espace métrique mesuré de Vitali d
croissance polynomiale d’ordre n. Soient p,q,a € R tels que 0 < a < n,
1/g=1/p—a/n, 1 < p < q < o0. Soit kg : X x X — R4 une fonction
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mesurable vérifiant
Ka(@,y) < co(z,y)*™"  Va,y € X.

Alors il existe une constante C > 0 telle que

[ | 9@)ma(e,y) £(y) duz) duly) < Ol £l lglly

XX ,

VfeLP(X),Vge LY (X).
En d’autres termes, l'opérateur T de noyau kq(z,y) est borné de LP(X)
dans L1(X).

Ce résultat (cf. section 1) nous permet a notre tour d’obtenir une exten-
sion a poids du théoréme de Hardy—Littlewood—Sobolev qui prend la forme
suivante :

THEOREME 0.5. Soit (X, 0,u) un espace métrique mesuré de Vitali
a croissance polynomiale d’ordre m. Soit zy un point firé de X. Soient

p,q,a,c, 3 €R tels que
1 1 a —a
q p n

n n
a<—, pB<—, 0Za+p.
D q

Soit ke : X X X — Ry une fonction mesurable vérifiant
ka(z,y) < co(z,y)*™ ™ Vz,ye X.
Soit k: X x X — Ry le noyau a poids défini en posant
k(z,y) = wa(x)ka(z, y)waly),
ot
wp(@) = o(x,20) 7 et waly) = oly,20)"* Va,y e X.
Alors il existe une constante C > 0 telle que

| § 9@)r(@, v) f(v) du(x) du(y) < C[ flollglly
o Vf e LP(X), Vg € LY (X).

En d’autres termes, lopérateur T de noyau kq(x,y) est borné de LP(X,w? )

dans LU(X,w}).

Ce résultat s’inscrit dans la ligne des nombreux travaux qui s’attachent
depuis quelques années a déterminer les conditions suffisantes pour obtenir
des inégalités a poids pour I'opérateur fractionnaire et ’'opérateur maximal
dans le cadre d’espaces de type homogene (cf. [19], [20]) ou bien d’espaces
métriques mesurés a croissance polynomiale du volume (cf. [5]-[7], [13], [15]).
Dans cet article, nous nous situerons toujours dans ce dernier cadre : tous les
résultats obtenus le seront donc sans hypothése de doublement du volume.
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Ceci mérite d’étre souligné : dans le cas ou l'espace est de type homogene
(autrement dit, il vérifie la condition de doublement du volume), Sawyer
et Wheeden ont en effet obtenu un théoreme général donnant les conditions
nécessaires et suffisantes pour que 'opérateur T" soit borné de LP (X, w) dans
LY(X,v) (cf. [19], [20]). En appliquant ce résultat au cas particulier ou les
poids sont de la forme w(z) = o(x, 2) ™ et v(z) = o(x,20)?? pour tout
x € X, on retrouve les conditions sur les indices p, q,a,a, 3 € R obtenues
dans les théoremes 0.3 et 0.5. Ces énoncés sont donc des conséquences,
dans le cas ou l'espace est de type homogene, des théoremes de Sawyer
et Wheeden. Il n’en reste pas moins que, méme dans ce cas, la méthode
ici proposée présente 'avantage de fournir une démonstration directe du
résultat annoncé.

On peut se demander quelle forme prend le théoréme 0.5 dans le cas
d’espaces métriques mesurés a croissance polynomiale d’ordre local et global
différents (i.e. pour lesquels 'ordre de croissance du volume des boules differe
selon que le rayon r de ces boules est < 1 ou > 1). L’exemple le plus simple
d’un tel espace est celui fourni par le groupe de Heisenberg H. Ce groupe
est défini en munissant R? du produit de Lie suivant :

(@,y,2)(@y,2") = (@+ 2",y + vy, 2+ 2"+ (zf —ya') /2).
Si I'on note par X, Y, Z les champs invariants a gauche dont les valeurs a
lorigine sont 0/0x, /0y, 0/0%, alors on a
1 1
X(z,y,2) = % —3 (%, Y(z,y,2) = % + §y%, Z(x,y,2) = %
Les champs de vecteurs X, Y, Z forment une base de 'algebre de Lie de H
et on a

X,Y]=2, [X,Z]=0, [Y,Z]=0.

Muni de la distance de controle associée au systeme de champs de vecteurs
{X,Y, Z} (distance qui est équivalente & une distance riemannienne sur H)
et de la mesure de Haar bi-invariante (qui n’est autre que la mesure de
Lebesgue, cf. [16], [25]), H est alors un groupe de dimension locale d = 3 et
de dimension globale D = 4 (cf. [25], [4], [14]).

Plus généralement, soit G un groupe de Lie nilpotent simplement con-
nexe et soit X = {X;}¥_; un systéme de Hormander sur G. Soit K$ I'espace
engendré par les crochets successifs de {X;}%_; de longueur inférieure ou
égale & a. Soit L l'algebre de Lie de G et soit {L;}]_; la suite décroissante
de sous-algebres de Lie de L définie en posant L; = [L,L;_1] et Ly = L. Si
G est de rang r (i.e. si L,+1 = 0), alors la dimension globale (ou dimension
a linfini) de G est

D = idim[Li/Li11],
=1
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tandis que sa dimension locale (ou dimension a lorigine, cf. [12]) est

o0

d=d(G,X)=> idim[Kk/K%"].

i=1
Muni de la distance de controle associée au systeme de champs de vecteurs
X et de la mesure de Haar bi-invariante, G est alors un espace métrique
mesuré a croissance polynomiale du volume de dimension locale d et de
dimension globale D (cf. [2], [17], [25, p. 55]). On remarque que pour un tel
groupe de Lie, on a toujours d < D.

Un autre exemple d’espace ou les dimensions locale et globale different
est le cylindre d’ordre (d; D), i.e. le produit cartésien de la sphere S9=D avec
RP pour d > D. Muni de la mesure de Lebesgue et de la distance euclidienne,
cet espace vérifie V(z,r) ~ r¢ pour r < 1 et V(x,r) =~ rP pour r > 1. Son
ordre de croissance local est donc d et son ordre de croissance global D, avec
cette fois d > D. On note dans ce cas que l’exposant figurant dans (V},) peut
n’étre ni unique, ni optimal. En effet on a alors V(x,r) < ¢r™ pour tout n €
[D,d], inégalité qui est moins précise que les estimations locales et globales.

On peut encore citer le cas du “jungle gym” qui est ’espace obtenu en
épaississant les arétes de Z” en tubes de R?. Pour cet espace on a en effet
V(z,r) =~ r pour r < 1 et V(x,r) ~ P pour r > 1, il est donc d’ordre de
croissance local d et d’ordre de croissance global D. On note cette fois que
dans le cas ou D > d, l'inégalité V(z,r) < cr™ pour tout r > 0 n’est vraie
pour aucun 7n.

Ces exemples montrent qu’il est naturel de chercher a obtenir une for-
mulation du théoreme de Hardy-Littlewood—Sobolev & poids aussi générale
que possible en se placant des le départ dans le cadre d’espaces métriques
mesurés a croissance polynomiale du volume a deux demi-dimensions.

Etant données une distance o et une mesure borélienne u, on dit que
Pespace métrique mesuré (X, o, ) est a croissance polynomiale du volume
d’ordre local d et d’ordre global D si son volume satisfait aux conditions de
croissance suivantes :

(Vloe) V(z,r)<Crt Vre X, Vr<l
et
(VE°P) Viz,r)<Cr? vVze X, vr>1.

On remarque que ces conditions vérifient une propriété de monotonie évi-
dente. En effet, on a

(Vi) = (Vg©) sid <d, (VB = (V™) siD'>D.

Dans toute la suite, on se place dans le cadre d’un espace métrique
mesuré de Vitali (X, g, 1) & croissance polynomiale du volume d’ordre local
d et d’ordre global D. Sous ces hypotheses on a alors le résultat suivant :
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THEOREME 0.6. Soit (X, 0, 1) un espace métrique mesuré de Vitali d
croissance polynomiale du volume d’ordre local d et d’ordre global D. Soit
zo un point fizé de X. Soient p,q, a,ag, a1, By, 01 € R tels que

Lyoth-e 1 _1 ath-o
q

d D d
ap < —, a1 <—, [Bo<-,
p p q

D
51<E, 0<ap+ /o <a<ag+ G

Soit ke : X x X — Ry une fonction mesurable satisfaisant auz conditions
de croissance (en 0 et en 00) suivantes :

(i) Ka(z,y) < colz,y)? pour tous x,y € X tels que o(z,y) < 1,
(ii) ka(w,y) < co(z,y)* P pour tous z,y € X tels que o(w,y) > 1,

ou0<a<det0<a<D. Soit k(z,y) =wg(z)ke(z,y)wa(y), ot

(iii) wg(x) = {Q(m’zo)ﬁo si o(, z0) < 1,
’ o(x,20) ™7 si o(z,20) > 1,
(iv) waly) = {Q@’ZO)% si 0y, 70) < 1,
“ o(y, 20)™  si o(y, z0) > 1.

Alors il existe une constante C > 0 telle que
|\ g(@)r(z, ) f(y) du(x) du(y)
XX ,
<C|fllpllglly Vf e LP(X), Vg € LT (X).

En d’autres termes, l'opérateur T de noyau rq(x,y) est borné de LP(X,w? )
dans LI(X, wj).

1. RESULTATS PRELIMINAIRES

L’opérateur intégral fractionnaire. Pour démontrer le théoreme 0.6,
nous aurons besoin du résultat suivant, que nous empruntons a Cowling,
Meda et Pasquale [3], et qui étend le théoreme 0.4 et donc I'inégalité de
Hardy-Littlewood—Sobolev aux espaces métriques mesurés a deux demi-
dimensions.

THEOREME 1.1. Soit (X, 0, ) un espace métrique mesuré a croissance
polynomiale du volume d’ordre local d et d’ordre global D. Soit A =
{(z,y) € X x X | o(x,y) < 1} Uensemble des points “proches de la dia-
gonale” et soit A° = {(x,y) € X x X | o(z,y) > 1} son complémentaire
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dans X x X. Soient by, b1,p,q,7,5 € R tels que

bo >0, b1 >0, 1I<p<qg<oo, 1I<r<s<oo,

Ll b 11 h
P q d r s D

Soit kg : X x X — Ry une fonction mesurable sur X x X telle que
ro(x,y) < co(r,y) " xalz,y) Vo,yeX.

Alors, lopérateur Ty de noyau ko(z,y) est borné de LP(X) dans L9(X).
Soit k1 : X x X — Ry une fonction mesurable sur X x X telle que
ri(e,y) < co(r,y) " xac(z,y)  Va,y € X,

Alors, Uopérateur Ty de noyau k1(z,y) est borné de L"(X) dans L*(X).

En particulier, sip=r, siqg=s et si k : X x X — Ry est une fonction
mesurable sur X x X telle que

Kz, y) < colz,y) " xalz,y) + colz,y) " xac(r,y)  Vr,y e X,

alors Uopérateur T de noyau k(x,y) est borné de LP(X) dans L1(X).

Démonstration. La preuve repose de maniere essentielle sur le résultat
suivant qui généralise l'inégalité de Young (cf. [4] ainsi que [10] pour un
exemple d’application). Soit N un espace mesuré muni d’une mesure v et
soit g : N x N — Ry une fonction telle que

v({y € N | g(z,y) + g(y,z) > A\}) <CX™"  VA>0,Vz e N.

Alors l'opérateur G de noyau g est borné de LP(N) dans LY(N) des que
l<p<g<ooetl/p—1/qg=1—1/t. Dans ce cas, la norme de I'opérateur
G dépend seulement de p, q et C.

Montrons que l'opérateur T est borné de LP(X) dans L?(X). Pour tout
reXona

n({y € X | ro(z,y) > A}) < n({y € X | o(z,y) " xalz,y) > A})
(B(x,1) N Bz, A\~ /b))

(B(z, min(1, \~/%))

min(1, A=) (par (V,°9))

e~y >0,

I
T T E

ININ TN
o

et de méme, pour tout y € X on a
p({z € X | ko(z,y) > A}) <eXd™¥  vx >0,

Par suite, et en vertu du théoreme de Young généralisé, 'opérateur Tp est
borné de LP(X) dans L?(X). Montrons de méme que 7} est borné de L"(X)
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dans L*(X). Comme ci-dessus, il suffit de noter que pour tout z € X on a

p({y € X | ka(z,y) > A}) < p({y € X | o(z,y) " xac(,y) > A})
= u({y € X | o, y) < X"V et o(x,y) > 1})
< AP WA > 0 (par (VEP)),
et de méme, pour tout y € X on a
p({z e X | ri(z,y) > A} <eX™P/Pr va>o.

Enfin, pour montrer que l'opérateur 7' de noyau (x,y) est borné de
LP(X) dans L(X), il suffit, puisque

K(z,y) < colw,y)""xa(z,y) + colz,y) " xac(z,y)  Va,y € X,
de montrer que les opérateurs Ty et 71, de noyau associé respectivement
ro(e,y) = o, y)"Pxalz,y) et mi(z,y) = o(z,y) " xac(x,y), sont bornés
de LP(X) dans L9(X). D’apres ce qui précede, ceci est vrai des que 1 —
bl/D S 1/p— 1/q S 1-— b()/d.

REMARQUE. La preuve ci-dessus est inspirée de celle exposée par Cow-
ling, Meda et Pasquale dans [3]. On aurait également pu établir ce résultat
en reprenant les arguments classiques utilisés dans [7] par Garcia-Cuerva
et Martell. On remarquera que 1’énoncé de ces derniers constitue un cas
particulier du nétre dans le casou d =n = D.

L’opérateur maximal de Hardy-Littlewood. Soient (X, p,x) un
espace métrique mesuré et f une fonction localement p-intégrable sur X.
On définit classiquement (cf. par exemple [1], [22], [11], [18]) la fonction
maximale de Hardy—Littlewood de f en posant

| F(w) du(y).

B

NI = g

Dans le cas particulier ou lespace (X, o, ) considéré est de type ho-
mogene, on sait (cf. [1], [22]) que cet opérateur est borné de LP(X) dans
LP(X) (pour p > 1) et de L'(X) dans L1*°(X). Ceci est dii au double fait:
1) que X satisfait au lemme de recouvrement de Vitali; 2) que p vérifie la
condition de doublement du volume.

Dans le cas ou I'espace (X, o, i) est par contre un espace métrique mesuré
quelconque, ce dernier résultat de bornitude n’est généralement plus vrai
(cf. par exemple [13, p. 2014]). Une solution possible, en I’absence de la
condition de doublement du volume, est alors d’introduire 'opérateur M
défini en posant

1
B jSB | (y) dp(y).

Mf(z) = sup

Baz T
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Cet opérateur s’appelle I’opérateur de Hardy—Littlewood maximal radial. La
différence essentielle entre cet opérateur et 'opérateur de Hardy—Littlewood
classique est qu’il ne fait pas entrer dans sa définition une moyennisation sur
la mesure des boules mais sur 7(B)™, nombre qui représente le rayon de la
boule porté a la puissance n et qui, de ce fait, est “doublant”. Garcia-Cuerva
et Martell ont alors montré (cf. [7, p. 1245]) que si I'espace considéré est un
espace de Vitali a croissance polynomiale du volume d’ordre n, I’'opérateur
M est de type (p, p) fort (pour p > 1) et de type (1,1) faible.

Il est assez facile d’étendre ce dernier résultat au cas des espaces mé-
triques mesurés a deux demi-dimensions. Il suffit pour cela, étant donné un
espace métrique mesuré a croissance polynomiale du volume d’ordre local
d et d’ordre global D, de définir un nouvel opérateur de Hardy—Littlewood
maximal radial en posant

Mf@)= sup r° | |f(y)duly)

B>z
r(B)=r B

oud=dsir<letd=Dsir>1.
Cette définition posée, on a le résultat suivant :

LEMME 1.2. Soit (X, 0, 1) un espace de Vitali a croissance polynomiale
du volume d’ordre local d et d’ordre global D. Alors l'opérateur maximal
radial de Hardy-Littlewood M est borné de LP(X) dans LP(X) (pourp > 1)
et de LY(X) dans LV (X).

Démonstration. Remarquons d’abord que si M désigne l'opérateur
maximal centré défini en posant

M) =sp s | 17l di),

r>0 B(z,r)
oud=dsir<letd=Dsir>1,alorson a clairement
Mef(x) < Mf(2) < GM [ (),
ou ¢y est une constante ne dépendant que de la constante de structure as-
sociée a la quasimétrique g.
La premiere inégalité est triviale. La seconde repose sur le fait suivant :
Si B est une boule de rayon r contenant x, alors B C B(x,cor) et I'on a

1 1 1
SV < 5§ 1FW)ldpy) = & o) | 1fw)lduy)
or)
B B(z,cor) B(z,cor)
< GMCf(x),
oud=dsir<letd=Dsir>1. Enprenant dans cette derniere inégalité

le supremum sur toutes les boules B contenant x, on en déduit aussitot

Mf(z) < M f(x).
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Soit maintenant f € L'(X) et soit B\ = {z € X | Mf(z) > A\}. Si
x € F), alors par ce qui précede, il existe r, > 0 tel que

L0 1) dut) > on

r
x B(z,rg)

ot =d siry<1et =D sir,>1. En particulier, r, < (c)\~ 1Hf\|L1 )1/5.
Par suite, et par le fait que X vérifie le lemme de recouvrement de Vltah, il
existe une suite de boules disjointes B(z;,r;), o z; € Ey et rj = Tz, telles
que

b, C U B(z,ry) CUB xj,3r;).

zeE)y 7
Par suite,

w(Ey) < Z,u, (x5,3r;))
§3527’? (owd=dsirj<letd=Dsir; >1)
@Y (S | wlaw)
i N0 A By
<o(X3 1 vwlaw) o5 {17
J X

B(zj,rj)
ou on a utilisé le fait que les boules B (x], r;) soient disjointes.

Par ailleurs on a M f(x) < || f[|ze0(y)- Par le théoréeme d’interpolation de
Marcinkiewicz, ceci entraine M : LP (X ) — LP(X).

Ce résultat constitue 'un des éléments clés de la démonstration du
théoreme 0.6. Il nous servira plus particulierement & obtenir I’inégalité cher-
chée dans le cas p = q.

Soit en effet a € R tel que 0 < a < min(d, D) et soit kg : X x X — Ry
une fonction mesurable sur X x X telle que

ra(z,y) < cro(z, v)* xale,y) + c20(z, 9)* Pxac(z,y)  Vo,ye X,
On a le lemme suivant :

LEMME 1.3. Soit (X, 0, 1) un espace métrique mesuré a croissance poly-
nomiale du volume d’ordre local d et d’ordre global D. Soit M ['opérateur

maximal radial de Hardy—Littlewood. Soit r > 0 et soit P, l'opérateur défini
en posant

Pof@)= | kale,n)lf@)lduy).

B(z,r)
Il eziste une constante C > 0 (indépendante de 1) telle que
P.f(x) < CrMf(z) Vae€X,Vr>0 Vfe L. (X).
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Démonstration. Soit Hy(w,r) = {y € X | 27%r < o(x,y) < 27K}
la couronne dyadique de centre = et d’ordre 2 %r. Soit ko = sup{k € Z, |
2~ ktly > 1} sir >1et kg =0sir < 1. Par hypothése on a

P f(x)

<Y | (elmy)*xal,y) + caolw, v)* Pxac(@, v)|f ()] du(y).
k=1 Hy(z,r)

Par suite,
ko

P f(z) < e oz, y)* Pl f ()| du(y)
k=1 Hy(x,r)

+e Y| el y) ()] duly)

k=ko+1 Hy(x,r)

ko
<> @ )P | |f@)lduy) (cara< D)

k=1 Hy(z,r)
toa S @) | Wlduy)  (cara < d)
k=ko+1 Hy(x,r)
ko 1
<ch Y (2R (@ 1D S |f(y)] dp(y)
k=1 B(z,2-k+1r)
00 - . 1
+d > (27 CREEL | |f(y)] dp(y)
k=ko+1 B(z,2-k+1r)
<e) 7 Mf(z) < CriMf(z)  (car a > 0).
k=1

Notons enfin qu’en corollaire du résultat précédent, on a le

LEMME 1.4. Soit (X, o0, 1) un espace métrique mesuré a croissance poly-
nomiale d’ordre local d et d’ordre global D. Soit x € X. Il existe une con-
stante C > 0 telle que

S Koz, y)dp(y) < Cr*  Vr > 0.
B(x,r)

2. DEMONSTRATION DU RESULTAT

Venons-en maintenant a la démonstration du théoreme 0.6. Commencons
par introduire quelques notations. Soit {Dj, D2, D3} la partition de 1’espace
produit X x X définie en posant



OPERATEUR DE HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV 89

{(z,y) € X | oy, 20)/o(x, 20) < 1/2},
{(z,9) € X* | o(y,20)/ o, 20) > 2},
{(z,y) € X? | 1/2 < 0(y, 20)/0(z, 20) < 2}.
Pour j € Z, soit R; le sous-ensemble de X x X défini par

Rj = {(z,y) € X* |27 < o(y, z0) /0w, 20) < 2'*'}.
Avec cette notation, on aura donc

-2 e’}
Di= |J R, Dy=|JR;, Ds= |J R,
=1 i

j=—o00

Dr
Do
Ds

Etant données f € LP(X) et g € L (X), on pose en outre

1=\ fws(x,y)g(x) du(x) du(y),
XX

et pouri=1,2,3,

L=\ | f@)s(@ y)xp, (@ y)g(x) du(x) du(y),
X X

de sorte que I = I + I + I5.
Pour établir le résultat, il nous suffira donc de montrer que pour chacun
des indices ¢ = 1, 2, 3, il existe une constante C; > 0 telle que

L < Cillfllpllglly,  Vf € LP(X), Vg € LY (X).

Pour ce faire, on distingue deux cas selon que p = ¢ ou p < ¢. Dans le
cas p = ¢, la démonstration fait appel aux lemmes 1.2 et 1.3 (pour ’étude
sur D3) ainsi qu’au lemme 1.4 (pour I’étude sur D; et Ds). Dans le cas p < ¢
la démonstration fait appel, d’une part au théoreme 1.1 (dans le cas ou le
domaine d’étude est D3), d’autre part au lemme 1.4 ainsi qu’aux résultats
obtenus dans la démonstration du cas p = ¢ (dans le cas ou le domaine
d’étude est Dy ou Ds).

2.1. Casp=gq

2.1.1. Etude sur Ds. Soit k € Z et soit Q = {x € X | 281 < p(z, )
< 2F1 1a couronne dyadique de centre zy et d’ordre k. On note fy = f XQx

et g = gxq,- On a

€Qy et (z,y) € D3 = 281 < o(x, 20) < 2% et 1/2 < o(y, 20)/0(z, 20) < 2
= 2572 < o(y, ) < 2P
= Y€ Qr-1UQrUQry1.
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Par suite,

Iy = Hg( )@, y) f (y) dp(e) dply)

= Z 1 g6 (@), 9) (ot + fi + i) () dp(er) dpaly)

keZ D3

="V gr(@)r(,9) frm1(y) du(z) du(y)

keZ D3

+ 3§ an(@)m(e, y) fuly) du(z) duly)

keZ Ds

+ 3V g(@)s(@,y) forr () du(@) duy).

k€Z D3

Considérons I'une quelconque de ces trois intégrales doubles, la seconde par
exemple ; notons-le Ay. Par hypothese on a, pour tous z,y € X,
-8

—

k(z,y) = o(x, 20) "Ka(z,y)0(Y, 20)

ou par convention « et (§ sont définis en posant

(2.1) o(z, 20)* = {Q(CU,ZO)O‘O si oz, 20) <1,
. » <0 Q(%Zo)al si Q(szo) > 1.
(2.2) o(z, 2)° = {Q(fUazo)ﬁo si oz, 20) < 1,
7 o(z,20)%  si oz, 20) > 1.

Or,
r€Qy et (z,y) € D3 = 2871 < o(x, 29) < 2F et 1/2 < o(y, 20) /o(z, 20) < 2
= il existe ¢, > 0 tel que
d2ke+h) < oz, 20)P oy, 20)* < c2kleth),

De plus,

reQretycQr = olx,y) < olx,z) + oy, z0) < 28 + 2F = ok +L,
Par suite, on a
A<D Cg@)( § k@ y)fely) duy) )du()

X {ylo(zy)<2kt1}
< M0 [ g (2) M fie () du()
(par le lemme 1.3 appliqué avec r = 2¥"! et 0 < a < min(d, D))
< 2D M filplgelly  (par Holder)
< D)5 lgely  (par le lemme 1.2).
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En sommant ces inégalités sur k£ € Z, on trouve

S Ap < 30 2Hem 0 f gl + 30 2O fell gkl )

kez kezZ_ keZy
<> I fllllonly  (cara—ag—fo >0 et a— a1 - <0)
keZ
1/p / 1/p'
<c( U)X lgelt) = cllfllpllgly
kEZ kEZ

En appliquant le méme raisonnement aux intégrales
W\ gk (@)k (2, y) foo1(y) du(@) du(y)
D3

et

1§ gk (@)5 (2, 9) fera (v)d p() dp(y),
D3

puis en sommant, on obtient I'inégalité cherchée
L <Csl|flpllgly Vf € LP(X), Vg € ¥ (X).

2.1.2. Etude sur Dy. Notons comme précédemment A = {(z,y) € X2 |
o(z,y) <1} et A = {(x,y) € X? | o(z,y) > 1}. Avec cette notation on a

= 1] + ] )o@ne,y) /) du) du(y)
AmD2 ACﬂDQ
=10+ I3 .
Commencons par montrer que

Do <l fllpllglly-

Comme
lo(z, 20) — 0(y, 20)| < o(z,y) Vr,y€ X,
on a
(%) (z,y) € DanNA & oy, 20)/0(x, 20) > 2 et o(z,y) <1
> 2 et

)
= 0(y, 20)/0(x, 20)
1> o(z,y) > oly, 20) — o(x, 20) = 27 0(y, 20)

= o(y,20) <2 et o(x,2) < 1.

Comme en outre

Q(xvy) <l = H(Zﬁ,y) < CQ(x)ZO)_ﬁQ(xvy)a_dQ(yazo)_

«

et

(¥, 20)

o(z,y) > 27"
= o(z,y)" oy, 20) " <27 %(y,20)"" " (car d —a > 0),
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on a finalement I'inégalité

Lo<ec || g@)f@el@ z0) " oly, 20)*~ " du(x) du(y)
AND2

=3 |1 9@r@ete, ) oly, 20)* dyu(x) du(y),

j=1 ANR;
puisque Dy = [J7Z; R;. Comme par ailleurs (cf. (x)) o(z,20) < 1, i.e. x €

Uk——oc @k 00 2
00 0
Lo<ed Yo\ ar@) e, 20) " oly, 20)* 4 du(x) du(y).

j=1 k=—00 ANR;
Or,
reQret (z,y) eRjNA = okl < o(x, z0) < ok
27 < o(y, 20)/o(x, z0) < 27t et o(y, 20) < 2
(par (+))
= ML < oy, 20) < 28T et o(y, 29) < 2
= Y€ Qrtj UQrtjyr1 avec k+j <1

Par suite,
oo —j+1

Lo<ed Y\ a@)(Fres) + i)

Jj=1 k=—o0c0 ANR;

x o(x, 20) P o(y, 20)* " dp(x) p(y),
ce qui s’écrit encore

oo —j+1
Lo<e) > Vou(@)o(w 20) " du() | fesj()ely, 200" du(y)
7=1 k=—c0 X X
oo —j+1
+eY > [ o@e(w, 20) P dp() | frager ey, 200" duy)
7=1 k=—0c0 X X
=J1 + Jo.

En appliquant I'inégalité de Holder a chacune des intégrales dans J;, on

trouve
oo —j+1

nzeys 5 ((§ ooz du@) "ol

j=lhk=—co  Qy

(O ez = duw)) " Uil

Qk+j
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oo —j+1

< ey N oMdlpBorgliamaodtd/)| £ gy,
j=1k=—0c0

oo —j+1

=c)_ Y ordpfogbtitazao=dm)| £ gkl

j=1k=—o0
Or,a—ag— [y >0et k+j <1. Par suite,
—j+1

Ji1 < CZQj(ﬁofd/p) Z [ fit5 ol gl |

j=1 k=—o00

o0
<cy PRI f,lglly  (par Holder).
j=1
Comme par ailleurs 5y < d/p, ceci entraine
(2.3) Ji <l fllpllglly-
En appliquant le méme raisonnement a Js, on trouve
(2.4) J2 < |l fllpllglly-
En sommant les inégalités (2.3) et (2.4), on trouve finalement
(2.5) Io < clflpllglly VfeLP(X), Vg e LP(X).
Montrons de méme que
(2.6) Iroo < cl|fllpllglly VS € LP(X), Vg € LP (X).
Clairement, on a
(xx) (z,y) € D2NA° < o(y,20)/0(x, 20) = 2 et o(z,y) = 1
= 1< o(z,y) < oz, 20) + 0y, 20) < 50(y, 20)

= o(y,20) > 3 >27"1.
Par ailleurs,

(z,y) € Dy = oly,20) < o(y, =) + o(z, 20) < o(y, =) + 30(y, 20)
= 0(y, 20) < 20(y, x)
= o(z,y)* P < 2P %(y, 20)* P (car a — D < 0)
= o(z,20) Po(z,y)* Polz0,y)
< 2P %(x, 20) oy, 20)* P

—Q

Par suite, on a

Lo <c || g(@)f(w)e(,20) oy, 20)* P~ dp(x) duly)
A°NDy

=cd | | 9@ e 20) P oly, 20)* P~ du(x) du(y),

7j=1 ACQRJ'
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puisque Dy = U;’il Rj;. Comme

v € Qp et (z,y) € RjNA® = 271 < g(x,20) < 2,
27 < o(y, 20)/ 0w, 20) < 27" et
o(y,20) > 27" (par (xx))
= 2P < o(y, 20) < 28T et o(y, 20) > 27
= Y € Qitj U Qitjs1 avec k+j > —1,

on a

I> o < CZ Z “ 9k(@) (frrs (Y) + frrjr(y)

j=1 k=—j—1 A°NR;
x o(z,20) Poly, 20)* P du(x) du(y)

§CZ Z Sgk(x)g($ Z() ﬁd,u, fk-i—] y,zo)“ D— adﬂ( )
j=lk=—j-1X

[e.9] [e.9]

))
X

ey, > Vool 20) 7 du(@) | frria)ely, 2000 du(y)
X

j=1k=—j—1X
= J3 + Jy.

En appliquant I'inégalité de Holder a chacune des intégrales dans J3, on

trouve
BeeY Yo (] etea) ™ dut) "ol

j=lhk=—j—-1 Q

/(a—D—a 1/p/
< (5 ey 200" P dpy)) S

Qk+j

ou « et (3 sont définis respectivement par (2.1) et (2.2). Par suite,

00 —J
B<ey S A aomDEDI)
j=1k=—j—1
-1
beYT S DM B ae DD ]
=1 k=—j+1
o o
n CZ Z ok(D/p—p1)9(k+j)(a—a1—D+D/p’) | Frtillpllgrllp-
j=1 k=0

On remarque ici que pour chaque j fixé, 'indice k parcourt {—j — 1, —j,
—j+1,—-7+2,...,—1}, puis 'ensemble des valeurs de I’ensemble Z. Posons
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donc
D D D
B:a_al__7 b:a’_ao__a E:__/Bh 6:__/60'
p p p
On a par hypothese

D D
B+E=a-a1 -/ <0 e&¢ B=a—-a1——<p ——<0.
p p

Avec ces notations, 'inégalité précédente s’écrit alors

00 —Jj
Ty<ey Y 2Rt sl gkl

j=1k=—j—1
o] -1

+eys Do 2 2EDBY fllgrly
j—1k:—j+1

k (k
Z REQRFDB | £ il llgnell -

Or,
S . 0 ] 00
22 2P slpllonlly = 2277 5 2 sl
j=1k=0 = P
= ZQJB Z I fisillpllgrlly — (car B+ B <0)
7j=1
> .
< > 2P|Ifllpllglly  (par Hélder)
j=1
< cillfllllglly (car B < 0).
De plus,
Z Z 2k€2(k:+])B||fk+]||p||ngp/ S (ZQlBHlep) ( Z 2—me||gim||p/)
==yt =1 -

< (; 27y /’”(Znﬁnp) /’”(Z 2 meye) /p(Z||g )"

<ol fllpllglly  (par Holder et car B < 0 et e > 0).
Enfin,

0o -J o0 —J
k k+7)b k
S0 2R lbllgklly <> > 2% frsllpllgrly

j=1k=—j—1 J=1 k=—j-1
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00 —J
<e) 27 N | frasllpllorlly  (car e > 0)
j=1

k=—j—1
> .
<32 fllglly  (par Holder)
j=1

<l fllpllglly  (car e >0).
Par suite, il existe une constante ¢ > 0 telle que

(2.7) I3 < c|l fllpllglly-
De méme, il existe une constante ¢ > 0 telle que
(2.8) Ja < cl|fllpllglly-

En sommant les inégalités (2.7) et (2.8), on trouve que

Ipoo < | fllpllglly  VF € LP(X), ¥g € L¥ (X),
et par suite que
Iy < Lo+ Lo < c| flllglly  Vf € LP(X), Vg € LF'(X).

2.1.3. Etude sur D;. Elle se fait de maniére exactement analogue a celle
sur Ds.

2.2. Cas p<gq
2.2.1. Etude sur Ds. Clairement,
(z,y) € D3 = olx,y) < oy, 20) + o(x, 20) < 3o(, 20)
= o(x,y)* " < 3% o(x, 20)**7 (car 0 < a + ),
= o(w,y)*? < 3% g(z, 20)0(y, 20)”
(car 1/2 < o(y,20)/0(x, 20) < 2).
ou «a et [ sont définis respectivement par (2.1) et (2.2).

Trois cas sont alors possibles. Si o(z,29) < 1, alors o(y,z0) < 2 et
o(x,y) < 3. Par suite,

H(I’,y) < CQ(I, ZO)_ﬂO/{a(l‘ay)Q(yv 20)_a0 < Cg(xvy)a_d_ao_ﬁo‘
Si o(x,20) > 1 et o(z,y) < 3, alors o(y, 20) > 271 et o(z,y) < 3. Par suite,
k(@ y) < colw, 20) M ra(x,y)o(y, 20) ™ < co(w,y)

Si o(x,20) > 1 et o(z,y) > 3, alors o(y, 20) > 27! et o(x,y) > 3. Par suite,
a—D—a1—01

a—d—a1—31

K(w,y) < colw, 20) P ka(x, y)o(y, 20) ™ < colw,y)
Comme par ailleurs ag + Gy < a < a1 + (1, on obtient, pour le deuxieme
cas (ol o(z,y) < 3), la majoration

k(z,y) < CQ(1‘7y)a—d—a1—ﬁl < CQ(aj,y)a_d_ao_BO,
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Par suite, on a
k(@ y)xDs () < col,y)* ™ P xpyna(z,y)
+o(a,y)* P pyaae (2, )
ot A" = {(z,y) € X% | o(z,y) < 3} et A = {(z,y) € X? | o(z,y) > 3}. Or
par hypothese, on a

d—a>0, D—-a>0, 0<ap+G<a<a+0, 1<p<qg<o,
1+ao+ﬁo—a§1§1+a1+ﬁl—a’
p d qa-p D

ce qui entraine

d—a+ay+060>0, D—a+a1+0 >0, 1<p<qg<oo,

}+ao+ﬁo+d—a_1§1S}+a1+ﬁ1+D—a_1‘
P d q - p D

Par suite on peut appliquer le théoréeme 1.1 au noyau
co(a, y)* 7 Py a2, y) + ola,y)* P Py ae(z,y),

ce qui donne
Is < Cs|| fllpllgllg -

2.2.2. Etude sur Dy. Soit comme précédemment

Lo= | g@r(zy)f(y)du) du(y),
ANDoy

Loo= |\ g(@)r(x,y)f(y) dp(z) du(y).
AcNDoy

Commencons par montrer que
Io <c|flpllglly  Vf € LP(X), Vg € LT(X).

Pour ce faire, montrons d’abord le lemme suivant :

LEMME 2.1. Soit
(DN A)(y) ={x e X |(x,y) € DN A}
={z e X [oly,20)/0(x,20) = 2 et o(z,y) <1}
et soit Sg, lopérateur défini en posant
Sa09() = XB(z02) W)W, 200~ | oz, 20) P g(2) X0 ) (@) du(=).
(D2NnA)(y)

Si By < d/q, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

15809lle < cllglly Vg € LT (X).
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Démonstration. Clairement, Sg,g(y) = § k(z,y)g(x) du(z), ou

k(z,y) = o(y, ZO)BO_dXB(z0,2)(y)Q(x7 Zo)_ﬁoxB(zoz) ()X Dona(y)(x).

Or, pour p = q et a — ag = [y ceci n’est autre que le noyau

a—d—ag

K(7,y) = o(y, 20) XB(x0.2) 1) 0(2, 20) P X B(20.2) ()X Donia (%, 1)

dont on a montré dans le cas p = ¢ (cf. section 2.1.2, (2.5)) qu'il vérifie,
pour fy < d/q,

| | 7w)r(e, v)g(@) duly) due) < el flllgly  Vf € LX), Vg € L7 (X).
XX

Par suite,
| § £k, v)g(x) duly) dutx) < el fllglglly  Vf € LY(X), Vg € LY (X),
XX

Ceci montre que ||Sg,glly < ¢llglly pour tout g € L9 (X)), et achéve la preuve
du lemme.

Ceci établi, on remarque que
(r,y) € DaNA & o(y,20)/0(x, 20
= o(y, 20)/0(x, 20

)
)
1> o(z,y) = o(y, )—9(16 20) > 2" o(y, 20)
= o(y,20) < 2et o(z,20) <

> 2 et @(w y) <1
>2

Par suite,

Lo <l fWoly, 20)" " XB(0.2) ()

| g@)o(e, 20) X pe0.2(@) dpx) ) dia(y)
Da(y)
<c | fWeoly, 20 ™ Ss9(y) duly).
X
En appliquant Holder a cette derniere intégrale, on trouve

Iy < || flpllSpog(-)ol-s 20) =P

< CHf\Ip( } (93097 (Sag W)~ 0(y, 20) =0~ du(z;)) .
X
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Or, pour tout y € B(zo,2) et toute fonction g € LY (X),

1569 < XB(o2) W20~ | oz, 20)®|g(x)| dp(x)

Da(y)
- _ 1/q
< X0 )0, 200§ olw,20) P du()) gy
D2(y)
- —Boq)— 1/q
< XB(0n (Wely, 2007 | o(, 20) D du(z)) gl

{z]e(z,20)<0(y,20)}

d/g—
)Y gl

< XB(202) (W) 0y, 20) Yo(y, 20
(par le lemme 1.4 et car By < d/q)

)—d/q’

< eXB(z0,2) (V) 0(¥; 20 gl

Comme en outre 1 < p < g < oo = p' — ¢ > 0, ceci entraine

(Sﬁog@))p/_q/g(y, zo)(a_ao—ﬂo)p’

a—an— /7% ’_ 1
< coly, z0) T E Oy g ()9l
Or,
1 ag+pPo—a 1 d 1 1 1 1
_+ 0 dO S_ = __,(p/_q/): p/(_/__/)_ /<___>
p q q b q q P
Zd,<a0+§0 a>:p,(a0+ﬁ0—a)

—vn— F_d oot 1
Par suite, il existe une constante ¢ > 0 telle que o(y, zo)(a 0—fo)p' =37 ('=d')

< ¢ pour tout y € B(zp,2), et on a

§ (S309)) 0y, 20) @0~ dp(y) < cllg)Z ™" | (Sp9(w))” du(y).
X X

Comme en outre 3y < d/q, les conditions du lemme 2.1 sont remplies et on a

158,90l < cllglly-

Par suite,

} (S509(1)” 0y, 20) =% dp(y) < cllg|Z =" |lgllL = cllgl?,
X

ce qui montre que

Lo <c|fllllgly VS € LP(X), Vg € LY (X).
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Passons maintenant a ’estimation de I3 . Soient

Lo = V| 9(@)xB(00) (@) f(W)e(x, 20) P 0y, 20)* P~ dp() dp(y),
AcNDy

Deoor = 1§ 9@ Xpeon) @) @)elr, 20) " oly, 20)* P~ dpu(x) du(y)-
ANDo

Comme précédemment, on a

Lo <cy >V ge(@)o(@, z0) 7 du(x) | frrj(w)oly, 20) "~ du(y)

=lk=—j-1X X
+ CZ Z S k(@) o(x, z0)~" du(z) S Frri1(y)o(y, 20)* P du(y)
Jj=lk=—7j-1X X

= Js+ Jy.

En appliquant l'inégalité de Holder a chacune des intégrales dans Js, on
trouve

co —1

Jy<eY S ahdatogltnaser=DEDIN £l gl
pEp—

Posons
D d
B=a—a;—— et e=—-—[p.
p q
On a par hypothese
d D D
e=——03>0 e B=a—-a;——<fB—— (cara—oq—p >0).
q p p

Avec cette notation, 'inégalité précédente s’écrit alors

oo —1
Jy<ed s 3 2 2® DB fsl gl
J=1k=—j
Or,
00 -1 ' 00 00
S 22 B gl < (3028 1l) (D0 2 lgmlly )
J=1 k=—j =1 m=1
< cillfllpllglle
puisque

o0

> N/ [ /
S 2l < (@) (S lalg) < el
=1

=1 =1
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(car B <0) et

G —me G —me 1/q = q 1d
> 2 gemle < (3 @) (X lg-mld) T < esllgly
m=1 m m=1

=1

(car e > 0). Par suite, il existe une constante ¢ > 0 telle que J3 < c|| f|l,|lgll¢ -
De méme, Jy < c[/f||pllg]l¢- Par suite, on a

Lo~ < cllflpllglly  Vf € LP(X), Vg € LT (X).

Montrons maintenant I’estimation de I3 o 4.

LEMME 2.2. Soit
(D2 A%)(y) ={z € X | (z,y) € D2 N A%}
= {2 € X | oy, 20)/o(x, %) > 2 et o(z,y) > 1}

et soit Sg, lopérateur défini en posant

S5.9(y) = Xpe(oz-ny W)y, 20)" P | g(@)e(x, 20) T X pe (0,1 () dpa(z).

(D2nA°)(y)

Si 81 < D/q, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
198,91l < cllglly Vg € LT (X).

Démonstration. Clairement, Sg,g(y) = { k(z,y)g(x) du(z) ot

k(z,y) = 0(y, 20)™ P X ge(z0.2-1) ¥) (2, 20) "7 X Be (20,1) (T) X (Danac) ) ().
Or, pour p = q et a — a1 = (31, ceci n’est autre que le noyau

B

a—D—aq

k(z,y) = o(y, 20) XBe(z0,2-1) (¥)0(, 20) "7 X Be (2,1) (T) X Danae (2, Y),

dont on a montré dans le cas p = ¢ (cf. section 2.1.2, (2.6)) qu’il vérifie,
pour 1 < D/q,

V§ s, v)g(@) duly) du(z) < el fllgllglly  Vf € LX), Vg € LY (X).
bar st on

| § r)k@,v)g(x) duly) dutx) < el fllglglly  Vf € LY(X), Vg € LY (X),
Gt ot que

1S, 9ll¢ <cllglly Vg e LY (X)

et acheve la preuve du lemme.
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Ceci établi, on remarque que

(z,y) € DaNA® = o(y,20)/0(z,20) > 2 et o(x,y) > 1
= o(y, 20)/0(x, z0) > 2 et
1 < o(x,y) < o(, 20) + 0(y, 20) < 30(y, 20) < 20(y, 20
= ye Bz,27Y).

Par suite,

/
(1 g@ole,20) " du()) duly)

Da(y)

<c | fWoly, 20) P~ PPy pe sy 21y (W) 0y, 20)P P

f
(§ g@ete 20" dux)) duly)

D2 (y)

<c | fwely, 20)* 71 Sp,9(y) du(y).
X

En appliquant Hélder a cette derniere intégrale, on trouve

Dot < el flpllSp9()e( 20)* =y

= el [S5,900)7 (S, 9007 7 ol 20) =7 () """
X

Or, pour tout y € B(2,27 ') et toute fonction g € LI (X),

B1

1S5,9W)] < 0y, 20)" " Pxpezon-y @) | olx,20) 7" |g(2)| du()

Da(y)

_ _ 1/q
< o(y, 20)™ DXBC(zo,Zfl)(y)< | olx,20) ﬂlqdu(w)) gl
Da(y)

_ 4y 1/q
Py () elez) PP dp(a))
{:E ‘ Q(CE,ZO)SQ(y,ZQ)}

< o(y, 20)

< co(y, 20)" TP xpe e 2-1) (W) 0y, 20) 7T gl

(par le lemme 1.4 et car 51 < D/q)

< co(y, 20) P X ez -1y W) 19l -
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Comme en outre 1 < p < g < oo = p' — ¢ > 0, ceci entraine

(S5:9(1))" 7 oy, o)« 1=

_ _ /Dot 1 )
< coly, 20) T TT IO e W)l
Or,
1 a+pfi—a_ 1 ., ,(1 1) ,(1 1)
-+ >—- = ——@-q¢)=Dp |- | = - — =
P D q 2 ) A q p
SDPI<al+gl_a):P,(Oéﬁ-ﬁl—a)ﬁo-

— 1 — 1_Dogor_ 1
Par suite, il existe une constante ¢ > 0 telle que o(y, zo)(a =p)p' =g (0'=d)

< ¢ pour tout y € B%(zp,27!), et on a

1 (S5,9)e(y, 20) =P du(y) < cllgZ ™ | (Ssa(y)? du(y).
X X

Comme 31 < D/q, les conditions du lemme 2.2 sont satisfaites et on a

156, 9llq < cllglly-

Par suite,

} (S 9() oy, 20) =P du(y) < cllgllt, ™ g% = cllgl?.
X

Il en résulte que
Iy o+ <l fllpllgllys

et par suite que

Do < Iooo + oot < €| fllpllglly VI € LP(X), Vg € L7(X).

2.2.3. Etude sur D;. Elle se fait de maniére exactement analogue a celle
sur Ds. Ceci acheve la preuve du théoréme.
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