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SOLUTIONS GLOBALES DU SYSTÈME INTÉGRO-DIFFÉRENTIELNON LINÉAIRE DE LIOUVILLE�BOLTZMANN�POISSONET L'ÉQUATION SPECTRALEPARM'HAMED KESRI (Alger)Abstrat. We prove some properties of solutions for the anonial equation of starlusters obtained using the same ideas as in Talpaert's works. Using these properties, wededue the main result of the paper: in the ase of spherial symmetry, if a stationarysolution exists, then the total mass of the luster is in�nite.1. Introdution. Les amas stellaires sont des regroupements d'étoilesdont les membres sont attirés gravitationnellement, et présentent des ondi-tions de formation et d'évolution relativement semblables. Ils se lassent endeux grandes atégories : amas ouverts et amas globulaires ; les amas globu-laires qui font l'objet de notre étude sont pour la plupart sphériques et trèspeuplés. L'évolution d'un amas omporte deux phases distintes, une phasede mélange dynamique et une phase de relaxation.En équilibre dynamique, le problème physique s'exprime par le systèmed'équations intégro-di�érentielles
(I)

∂f

∂t
+ ~v

∂f

∂~r
−
∂V

∂~r

∂f

∂~v
= 0,

(II) ∆V = 4πG
\
f d~v,où (I) (resp. (II)) est l'équation de Liouville�Boltzmann (resp. l'équation dePoisson). Les inonnues du système (I)�(II) sont : f(~r,~v, t) qui représente lafontion de distribution des étoiles dans l'amas et V = V (~r, t), le potentielgravitationnel ; t est le temps, t ∈ R

+, ~v la vitesse de l'étoile, ~v = (v1, v2, v3)
∈ R

3, et ~r sa position, ~r ∈ R
3.D'après les études théoriques de Lyndell-Bell [10℄ et les résultats numéri-ques de Hénon [7℄, le mélange dynamique onduit toujours l'amas à l'étatstationnaire, 'est-à-dire, à un état tel que la fontion de distribution nedépend pas expliitement du temps :2000 Mathematis Subjet Classi�ation: 45K05, 76P05, 70H33, 42B10, 85A05.Key words and phrases: integro-di�erential system, Liouville�Boltzmann equation,Fourier transform, luster mass model. [265℄
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∂f

∂t
= 0.L'équation de Liouville�Boltzmann s'érit don à l'état stationnaire et ho-mogène sous la forme

~v
∂f

∂~r
−∇~rV

∂f

∂~v
= 0.L'étude mathématique de l'équation de Liouville�Boltzmann homogèneouplée ave l'équation de Poisson, (I)�(II), a été initiée par Coutrez [4℄. Il aobtenu l'équation spetrale en oordonnées générales. Ensuite, dans [1℄ Ar-sen'ev a démontré l'existene de solutions faibles, en dimension quelonque.Dans l'artile [16℄ Ukai et Okabe ont établi l'existene et l'uniité de la solu-tion lassique. Ces études ont été poursuivies par Bardos et Degond [2℄ quiont démontré l'existene et l'uniité de la solution régulière, à ondition queles données initiales soient assez petites. Dans le même ordre d'idées, nousitons les travaux de Horst [8℄ où il a démontré également l'existene globalede solutions pour le système de Vlasov�Maxwell relativiste. Dans l'artile [6℄,R. J. DiPerna et P.-L. Lions ont étudié le système de Vlasov�Maxwell dansses formes lassique et relativiste. Ils ont démontré la stabilité, ainsi quel'existene faible de la solution globale ave donnée initiale quelonque. Leas d'équation non homogène a été étudié par P. Degond et S. Mas-Galli [5℄.Ils ont démontré l'existene de la solution pour l'équation de Fokker�Plank.Nous pouvons iter également les travaux liés à l'existene et l'uniité desolution régulière dûs à E. Horst et R. Hunze [9℄, S. Wollman [18℄, J. Battet H. Berestyki [3℄.Cet artile est struturé omme suit :1. Introdution.2. Équation spetrale : en introduisant des transformations intégrales detype Fourier adaptées au problème, on réduit la dimension d'espae danslequel les équations sont données. Cei permet d'obtenir l'équation spetralede laquelle on peut déduire les moments entrés [15℄.3. Solutions globales : On démontre ertaines propriétés de l'équationanonique des amas stellaires à l'état stationnaire. On obtient ette équationen suivant les idées de [12℄�[14℄. En utilisant ses propriétés, on déduit lerésultat prinipal de et artile : dans le as de la symétrie sphérique, lamasse totale de l'amas à l'état stationnaire et homogène est in�nie.2. Équation spetrale2.1. Changement de oordonnées. Soit f une fontion de distribution,

f = f(~r,~v, t). Sa densité ̺(~r, t) est donnée par
̺(~r, t) =

\
f d~v.
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On suppose que f est intégrable sur l'espae des vitesses et on désigne par
φ(~r, ~w, t) sa transformée de Fourier usuelle sur et espae. Don on a

φ(~r, ~w, t) =
1

(2π)3/2

\
R3

f(~r,~v, t) exp(i ~w~v) d~v.On désigne par r la distane radiale d'un point massique représentatif d'uneétoile ; sa vitesse se déompose en deux vitesses : radiale et transversale,notées respetivement par ~vr et ~vT . On note leurs modules respetivement
vr et vT . On a

~v = ~vr + ~vT implique ~w = ~wr + ~wT .À partir des expressions de ~v et ~w, on déduit que ~vr et ~wr sont parallèles (ilssont sur le même axe radial). Mais les veteurs ~vT et ~wT appartiennent aumême plan perpendiulaire à l'axe radial de ~vr et ~wr. On note par α l'angleformé par es deux veteurs.Le problème étudié étant un problème à symétrie sphérique, sur l'espaedes positions ainsi que sur le plan des vitesses transversales, la fontion dedistribution f ne dépend que de la distane radiale r, la vitesse transversale
vr, la vitesse radiale vT et du temps t. De même, le potentiel V ne dépend quede r et de t. D'où on exprime la fontion φ dans les nouvelles oordonnées :

φ(r, wr, wT , t) =
1

(2π)3/2

2π\
0

+∞\
−∞

+∞\
0

{f(r, vr, vT , )vT

× exp{i(wrvr + wT vT cosα)} dαdvr dvT .Inversement, on obtient la fontion de distribution des étoiles f sous la forme
f(r, vr, vT , t) =

1

(2π)3/2

2π\
0

+∞\
−∞

+∞\
0

{φ(r, wr, wT , t)wT

× exp{i(wrvr + wT vT cosα)}} dα dwr dwT .Proposition 2.1.1. Ave les notations préédentes, pour tous wT , vTdans R, on a
2π\
0

exp{iwT vT cosα} dα = 2πJ0(wT vT )ave J0 la fontion de Bessel d'ordre zéro.Démonstration. On simpli�e l'intégrale, après deux hangements de vari-ables onséutifs, e qui donne le résultat.À l'aide de ette proposition, les expressions de φ et de f dans les nou-velles oordonnées dérites préédemment deviennent
φ(r, wr, wT , t) =

1

(2π)1/2

\\
f(r, vr, vT , t)vT exp{iwrvr}J0(wT vT ) dvr dvT ,
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f(r, vr, vT , t)

=
1

(2π)1/2

\\
φ(r, wr, wT , t)wT exp{−iwrvr}J0(−wT vT ) dwr dwT .2.2. Position du problème. On onsidère le système d'équations om-posé d'une équation aux dérivées partielles (2.2.1) non linéaire (l'équationde Liouville�Boltzmann) du premier ordre, et d'une équation aux dérivéespartielles du seond ordre (2.2.2) (l'équation de Poisson) suivant :
∂f

∂t
+ ~v∇~rf −∇~vf∇~rV = 0,(2.2.1)
∆~rV = 4πG

T
f d~v.(2.2.2)Les inonnues du système sont la fontion de distribution f(~r,~v, t) et lepotentiel V (~r, t) orrespondant.La méthode de résolution utilisée dans e hapitre onsiste à appliquerla transformation de Fourier qu'on note F~v au système (2.2.1)�(2.2.2). Lasolution f doit don véri�er que f , ~v∇~rf et ∇~vf∇~rV soient intégrables surl'espae des vitesses R

3.Notons L1(R3), L∞(R3), C0(R3) et C1(R3) les espaes des fontions in-tégrables, resp. ontinues et bornés, resp. ontinues et nulles à l'in�ni, resp.de lasse C1 sur R
3. Posons

E =

{

f(·, ~v, ·) ∈ L1(R3) : vif(·, ~v, ·) ∈ L1(R3),
∂f

∂vi
∈ L1(R3), i = 1, 2, 3

}

.D'après les propriétés de la transformation de Fourier, f ∈ E implique F~v(f)
= φ ave φ(·, ~w, ·) ∈ C0(R3), de plus φ(·, ~w, ·) ∈ C1(R3) et wiφ(·, ~w, ·)
∈ L∞(R3) pour i = 1, 2, 3. On pose
F = {φ(·, ~w, ·) ∈ C0(R3) ∩ C1(R3) : wiφ(·, ~w, ·) ∈ L∞(R3), i = 1, 2, 3}.Par onséquent, F~v agit de l'espae E dans F .Dans le as d'une donnée initiale assez petite f0 du système (2.2.1)�(2.2.2), d'après [2℄ on a l'existene d'une solution f qui véri�e f(·, ~v, ·) ∈L1(R3) ainsi que toutes ses dérivées partielles premières. Dans e as, onpeut prendre

E = {f(·, ~v, ·) ∈ L1(R3) : vif(·, ~v, ·) ∈ L1(R3), i = 1, 2, 3}.L'équation de Liouville�Boltzmann dans le as de la symétrie sphérique aété obtenue par Ogorodnikov [11℄, et s'érit sous la forme(2.2.3) ∂f

∂t
+ vr

∂f

∂r
−
∂V

∂r

∂f

∂vr
+
v2
T

r

∂f

∂vr
−
vrvT

r

∂f

∂vr
= 0.Puisque ̺(~r, t) = (2π)3/2φ(~r, 0, 0, t), on peut aussi avoir l'équation de Poissonsous la forme(2.2.4) 1

r2
∂

∂r

{

r2
∂V

∂r

}

= 2(2π)5/2G
\\
f(~r, vr, vT , t)vT dvr dvT .
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2.3. Transformation intégrale. Pour l'étude de notre problème on utili-sera une transformation intégrale de type Fourier notée Fv, dé�nie de lamême manière que dans 2.2. Outre la linéarité, ette transformation a lespropriétés suivantes :Propriétés 2.3.1. La transformation Fv véri�e les égalités(a) Fv

{

vrvT
∂f

∂vr

}

= 2i
∂

∂wT
Fv(f) + iwT

∂2

∂wr∂wT
Fv(f),(b) Fv

{

v2
T

r

∂f

∂vr

}

= i
wr

r

∂2

∂w2
T

Fv(f) +
i

r

wr

wT

∂

∂wT
Fv(f),() Fv

{

∂V

∂r

∂f

∂vr

}

= −iwr
∂V

∂r
Fv(f).Démonstration. Par dé�nition de Fv,

Fv

{

vrvT
∂f

∂vr

}

(r, wr, wT , t)

= −i(2π)−1/2 ∂

∂wT

\
exp{iwrvr} dvr

\
v2
TJ0

∂f

∂vr
dvT .En intégrant par parties la seonde intégrale, et en supposant que v2
T f tendvers 0 quand vT tend vers l'in�ni, on obtient

Fv

{

vrvT
∂f

∂vr

}

(r, wr, wT , t)

= −i(2π)−1/2 ∂

∂wT

\\
vTJ0f exp(iwrvr) dvr dvT

= −i(2π)−1/2 ∂

∂wT

\\
wT v

2
T f exp(iwrvr)J

′

0(wT vT ) dvr dvT .On en déduit (a).En intégrant par parties, et sahant que f tend vers 0 quand vr tend versl'in�ni, on a\\
v2
T

∂f

∂vr
J0 exp(iwrvr)vT dvr dvT = −

\\
v3
T fJ0 exp(iwrvr)iwr dvr dvT .En utilisant la formule de Bessel d'ordre un (voir [17℄), on obtient

wT vTJ
′

1(wT vT ) + J1(wT vT ) = wT vTJ0(wT vT ).Don\\
v2
T

∂f

∂vr
J0 exp(iwrvr)vTdvrdvT

= iwr

\
vr

\
vT

v3
T f

{

J ′

1 +
1

wT vT
J1

}

exp(iwrvr) dvr dvT
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= iwr

\\
f
v2
T

wT
J1(wT vT ) exp(iwrvr) dvr dvT

− iwr

\\
v2
T fJ

′

1(wT vT ) exp(iwrvr)vT dvr dvT .D'après la deuxième formule d'ordre un, on a J ′

0(wT vT ) = −J1(wT vT ), d'où\\
v2
T

∂f

∂vr
J0 exp(iwrvr)vT dvr dvT

= iwr

\\
f
v2
T

wT
J ′

0(wT vT ) exp(iwrvr) dvr dvT

+ wr

\\
v2
T fJ

′′

1 (wT vT ) exp(iwrvr)vT dvr dvT ,e qui prouve la propriété (b).La propriété () s'obtient de manière analogue moyennant une intégrationpar parties.Propriété 2.3.2. Pour wT = 0, on a
Fv

{

v2
T

r

∂f

∂vr

}

= 2i
wr

r

∂2

∂w2
T

Fv(f),de plus le membre de gauhe est ontinue en wT = 0.Démonstration. En intégrant par parties, et sahant que f tend vers 0quand vr tend vers l'in�ni, on a
Fv

{

v2
T

r

∂f

∂vr

}

(r, wr, 0, t) = −
2

r
(2π)−1/2iwr

\
vr

\
vT

v3
T f exp(iwrvr) dvr dvT ,d'où l'on déduit la première partie du résultat.On note que J1(wT vT )/wT tend vers vT /2 quand wT tend vers 0, etd'après la démonstration de la propriété 2.3.1(b) on déduit que

i

r

wr

wT

∂

∂wT
Fv(f) → i

wr

r

∂2

∂w2
T

Fv(f) quand wT → 0,e qui montre la ontinuité.Théorème 2.3.1. Dans le as du problème à symétrie sphérique l'équa-tion de Liouville�Boltzmann (2.2.1) s'érit sous la forme
∂φ

∂t
− i

∂2φ

∂r∂wr
+ i

∂V

∂r
wrφ

+ i
wr

r

∂2φ

∂w2
T

+
i

r

wr

wT

∂φ

∂wT
−
i

r
wT

∂2φ

∂wr∂wT
−

2i

r

∂φ

∂wr
= 0,appelée équation spetrale en oordonnées sphériques ; la fontion φ est ditefontion aratéristique.



SYSTÈME DE LIOUVILLE�BOLTZMANN�POISSON 271

Démonstration. Par appliation de la transformation linéaire Fv l'équa-tion initiale (2.2.3) devient
(2.3.1) Fv

{

∂f

∂t

}

+ Fv

{

vr
∂f

∂r

}

−Fv

{

∂V

∂r

∂f

∂vr

}

+ Fv

{

v2
T

r

∂f

∂vr

}

−Fv

{

vrvT

r

∂f

∂vT

}

= 0.On a(2.3.2) Fv

{

∂f

∂t

}

=
∂

∂t
Fv{f} =

∂φ

∂t
,et par le alul, on trouve(2.3.3) Fv

{

vr
∂f

∂r

}

= −i
∂2

∂r∂wr
Fv{f} = −i

∂2φ

∂r∂wr
.En vertu des propriétés 2.3.1 de Fv, les trois derniers termes de l'égalité(2.3.1) s'expriment omme suit :

Fv

{

∂V

∂r

∂f

∂v

}

= −iwr
∂V

∂r
φ,(2.3.4)

Fv

{

v2
T

r

∂f

∂vr

}

= i
wr

r

∂2φ

∂w2
T

+
i

r

wr

wT

∂φ

∂wT
,(2.3.5)

Fv

{

vrvT

r

∂f

∂vT

}

=
2i

r

∂φ

∂wr
+
i

r
wT

∂2φ

∂wr∂wT
.(2.3.6)Des égalités (2.3.2)�(2.3.6) on déduit que l'équation de Liouville�Boltzmann,après la transformation par Fv, s'érit sous la forme donnée.Dans le as où wT = 0, en vertu de la propriété 2.3.2, l'équation (2.2.1)s'érit après transformation par Fv sous la forme

∂φ

∂t
− i

∂2φ

∂r∂wr
+ i

∂V

∂r
wrφ+ 2i

wr

r

∂2φ

∂w2
T

− 2
i

r

∂φ

∂wr
= 0,e qui ahève la démonstration du théorème.3. Solutions globales3.1. Notions préliminaires. Rappelons la forme de l'équation de Liou-ville�Boltzmann dans le as de la symétrie sphérique telle qu'elle a étéobtenue par Ogorodnikov, à l'état stationnaire :(3.1.1) vr

∂f

∂r
−
∂V

∂r

∂f

∂vr
+
v2
T

r

∂f

∂vr
−
vrvT

r

∂f

∂vT
= 0.Désignons par :
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• ̺ la densité spatiale (massique) de l'amas, donnée par

̺(~r, t) =
\
f(~r,~v, t) d~v,

• I2 = ‖~r ⌢ m~v‖2 le arré du moment inétique d'un point mas-sique représentant l'étoile de masse m en mouvement dans l'éspaedes phases (~r,~v),
• E = mv2/2 + V son énergie méanique totale.Proposition 3.1.1. Dans le as d'une fontion de distribution f à sup-port ompat sur l'espae des déplaements, l'équation préédente admet unesolution du type

f = K exp

{

a0E − a′0
I2

2

}

,où la densité ̺ s'érit
̺(r) =

K exp(−a0V (r))(2π)3/2

a
3/2

0
(1 + µ2r2)ave K ∈ R, a0 ∈ R

+, a′0 ∈ R
+, µ2 = a′0/a0.Démonstration. La démonstration onsiste à montrer que l'équation(3.1.1) admet une solution à variables séparées du type(3.1.2) f(r, vr, vT ) = F (vr)G(r, vT ).En e�et, si on remplae f dans (3.1.1) par (3.1.2), on obtient

vr
∂(FG)

∂r
+

(

v2
T

r
−
dV

dr

)

∂(FG)

∂vr
−
vrvT

r

∂(FG)

∂vT
= 0.Après simpli�ation, la dernière équation s'érit

Fvr
∂G

∂r
+

(

v2
T

r
−
dV

dr

)

G
dF

dvr
−
vrvT

r
F
∂G

∂vT
= 0.D'où, après la division par le produit vrFG (supposé non nul), on a(3.1.3) 1

G

∂G

∂r
+

(

v2
T

r
−
dV

dr

)

1

vrF

dF

dvr
−
vT

r

1

G

∂G

∂vT
= 0.Deux as peuvent se présenter :(i) Cas où v2

T /r − dV/dr = 0, e qui entraîne
V (r) = v2

T log r + C0, C0 une onstante.L'équation (3.1.1) devient dans e as
vr
∂f

∂r
−
vrvT

r

∂f

∂vT
= 0,d'où f(r, vr, vT ) = F (vr)ψ(rvT ) + G(vr) ave F,G et ψ des fontions arbi-traires.
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(ii) Cas où v2
T /r − dV/dr 6= 0. Dans e as le seul terme dépendant de

vr dans l'équation (3.1.3) est 1

vrF
dF
dvr

; il ne peut être qu'une onstante (aril est indépendant de vr) :(3.1.4) 1

vrF

dF

dvr
= C.Après résolution de ette équation on obtient

F (vr) = K exp

(

C

2
v2
r

) ave K ∈ R.En tenant ompte de la ondition limF (vr) = 0, quand vr → +∞, on endéduit que C < 0. Par suite on pose C = −a0, a0 ∈ R
+
∗
, e qui implique

F (vr) = K exp

(

−a0

2
v2
r

)

.Revenons à l'équation (3.1.3) pour herher l'expression de G. En e�et, de(3.1.3), après simpli�ation par rG, on obtient
r
∂G

∂r
+

(

v2
TG− rG

dV

dr

)

1

vrF

dF

dvr
− vT

∂G

∂vT
= 0.En utilisant (3.1.4), on a(3.1.5) r

∂G

∂r
− vT

∂G

∂vT
= a0

(

v2
T − r

dV

dr

)

G.L'équation aratéristique de (3.1.5) s'érit(3.1.6) dr

r
= −

dvT

vT
=

dG

a0(v2
T − r dV

dr )G
.Reherhe des intégrales premières. 1) De la double égalité (3.1.6), on a

(1)
dr

r
= −

dvT

vT
,d'où

(2) rvT = onst,don l'intégrale première orrespondante s'érit
(3) κ(r, vT ) = rvT .2) Cherhons une autre intégrale première à partir de (3.1.6), en intro-duisant le triplet (λ, µ, ν) tel que

λr − µvT + νa0

(

v2
T − r

dV

dr

)

G = 0.Si on prend ν = 1/G, on obtient
λr − µvT + a0v

2
T − a0r

dV

dr
= 0.
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Si de plus

λ = a0

dV

dr
,on a

ra0

dV

dr
− µvT + a0v

2
T − a0r

dV

dr
= 0,d'où l'on obtient néessairement

µ = a0vT .Soit U une intégrale première du système ; alors
dU = λdr + µdvT + ν dG,d'où

dU = a0

dV

dr
dr + a0vT dvT +

dG

G
,et �nalement

U(r, vT , G) = logG+ g(r, vT ), g(r, vT ) = a0V (r) +
1

2
a0v

2
T .On a don

U(r, vT , G) = a0V +
1

2
a0v

2
T + logG.La solution générale de l'équation aux dérivées partielles (3.1.5) est telle que(3.1.7) Φ

{

ψ(rvT ),
1

2
a0(v

2
T + 2V ) + logG

}

= 0,où Φ et ψ sont des fontions arbitraires. À partir de (3.1.7), on obtient
logG = −

1

2
a0(v

2
T + 2V ) + ψ(rvT ),e qui entraîne

G(r, vT ) = exp

{

−
1

2
a0(v

2
T + 2V ) + ψ(rvT )

}

,et, par onséquent,
f(r, vr, vT ) = K exp

{

−
1

2
a0(v

2
r + v2

T + 2V )

}

exp{ψ(rvT )}.Sahant que E = 1

2
m(v2

r + v2
T ) + V et I2 = r2v2

T , ψ est hoisie de telle sorteque f s'érit sous la forme
f = K exp

{

−a0E − a′0
I2

2

}

ave K ∈ R, a0 ∈ R
+, a′0 ∈ R

+.Pour trouver l'expression de la densité ̺, on a, d'après 2.2,
̺(r, t) = 2π

\\
f(r, vr, vT , t)vT dvr dvT .
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On remplae f par l'expression qu'on a trouvé, ensuite on intègre, et on a lerésultat.
Remarque 3.1.1. Les onstantes a0 et a′0 intervenant dans l'exponen-tielle

f(E, I2) = K exp

{

−a0E −
1

2
a′0I

2

}

doivent avoir les dimensions suivantes : a0 a pour dimension [L−2T 2], L étantl'unité de longueur du déplaement, T elle du temps, tandis que a′0 a pourdimension [L−4T 2].L'équation de Poisson en symétrie sphérique et à l'état stationnaire s'érit
1

r2
d

dr

{

r2
dV

dr

}

= 4πG̺.A�n d'introduire des variables sans dimensions dans ette équation, posons
x = µr, U(x) = a0V (r).L'équation de Poisson devient don

µ2

x2

d

d
(

x
µ

)

{

x2

µ2

1

a0

dU

d
(

x
µ

)

}

=
4πGK(2π)3/2 exp(−U)

a
3/2

0

(

1 + µ2

µ2x2
)

,

d'où
µ2 1

x2

d

dx

{

x2 dU

dx

}

=
4πGK(2π)3/2 exp(−U)

a0(1 + x2)
.Si on pose

λ =
4πGK(2π)3/2

µ2a
1/2

0

,on obtient
1

x2

d

dx

{

x2 dU

dx

}

= λ
exp(−U)

1 + x2
.Soit l'opérateur L dé�ni par

L(U) =
1

x2

d

dx

{

x2 dU

dx

}

.Théorème 3.1.1. Considérons le système assoié au problème à sy-métrie sphérique
(S)



















L(U) = λ
exp(−U)

1 + x2
, avec λ =

4πGK(2π)3/2

µ2a
1/2

0

,

U(x0) = C1,

U ′(x0) = C2,
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où a1 = x0(C1 − lnλ) et a2 = x0C2 + lnλ− C1. Pour a1 > 0 et a2 > 0 , lesystème (S) possède une solution unique de lasse C2 sur [x0,∞), qui s'éritsous la forme

U(x) =
z(x)

x
+ lnλ.Démonstration. Le système (S) est équivalent au système

(S′)































U(x) =
z(x)

x
+ lnλ,

d2z

dx2
=
x exp(−z/x)

1 + x2
,

z(x0) = a1,

z′(x0) = a2.Ce dernier admet une solution unique de lasse C2 sur un intervalle �ni
[x0, R). Il su�t de montrer que toute solution du système suivant est pro-longeable à [x0,+∞) :







dX

dx
= F (x,X),

X(x0) = (a1, a2),ave X =
(

x1

x2

), x1 = z, x2 = z′ et
F (x,X) =

(

x2

x exp(−x1/x)

)

.Pour ela, démontrons que, pour tout R > 0, la solution X est bornée sur
[x0, R). En e�et, soit X(x) une solution de e système ; alors pour tout xdans [x0, R), on a

x2(x) = x2(x0) +

x\
x0

x′2(s) ds,d'où
x2(x) = x2(x0) +

x\
x0

s exp(−x1(s)/s)

1 + s2
ds,don

|x2(x)| < a2 +

x\
x0

exp

(

−
x1(s)

s

)

ds,e qui implique qu'il existe une onstante C > 0 telle que
|x2(x)| < a2 + C(R− x0).En e�et, il su�t de noter que x1(·) est onvexe (ar d'après (S′), sa dérivéeseonde est positive), et don que soit x1(·) est bornée sur [x0, R), soit

x1(s) → ∞ quand s→ R−.
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Posons a2 + C(R− x0) = M1. Alors
∃ξ ∈ [x0, x] telle que |x1(x) − x1(x0)| = |(R− x0)x

′

1(ξ)|,don |x1(x) − x1(x0)| ≤ (R− x0)M1, d'où
|x1(x)| ≤ |x1(x0)| + (R− x0)M1.Posons

|x1(x0)| + (R− x0)M1 = M2, max(M1,M2) = M ;don |x1(x)| + |x2(x)| ≤ 2M , et, par onséquent, ‖X(x)‖ est bornée sur
[x0, R), don X(x) est prolongeable à [x0,+∞).Remarque 3.1.2. Le problème de Cauhy















x′′(t) =
t exp(−x/t)

1 + t2
,

x(0) = 0,

x′(0) = a,n'est pas bien posé. En e�et, posons
F (t, x) =

t exp(−x/t)

1 + t2
.Alors pour tout x0 ∈ R, limF (t, x) n'existe pas quand (t, x) tend vers

(0, x0). En e�et, si x0 6= 0, posons An = (−x0/n, x0) ; alors F (An) tendvers sign(−x0)∞ quand n tend vers +∞. Si x0 = 0 et An = (−1/n2, 1/n),
F (An) tend vers −∞ quand n tend vers +∞. Don F ne peut être prolongéepar ontinuité à R

2.Par onséquent, puisqu'on étudie le problème en équilibre dynamique,'est-à-dire, l'équation de Liouville�Boltzmann est sans seond membre, nousavons onsidéré un modèle permettant des interations entre partiules(étoiles) sans ollisions ; il existe alors r0 > 0 tel que la fontion de dis-tribution f s'annule à l'intérieur de l'intervalle [0, r0].3.2. Modèle de masse à l'in�niProposition 3.2.1. Les solutions z(x) du système (S′) véri�ent :(1) z/x est non bornée,(2) limx→+∞ z(x) = +∞,(3) la fontion exp(−z/x) tend vers zéro moins rapidement que 1/xquand x tend vers +∞.Démonstration. (1) Supposons qu'il existe une onstante A > 0 telle que
z/x < A pour tout x positif. Par suite

x exp(−z/x)

1 + x2
>
x exp(−A)

1 + x2
,
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don z′ > 1

2
exp(−A) ln(1 + x2) +C1 ave une onstante C1, e qui implique

z′ > exp(−A) lnx+ C1. En intégrant, on aura
z > C1x+ exp(−A)(x lnx− x) + C2ave une onstante C2, d'où
z

x
> C1 + exp(−A)(lnx− 1) +

C2

x
.Comme lnx tend vers +∞ quand x tend vers +∞, on a une ontradition.Don la fontion z/x ne peut être bornée.(2) De (1) on sait que z est non bornée. Et omme z′′ est positif quel quesoit x positif, z est une fontion onvexe. Par onséquent limx→+∞ z(x) =

+∞.(3) D'après (2), il existe
x exp(−z/x)

1 + x2
<

x

1 + x2
, ∀x > a,d'où pour tout x > a on a

x\
a

z′′(t) dt <

x\
a

t dt

1 + t2
,e qui donne

z′(x) − z′(a) <
1

2
ln(1 + x2) −

1

2
ln(1 + a2).En intégrant enore une fois, on aura

z(x) − z(a) <
1

2

x\
a

ln(1 + t2) dt+ x

(

z′(x) −
1

2
ln(1 + a2)

)

− a

(

z′(a) −
1

2
ln(1 + a2)

)

.On pose
C = z(a) − a

(

z′(a) −
1

2
ln(1 + a2)

)

.On a don
z(x) <

1

2

x\
1

ln(1 + t2) dt+ P + C

ave P = 1

2

T
1

a ln(1 + t2) dt, d'où
z(x) <

1

2

x\
1

ln(2t2) dt+ P + C,don
z(x) < P + C +

x

2
ln 2 −

1

2
ln 2 + x lnx− x+ 1.
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On pose A = P + C − 1

2
ln 2 + 1 et B = 1

2
ln 2 − 1. On aura

z(x) < A+ x(lnx+B) ∀x > a,d'où
z

x
<
A

x
+ lnx+B.Mais au voisinage de l'in�ni, on a A/x + lnx + B < lnx + C ave uneonstante C. Don

exp

(

−
z

x

)

> exp(−C − lnx)pour tout x au voisinage de l'in�ni. Par onséquent,
exp

(

−
z

x

)

>
exp(−C)

xpour x assez grand.Théorème 3.2.1. Dans le as de la symétrie sphérique, la masse totalede l'amas à l'état stationnaire et homogène est in�nie.Démonstration. On a
d2z

dx2
=
x exp(−z/x)

1 + x2
.Divisons par x ; pour λ une onstante réelle on a

1

x2

{

dz

dx
+ x

d2z

dx2
−
dz

dx

}

=
λ

λ

exp(−z/x)

1 + x2
,d'où

1

x2

d

dx

{

x2 dz

dx

1

x
+ x2

{

−
z

x

}}

= λ
exp(−z/x− lnλ)

1 + x2
.Multipliant par µ2, on a

µ2

x2

d

dx

{

x2 dU

dx

}

= µ2λ
exp(−U)

1 + x2ave
λ =

4πGK(2π)3/2

µ2a
1/2

0

et U(x) =
z(x)

x
+ lnλ.Ensuite divisons par a0, e qui donne

µ2

x2

d

d(x/µ)

{

x2

µ2

1

a0

dU

d(x/µ)

}

=
µ2 exp(−U)4πGK(2π)3/2

a0(1 + x2)µ2a
3/2

0

.Sahant que U = a0V et x = µr, on a
1

r2
d

dr

{

r2
dV

dr

}

=
4πGK(2π)3/2

a
3/2

0

exp(−a0V )

1 + µ2r2
.
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Mais

∆V =
1

r2
d

dr

{

r2
dV

dr

} et ̺ =
K exp(−a0V )(2π)3/2

a
3/2

0
(1 + µ2r2)

.On retrouve bien l'équation de Poisson qui donne la densité ̺ en fontiondu potentiel V . En onlusion, on trouve
̺ =

1

4πG

z′′µ2

xa0

.D'autre part, sahant que l'élément de masse dM du système est donnépar dM = ̺ dv (ave dv étant l'élément de volume de l'espae des positions),on a dM = ̺4πr2 dr, d'où
dM =

{

1

4πG

z′′µ2

xa0

}{

4π

(

x2

µ2

)

d

(

x

µ

)}

,e qui donne
dM =

xz′′

Ga0µ
dx.En intégrant sur l'espae des positions, on déduit la valeur de la masse M :

GMa0µ =

+∞\
r0

xz′′ dx,'est-à-dire,
M =

1

Ga0µ

+∞\
r0

x2 exp(−z/x)

1 + x2
dx.D'après la proposition 3.2.1(3), exp(−z/x) déroît moins rapidement que

1/x au voisinage de l'in�ni, d'où
+∞\
r0

x2 exp(−z/x)

1 + x2
dxdiverge ar

+∞\
r0

x

1 + x2
dxdiverge. Cela implique que M = +∞, don la masse est in�nie.
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