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EXISTENCE ET REGULARITE HOLDERIENNE
DES FONCTIONS DE BOSSES

PAR

MOEZ BEN ABID (Sousse)

Abstract. We discuss the almost sure existence of random functions that can be
written as sums of elementary pulses. We then estimate their uniform Holder regularity
by applying some results on coverings by random intervals.

1. Introduction et résultats. Les fonctions de bosses sont des fonc-
tions aléatoires de type

(1.1) P =3 GO - X,0).
n=1

ot G est une fonction bosse élémentaire (i.e. une fonction continue sur R,
paire, & support dans [—1,1] et croissante sur [—1,0]), (A,), est une suite
de nombres réels décroissant vers 0, (a,), est une suite de nombres réels
positifs telle que > a, diverge et (X,), une suite de variables aléatoires
indépendantes, uniformément distribuées sur un domaine {2 suffisamment
large.

Ces fonctions aléatoires ont été introduites dans [10], [11] pour générer
des mesures associées aux processus de Poisson. Dans [12] elles ont été
utilisées pour modéliser les surfaces rugueuses et plusieurs autres phéno-
menes, par exemple le traffic dans les réseaux internet, 1’évolution des prix
des actifs dans les bourses, etc.

Dans [5] et [4] et dans le cas particulier A\, = 1/n et a, = 1/n', les
auteurs ont montré que la dimension de boite de la restriction du graphe
de F sur [0,1] vaut presque surement 2 — H et que sous des hypotheses
supplémentaires sur G la dimension de Hausdorff du graphe de F' vaut aussi
presque stirement 2 — H. Nous renvoyons aussi a [3] pour un large exposé
sur les fonctions de bosses.

Dans ce travail, nous nous placons dans le cadre général. Nous com-
mengons par étudier I’existence presque sire de F' sur U'intervalle [0, 1]. Nous
montrons, en utilisant des résultats sur les recouvrements par des intervalles
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aléatoires, que selon la nature de la série ) ap\,, presque strement F'(z)
existe pour presque tout x € [0, 1] ou pour tout = € [0, 1].

La régularité holdérienne uniforme est une propriété fondamentale dans
I’étude des fonctions multifractales. Plusieurs outils utilisés dans I'analyse
multifractale des fonctions s’appliquent généralement pour des fonctions uni-
formément holdériennes. Dans ce travail nous prouvons que lorsque A, =
a/n (o > 0), la fonction F' admet presque strement une régularité hol-
dérienne uniforme sur [0,1], ce qui prouve aussi dans ce cas que presque
strement la fonction F' est continue sur [0, 1].

Dans notre étude, nous allons utiliser des résultats sur le recouvrement
d’un intervalle par des intervalles aléatoires. Cette idée n’est pas tout a fait
nouvelle. Par exemple les auteurs de [5] ont remarqué que la construction
de F' est liée aux recouvrements par des intervalles aléatoires mais ils n’ont
pas utilisé cette idée pour poursuivre leur étude.

Les résultats mentionnés dans ce travail recouvrent en partie, par une
autre approche, ceux trouvés en [5] lorsqu’on on se place dans le cas parti-
culier A\, = 1/n et a, = 1/n", H €]0,1][.

Dans toute la suite nous supposons que les X,, sont uniformément dis-
tribuées sur 2 = [—Xg,1 4+ Ao]. Nous commengons par étudier l'existence
presque sure de F. Nous énoncons le théoreme suivant :

THEOREME 1.1.

(1) Supposons que Y apA, converge. Alors :

(a) Presque surement, pour presque tout x € [0, 1], F(x) existe.
(b) Si (ay) est décroissante et N\, = 1/n, alors presque sturement,
pour tout x € [0,1], F(zx) eziste.

(2) Supposons que > apA, = oo et que G est positive avec G(0) > 0.
Alors :

(a) Presque sirement, pour presque tout x € [0,1], F(x) n’est pas
définie.

(b) Si de plus G(x) > 0 pour tout x € [—1/2,1/2], (an)n est décrois-
sante et A, = 1/n, alors presque sirement, pour tout x € [0,1],
F(x) n’est pas définie.

Dans le cas particulier \,, = 1/n et a,, = 1/nl, H €0, 1], I'existence de
F est établie dans [5] par une autre approche.

Etudions maintenant la régularité holdérienne uniforme de F, ceci va
donc inclure la continuité. Rappelons qu'une fonction f bornée est dite dans
CP(I) (I est un intervalle de R), 8 € ]0,1], si et seulement si il existe une
constante C' telle que pour tous z,y € I, |f(z) — f(y)| < Clz — y|°.
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DEFINITION 1.1. Pour j > 1, posons

p e o . . logay,
Aj={n; 277 <A, <2707} et Hzlg%loilf(nlélﬁj 1ogAn>'

Nous allons prouver le théoréme suivant :

THEOREME 1.2. Supposons que N\, = a/n, a > 0 et que G est dans
CL(R). Alors, si H € ]0,1], presque stirement, pour tout € € |0,H[, F €
ci=<([0,1]).

Notons que, comme H > 0, pour 0 < € < H il existe ng telle que pour
n > ng, a, < A\1=7¢ = af=¢/nf=¢ ot donc la série 3" a,\, converge.

La définition de H semble compliquée, mais on peut facilement I’obtenir
par exemple lorsque a,, est de la forme a, = (logn)?/nf, et A\, = a/n,

puisque dans ce cas
1
liminf({ inf 08an ) _ H
j—oo \ned; log A,

Comme corollaire, nous obtenons une majoration de la dimension de
boite du graphe de F. Notons I'r = {(z, F(z)); = € [0,1]}. Notons dimp la
dimension de boite supérieure (nous renvoyons a [7] pour plus de détails).

COROLLAIRE 1.1. Presque surement dimg [p <2 — H.

Notre travail est organisé comme suit : la section suivante est consacrée
aux rappels de quelques résultats sur les recouvrements par des intervalles
aléatoires en tenant compte du changement fait sur la distribution uniforme
des variables aléatoires. Dans la section suivante nous utilisons ces résultats
pour prouver le Théoreme 1.1 et le Théoreme 1.2.

2. Rappels sur les recouvrements par des intervalles aléatoires.
En partant du modele du recouvrement de Dvoretzky (cf. [6], [9]), c’est-
a~dire des intervalles aléatoires I,, de longueurs [,, donnés sur le cercle de
longueur 1, A. H. Fan et J.-P. Kahane donnent dans [8] des propriétés asym-
otiques uniformes, presque sirement, de la suite des intervalles I,, qui re-
couvrent un point ¢ du cercle T = R/Z. Les résultats établis dans [8] sont
formulés pour les intervalles I,, de la forme I,, = | X,, —1,,/2, X, +1,,/2[ ou les
X, sont des variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées
sur le cercle T = R/Z.

Dans notre travail nous nous intéressons aux recouvrements aléatoires
d’un point ¢ dans [0, 1], nous devons donc modifier légérement la distribution
uniforme des variables aléatoires pour ’adapter & notre situation et pour
éliminer 'effet du bord. Plus précisément, nous supposons que les variables
aléatoires sont uniformément distribuées sur [—ly/2,1 + ly/2]. Nous allons
donc formuler les résultats dans ce cadre mais leurs preuves sont exactement
les mémes que celles dans [8].
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Soit S := ) a, une série de nombres réels positifs divergente. Rappelons
quun ensemble A C N est dit S-rare si on a ) an < 00, et il est dit
S-épais si ), c 4 an = 00.

Pour A C N, on note M,(A) = AN [1,n]. Pour ¢t € [0,1], on note
A(t) = {n; le In} et Mn(t) = Mn(/l(t))

Les propositions suivantes donnent des résultats presque stires sur la
rareté et le nombre des intervalles I,, qui recouvrent un point ¢ fixé dans
[0, 1]. Notons que leurs énoncés sont les mémes que celles dans [8] en prenant
soin de remplacer le cercle T = R/Z par [0, 1].

neA

PROPOSITION 2.1. Soit t € [0,1]. Alors on a les assertions suivantes :

(1) dapl, < oo = p.s. A(t) est S-rare.

(2) Y apl, =00 = p.s. A(t) est S-épais.

(3) En fait, la condition (1) [resp. (2)] implique que presque sirement
pour presque tout point t dans [0,1], A(t) est S-rare (resp. €pais).

Nous aurons besoin aussi de I'uniformité par rapport a ¢ de la notion de
rareté. On a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. Supposons que l,, = a/n avec o > 0 et que la suite
(an) soit décroissante. On a
>\ an
(1) Z . <00 & presque surement, trenamli] Z ap < 00.
n=1 neA(t)
(2) Side plus > 1 on a
o0
Z In _ o0 & presque surement, min Z ap = 00

n te(0,1
n=1 [ ]nE/l(t)

Finalement, nous avons besoin, pour la régularité héldérienne uniforme,
d’une estimation du nombre M, (t) uniformément par rapport a t. On a la
proposition suivante :

PROPOSITION 2.3. Supposons que l, = a/n avec o > 0. On a presque

surement M, (1)
max t
a < limsup te[0,1] Fn < 0.
n—oo logn

La Proposition 2.3 affirme donc que, presque stirement, uniformément
en t dans [0, 1], on a M, (t) =~ logn.

Notons que pour prouver les propositions précédentes nous adaptons les
preuves de [8] en tenant compte du fait que les variables aléatoires sont
uniformément distribuées sur [—ly/2,1 4+ lp/2] et non pas sur tout le cercle
T =R/Z.

Dans la section suivante nous utilisons ces résultats pour montrer le
Théoreme 1.1 et le Théoreme 1.2.
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3. Preuves des résultats

3.1. Ezistence de fonction somme de bosses : Preuve du Théoréeme 1.1.
Nous allons appliquer les propositions de la section précédente a la suite
l, = 2\,. Le point (1)(a) du Théoreme 1.1 résulte facilement de la Proposi-
tion 2.1. En effet, nous avons pour tout ¢ € [0, 1],

Zan St — X0)).

Or G est a support dans [—1, ], doncsit ¢ I, =X, — A\p, Xp + A\n[, on a
G\ Mt — X)) = 0; ceci implique que

F(t)= Y anG\,'(t— X))

neA(t)

Comme G est continue sur R et & support compact, elle est bornée, d’ott

|F(t y<cz .

neA(t

La Proposition 2.1(3) entraine que presque surement pour presque tout point
t€[0,1], 3 e a@) an < 00, ce qui prouve le point (1)(a) du Théoréme 1.1.

Passons maintenant a la preuve de (1)(b). Ceci résulte facilement de la
Proposition 2.2(1) en prenant [, = 2\, = 2/n. En effet, comme la suite
(ay) est décroissante, nous déduisons de la Proposition 2.2(1) que presque
sirement max;eg,1) Y one A(t) Gn < 0. Donc, presque stirement pour tout
z € [0,1],

z)| <C Z anngaX} Z ap < 00.
neA(x) neA(t)

Par conséquent, presque sirement pour tout z € [0, 1], F(z) est bien définie,
ce qui prouve le point (1)(b) du Théoreme 1.1.

Prouvons maintenant le point (2)(a). Comme G est continue et G(0) > 0,
il existe 7 > 0 et m > 0 tels que pour tout = € |—r,r[, G(z) > m. Notons
In = 2rA, et I, = | Xy — A, Xp + 7An[. Pour ¢ € [0,1], posons A(t) =
{n; t € In}. Nous appliquons la Proposition 2.1(3), en prenant [, = 2r\,
et la suite des intervalles fn; nous obtenons alors presque surement pour

presque tout t € [0,1], > = A(t) Gn = 00 Maintenant, comme la fonction G

est positive et que pour tout ¢, /1( ) C A(t), nous avons pour tout ¢ € [0, 1],
Ft)= Y anGO (t—X0) > D anG (= X0)) =m > an.
n€A(t) neA(t) neA(t)
Or nous avons presque stirement pour presque tout ¢ € [0,1], >_ _ A(t) On
= 00, ce qui prouve le point (2)(a) du Théoreme 1.1.
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I nous reste & prouver (2)(b). Il suffit d’appliquer la Proposition 2.2(2).
En effet, comme G est continue et strictement positive sur [—1/2,1/2], il
existe 7 > 1/2 et ¢ > 0 tels que pour tout = € |—r,r[, G(x) > c. Nous
appliquons alors la Proposition 2.2(2) avec [,, = 2r/n a la suite des intervalles
I, =X, — r/n, X, + r/n]. Avec les mémes notations que précedemment,
nous obtenons pour tout x € [0, 1],

Flz)= Y anGO\ Mz —X0) > Y anGN, (2 — X0))

neA(z) ne(z)
> > i .
2o 2 mzeply 2 o
neA(x) neA(t)

Comme ) a,/n = oo, il résulte de la Proposition 2.2(2) que presque stire-
ment mingeo,1] Y_,,¢ f(y) @ = 00 Ceci prouve alors que presque strement
pour tout z € [0,1], F(x) n’est pas défini.

3.2. Régularité holdérienne uniforme : Preuve du Théoréme 1.2. L’idée
de notre démonstration est la suivante: d’abord nous montrons le résultat
pour un systeme de points {(zn,A,)} qui vérifie une certaine propriété.
Puis, nous en déduisons le Théoreme 1.2 en montrant que cette propriété
est vérifiée presque stirement par le systeme {(X,, A\,)}.

Précisons cette idée. Soient (), une suite décroissante vers 0 et (zy,),
une suite de [—\g, 1 + A\g]. Définissons

(3.1) F(2) =) anGO (& — @),
n=1

Notons I, = Jan — An, @n + Ap[. Pour ¢ € [0,1], posons A4;(t) = {n € Aj;
tel,} et N;(t) =1A;(t). Posons

H = lminf( inf 2% ).
j—oo \ned; log A,

La proposition suivante donne la régularité holdérienne uniforme de f sur

[0, 1].
PROPOSITION 3.1. Posons Nj = sup; N;(t). Supposons que
log N;

(3.2) lim

Jj—oo ]
G € C(R) et H €]0,1]. Alors :
(1) f est bien définie sur [0,1].
(2) Pour tout € €10, H[, f est dans CTT=¢([0,1]).

11 faut remarquer que la condition (3.2) est vérifiée par exemple lorsque
le systeme {(zn, An); n € N} et faiblement redondant (voir [2], [1]).

0,
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Démonstration. Montrons d’abord (1). Quitte & ajouter une fonction de
classe C'!, nous écrivons pour ¢ € [0, 1],

ZZan t—l‘n Z Z anG t_wn))

J=1neA; J=1neA;(t)
Pour € € ]0, H], il existe une constante ¢ qui ne dépend que de € telle que
(3.3) pour tout j > 1 et tout n € Aj,  a, < 27 IH=¢/2),

Puis, comme la fonction G est bornée et que pour t € [0, 1], §4,(¢) < Ny,
nous obtenons pour tout ¢ € [0, 1],

oo
[F) < Cy N2,
j=1
La condition (3.2) implique qu’il existe une constante ¢’ telle que
(3.4) pour tout j > 1, N; < 9Iel?

Ceci donne alors, pour une constante C,

Hl<c) 2=
j=1

Cette série est convergente et par suite est bien définie. Donc, f est définie
sur [0, 1].

Passons maintenant & la preuve du point (2). Soient z, h € [0, 1] x R tels
que z,x 4+ h € [0,1]. Soit J l'unique entier qui vérifie 2=/ < |p| < 2=(/=1),
Ecrivons

flz+h) — Z > an(GOG (z +h = 30)) = GO — 2n)))

Jj=1neA;
=Y > @GO+ h =) - GO (@ — )
J=1neZ;(z,h)
J 00
:Z-i- Z =: Aj+ By,
Jj=1  j=J+1

ot Zj(x,h) = {n € Aj; GO Yz +h—x,)) — GO\ Yz + h —2,)) # 0}. La
fonction G est dans C'!(R), donc

GOSN @+h— ) — G\,

n

Hz — )| < AR,
et par suite

J
Al <Cpd ] Y0 Alan.

Jj=1neZ;(z,h)
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Or Zj(xz,h) C Aj(x)U Aj(x + h) et donc § Z;j(x, h) < 2N; pour z,x + h
€ [0,1]. Il s’ensuit que pour € € |0, H[, en utilisant les inégalités (3.3) et
(3.4), il existe une constante C' (qui ne dépend que de €) telle que

J
|AJ| < C|h| Z2j(1—H+e) < C’h‘2J(1—H—|—e) < C2—J(H—e) < C|h|H—e
j=1
Notons que la constante C' n’est pas forcément la méme d’une inégalité a
une autre, 'essentiel est qu’elle ne dépend que de €.
La fonction G est bornée, donc pour € < H, il existe une constante C'
telle que

o0 oo o0
BA<C Y Y w0 Y Np e Y a)
j=J+1neZ;(x,h) Jj=J+1 Jj=J+1
< C2fJ(H76) < C|h|H76
En combinant les majorations de Ay et By, nous obtenons que pour tout
€ € 10, H], il existe une constante C' tel que pour tous z, h € R,

|F(x+h)— F(x)| < C|h|H_€.
La Proposition 3.1 est donc prouvée. =
Maintenant nous sommes en mesure de montrer le Théoreme 1.2. Ce
théoreme résulte de la Proposition 3.1 et de la Proposition 2.3. En effet,

posons I, = 2/n. Nous déduisons de la Proposition 2.3 que presque stirement
il existe ¢ > 0 telle que pour tout n,

sup M, (t) < clogn.
te(0,1]

Nous avons N; = sup¢(o1) Nj(t) avec Nj(t) = §4;(t) ou 4;(t) = {n € Aj;
t € In}. Pour n € A;, 277 < Ay = a/n < 2707 donc Aj(t) C A(t) N
[1,[27/a]]. D’ou
N;j(t) < My /(1)

Donc, presque stirement il existe ¢ > 0 telle que pour tout j,

Nj = sup Nj(t) < sup M, q(t) < clog [2‘7}

t€[0,1] t€[0,1] «

D’ou, presque surement,

lim

j—oo ]

log N; 0

Nous déduisons alors de la Proposition 3.1 que presque strement pour tout

€ €10, H[, F est dans C=¢([0, 1]). Ceci prouve le Théoréme 1.2.

Notons a la fin que le Théoreme 1.2 est établi dans [5] dans le cas parti-
culier a,, = 1/n" (H €]0,1[) et A, = 1/n par une autre approche.
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