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SUR LA SOMME DES QUOTIENTS PARTIELS

DU DÉVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE

PAR

DOMINIQUE BARBOLOSI et CHRISTIAN FAIVRE (Marseille)

Abstract. Let [0; a1(x), a2(x), . . .] be the regular continued fraction expansion of an
irrational x ∈ [0, 1]. We prove mainly that, for α > 0, β ≥ 0 and for almost all x ∈ [0, 1],

lim
n→∞

an1 (x) + . . .+ a
n
n(x)

n logn
=

{
α/log 2 if α < 1 and β ≥ 0,
1/log 2 if α = 1 and β < 1,

and, if α > 1 or α = 1 and β > 1,

lim inf
n→∞

an1 (x) + . . .+ a
n
n(x)

n logn
=
1

log 2
, lim sup

n→∞

an1 (x) + . . .+ a
n
n(x)

n logn
=∞,

where ani (x) = ai(x) if ai(x) ≤ n
α logβ n and ani (x) = 0 otherwise, for all i ∈ {1, . . . , n}.

1. Introduction. Si x ∈ [0, 1] est un nombre irrationnel, notons a1(x),
a2(x), . . . la suite de ses quotients partiels dans le développement en fraction
continue. Les premiers résultats sur la somme Sn(x) = a1(x) + . . . + an(x)
remontent à Khintchine et Lévy. En 1935 Khintchine [2] montre que la suite
Sn/(n log n) converge vers 1/log 2 en probabilité. Un résultat plus précis est
énoncé par P. Lévy [5] : la suite

Sn
n
− log n
log 2

converge en distribution vers une loi stable d’exposant 1. L. Heinrich [1] a
obtenu un résultat plus précis en donnant une estimation de la vitesse de
convergence. D’autre part, P. Lévy dans [4] montre aussi que pour presque
tout x,

lim sup
n→∞

Sn(x)

n log n
=∞,

ce qui implique en particulier que la suite

Sn(x)/(n logn)

diverge pour presque tout x. W. Philipp [6] montre d’ailleurs qu’il n’est pas
possible de normaliser de manière “naturelle” la suite Sn de façon à obtenir
une limite constante non nulle pour presque tout x. Plus précisément, pour
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toute suite (un)n≥1 de nombres positifs tels que la suite un/n soit croissante
on a la dichotomie

lim
n→∞

Sn(x)

un
= 0 ou lim sup

n→∞

Sn(x)

un
=∞,

pour presque tout x selon que
∑
1/un < ∞ ou

∑
1/un = ∞. En prenant

par exemple un = n log n on retrouve le résultat de P. Lévy.
Dans toute la suite nous poserons, pour tous réels α > 0, β ≥ 0 et pour

tout entier i ∈ {1, . . . , n},
ani (x) = ai(x)

si ai(x) ≤ nα logβ n et ani (x) = 0 sinon.
Dans ce papier, dans le but de compléter les résultats précédents, nous

prouvons le théorème suivant :

Théorème 1.1. Pour presque tout x ∈ [0, 1],

lim
n→∞

an1 (x) + . . .+ a
n
n(x)

n logn
=

{
α/log 2 si α < 1 et β ≥ 0,
1/log 2 si α = 1 et β < 1.

Si α > 1 ou α = 1 et β > 1, alors pour presque tout x,

lim inf
n→∞

an1 (x) + . . .+ a
n
n(x)

n logn
=
1

log 2
, lim sup

n→∞

an1 (x) + . . .+ a
n
n(x)

n logn
=∞.

Pour α = 1 et β = 1, on a

lim inf
n→∞

an1 (x) + . . .+ a
n
n(x)

n logn
=
1

log 2
.

Il est possible de déduire du résultat précédent le corollaire suivant qui
complète le résultat de P. Lévy :

Corollaire 1.2. Pour presque tout x ∈ [0, 1],

lim inf
n→∞

a1(x) + . . .+ an(x)

n logn
=
1

log 2
.

2. Preuve de quelques lemmes. Nous allons commencer par établir
plusieurs lemmes utiles afin de démontrer le théorème principal (1.1).
Rappelons qu’un processus stationnaire (Xn)n≥1 est dit ψ-mixing si on

peut trouver une suite (αn)≥1 de nombres positifs avec αn → 0 quand n→
∞, telle que pour tous n ≥ 1 et k ≥ 1, les inégalités

|P (A ∩B)− P (A)P (B)| ≤ αnP (A)P (B)
soient satisfaites pour tout A dans la σ-algèbre engendrée par X1, . . . , Xk et
pour tout B dans la σ-algèbre engendrée par Xk+n, Xk+n+1 . . .
Ces processus sont importants dans la théorie métrique des fractions

continues car il est bien connu ([7], p. 169) qu’il existe des constantes C >
0 et 0 < q < 1 telles que la suite des quotients partiels (an)n≥1 soit un
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processus ψ-mixing relativement à la mesure de Gauss µ sur [0, 1] définie
par

dµ(x) =
1

log 2

dx

1 + x

avec αn = Cq
n. Par la suite nous travaillerons exclusivement avec la mesure

de Gauss sur [0, 1]. Notons que µ et m (la mesure de Lebesgue) possèdent
les mêmes ensembles de mesure nulle.
Nous commencerons par rappeler un lemme classique concernant la va-

riance d’un processus stationnaire ψ-mixing.

Lemme 2.1. Soit (Xn)n≥1 un processus stationnaire, ψ-mixing , tel que
la suite αn vérifie

∞∑

n=1

αn <∞.

Posons Sn := X1 + . . .+Xn. Alors il existe une constante C (ne dépendant
que de la suite αn) telle que pour tout n ≥ 1,

σ2(Sn) ≤ Cnσ2(X1).
Preuve. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que E(Xn) = 0

pour tout n. Compte tenu de la stationnarité, pour n ≥ 2 on a

σ2(Sn) = E(S
2
n) = nE(X

2
1 ) + 2

n∑

p=2

(n− p+ 1)E(X1Xp).

Donc

σ2(Sn) ≤ nE(X21 ) + 2n
n∑

p=2

|E(X1Xp)|.

Or la propriété de ψ-mixing donne, compte tenu du fait que les Xn ont une
espérance nulle,

|E(X1Xp)| ≤ αp−1E(|X1|)E(|Xp|) = αp−1E(|X1|)2 ≤ αp−1E(X21 ).
En définitive, pour tout n ≥ 1 on obtient donc

σ2(Sn) ≤ CnE(X21 ) avec C = 1 + 2

∞∑

p=1

αp.

Soit maintenant (kn)n≥1 une suite de nombres réels positifs (que l’on
précisera par la suite) telle que kn → ∞ quand n → ∞. Pour tout entier
naturel n ≥ 1 et pour tout entier i ∈ {1, . . . , n} posons

ani (x) := ai(x)

si ai(x) ≤ kn et ani (x) := 0 sinon. On posera également
S′n := a

n
1 + . . .+ a

n
n.
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Comme la suite a1, a2, . . . est ψ-mixing, il en résulte immédiatement que la
suite (ank)k≥1 est aussi ψ-mixing pour la même suite αk = Cq

k.

Lemme 2.2. Quand n→∞ on a

E(an1 ) ∼
log kn
log 2

et E((an1 )
2) ∼ kn

log 2
.

Preuve. D’une manière générale, pour X une variable aléatoire qui ne
peut prendre que les valeurs entières 0, 1, . . . , et k un entier naturel, si X̃
est la variable aléatoire définie par

X̃ =

{
X si X ≤ k,
0 sinon,

il est aisé d’établir la relation

E(X̃) = −kP (X > k) +

k∑

p=1

P (X ≥ p).

En appliquant ceci, il vient que

E(an1 ) = −[kn]P (a1 > [kn]) +
[kn]∑

p=1

P (a1 ≥ p),

où [ ] désigne la partie entière. Or quand p→∞,

P (a1 ≥ p) =
1

log 2
log

(
1 +
1

p

)
∼ 1

log 2

1

p
;

il s’ensuit que

E(an1 ) ∼
log kn
log 2

.

De même

E((an1 )
2) = −[kn]2P (a21 > [kn]2) +

[kn]2∑

p=1

P (a21 ≥ p).(1)

D’autre part, quand n→∞, on a

[kn]
2P (a1 > [kn]) ∼

kn
log 2

(2)

et, en utilisant le résultat classique

N∑

p=1

1√
p
∼ 2
√
N (N →∞),

il résulte alors de (1), (2) que quand N →∞,

E((an1 )
2) ∼ kn
log 2

.
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Lemme 2.3. Pour tout ε > 0 et n ≥ 1, on a

P

(∣∣∣∣
S′n

E(S′n)
− 1
∣∣∣∣ ≥ ε
)
≤ C

ε2
· E((a

n
1 )
2)

nE(an1 )
2
.(3)

Preuve. D’après l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev on a

P

(∣∣∣∣
S′n

E(S′n)
− 1
∣∣∣∣ ≥ ε
)
≤ σ(S′n)

ε2E(S′n)
2
.

D’après le lemme 2.1 on a l’inégalité σ2(S′n) ≤ Cnσ2(an1 ). Comme E(S′n) =
nE(an1 ) et σ

2(an1 ) ≤ E((an1 )2) on en déduit le résultat.

Enfin, nous aurons besoin d’un dernier lemme.

Lemme 2.4. Soient (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires vérifiant
0 ≤ X1 ≤ X2 ≤ . . . et (bn)n≥1 une suite de nombres réels vérifiant 0 < b1 ≤
b2 ≤ . . . avec bn →∞. On suppose qu’il existe une application croissante ϕ
de N

∗ dans N
∗ vérifiant ϕ(n) → ∞ quand n → ∞ et un nombre θ > 0 tels

que lorsque n→∞,
bϕ(n+1)

bϕ(n)
→ θ,(4)

Xϕ(n)

bϕ(n)
→ 1,(5)

presque sûrement. Alors on a

1

θ
≤ lim inf
n→∞

Xn
bn
≤ lim sup
n→∞

Xn
bn
≤ θ

presque sûrement.

Preuve. Pour tout entier n ≥ ϕ(1), il existe un entier qn ≥ 1 tel que
ϕ(qn) ≤ n < ϕ(qn + 1). On a alors

Xϕ(qn)

bϕ(qn+1)
≤ Xn

bn
≤
Xϕ(qn+1)

bϕ(qn)

et donc
bϕ(qn)

bϕ(qn+1)
·
Xϕ(qn)

bϕ(qn)
≤ Xn

bn
≤
Xϕ(qn+1)

bϕ(qn+1)
·
bϕ(qn+1)

bϕ(qn)
.

En utilisant alors (4) et (5), il s’ensuit que

1

θ
≤ lim inf
n→∞

Xn
bn
≤ lim sup
n→∞

Xn
bn
≤ θ,

presque sûrement.
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3. Preuve du théorème 1.1, partie 1. a) Supposons dans un premier
temps que 0 < α < 1 et β ≥ 0. Posons kn = nα(logn)β. On a

E((an1 )
2)

nE(an1 )
2
∼ kn log 2

n log2 kn
∼ log 2

α2
· (logn)

β−2

n1−α
(n→∞).

Choisissons un entier r ≥ 1 tel que r(1 − α) > 1 et posons ϕ(n) = nr.
Comme

∞∑

n=1

(r logn)β−2

nr(1−α)
<∞,

on déduit du lemme 2.3 que pour tout ε > 0,
∞∑

n=1

P

(∣∣∣∣
S′nr

E(S′nr)
− 1
∣∣∣∣ ≥ ε
)
<∞,(6)

donc

lim
n→∞

S′nr

E(S′nr)
= 1

presque sûrement en utilisant le lemme de Borel–Cantelli. Le lemme 2.2
donne aussi que

E(S′n) = nE(a
n
1 ) ∼

n log kn
log 2

∼ αn logn

log 2
.

En posant bn = αn logn/log 2, nous avons, quand n→∞,

lim
n→∞

b(n+1)r

bnr
= 1

donc l’application du lemme 2.4 donne alors que

1 ≤ lim inf
n→∞

S′n
bn
≤ lim sup
n→∞

S′n
bn
≤ 1

presque sûrement, ce qui signifie

lim
n→∞

S′n
n log n

=
α

log 2

presque sûrement.

b) Supposons α = 1 et 0 ≤ β < 1. Posons kn = n(logn)β. Cette fois
kn

n log2 kn
∼ 1

(logn)2−β
(n→∞).

Soit c un réel quelconque, c > 1 et posons ϕ(n) = [cn]. Comme 2 − β > 1,
on a

∞∑

n=1

1

(log([cn]))2−β
<∞,
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de sorte qu’en suivant la même démarche que précédemment,

lim
n→∞

S′[cn]

E(S′[cn])
= 1

presque sûrement quand n→∞. Le lemme 2.2 donne cette fois que

E(S′n) ∼
n logn

log 2
.

Posons bn = n log n/log 2. Comme

lim
n→∞

b[cn+1]

b[cn]
= c,

l’application du lemme 2.4 donne alors que

1

c
≤ lim inf
n→∞

S′n
bn
≤ lim sup
n→∞

S′n
bn
≤ c(7)

presque sûrement. L’inégalité (7) étant valable pour tout réel c > 1, quand
c→ 1 on obtient que lorsque n→∞,

lim
n→∞

S′n
n log n

=
1

log 2

presque sûrement.

4. Preuve du corollaire 1.2. Considérons kn = n. L’inégalité

an1 (x) + . . .+ a
n
n(x)

n logn
≤ 1

n logn

n∑

i=1

ai(x)(8)

et le théorème 1.1 dans le cas α = 1, β = 0, démontré précédemment,
donnent

lim inf
n→∞

1

n logn

n∑

i=1

ai(x) ≥
1

log 2
.

D’autre part, le résultat de Khintchine donne l’existence d’une sous-suite
de (1/(n logn))

∑n
i=1 ai(x) qui converge pour presque tout x vers 1/log 2. Il

en résulte que

lim inf
n→∞

1

n logn

n∑

i=1

ai(x) ≤
1

log 2

pour presque tout x. En définitive, pour presque tout x,

lim inf
n→∞

1

n logn

n∑

i=1

ai(x) =
1

log 2
,

ce qui termine la preuve du corollaire.
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5. Preuve du théorème 1.1, partie 2. c) Soient α > 1 ou α = 1 et
β > 1. D’après le théorème de Bernstein ([3], p. 60), comme

∞∑

n=1

1

nα(logn)β
<∞,

pour presque tout x, il existe un nombre fini d’entiers i tels que

ai(x) > iα(log i)β.

Ainsi d’après le résultat de Lévy et le corollaire 1.2, on en déduit que pour
presque tout x,

lim sup
n→∞

1

n logn

n∑

i=1

ani (x) = lim sup
n→∞

1

n logn

n∑

i=1

ai(x) =∞,

lim inf
n→∞

1

n logn

n∑

i=1

ani (x) = lim inf
n→∞

1

n log n

n∑

i=1

ai(x) =
1

log 2
.

d) Il ne reste plus qu’à étudier le cas α = β = 1 pour clore la démonstra-
tion du théorème 1.1. Posons, pour tout α, β,

En,α,β := {i ≤ n : ai(x) ≤ nα logβ n}.
L’inégalité

∑

i∈En,1,0

ai(x) ≤
∑

i∈En,1,1

ai(x) ≤
n∑

i=1

ai(x),

le résultat c) précédent (appliqué pour α = 1 et β = 0) et le corollaire 1.2
donnent immédiatement que pour presque tout x,

lim inf
n→∞

1

n logn

∑

i∈En,1,1

ai(x) =
1

log 2
.
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