
�����������
	����
�
��������	�������������	

�������! #"#"��%$

&('*),+.-0/214365�798:16-0;�)=<25�7�>?3A@

BDC
EGFIH�J�KLH�MLNPO*EGFRQ�S�TVU�KLW9TYX[Z]\_^a`cb�dfeYg

hji�k%lnmno�pqlfr?sut9vxwfyDt�z0{|vx}f~�{|t9~qB�t���v�~qw6�I�0���RwIv�{|t9}D�0���I�Iz�~qz��I�0�q�RwIvx{|t9z0{|�0�I�#{|�I�0t�z�v�w6{|�It9z|t�wIz0t
���
��t#�9t%��z|�fv���sut:z|�I�n��{|�R~�{�t_~q�.��~qB�t%��v�~qwu�I�0�q�RwIvx{|t:}��0�D�I�����P�RwIv�{|tjt%�L����wIt�wD{_���2�Iv��.�uv�z�{|�It
v�wfyDt��0z0t2��v��:vx{,�D��~�z0Ccz�{|t���v�wI�It%�Lt��jBfC

ω
~�wI�j�%�DwIz0v��It��0t��:��vx{|�A{|�It�z�{.~�wI�R~q�0�:z0{|�0�I�%{|�I�|~q�R}��0���I���

v�z�z0�*~q�����
m � wI�D�0�j~q�L~qwI� m � z�{.~�BI�xt��_sutP~q��z|����Bc{.~qv�w�z|vx�jv���~����0t%z|�I�x{|z��!����~qB�t��xv�~qw?�I�0�q�RwIvx{|t�}��0�D�I�Iz��vx{|�
z|���:t�wI��w � z0{.~qwI�R~q�0��z�{|�0�I�%{|�I�|~q��}��0���I�Iz_�

�9�, D¡ MLFIN2¢�Q�£�McT[N ¡�� Z]¤A¥�¦qdR\�¦¨§[\_^�©4¦nª�¤A«�¤f¬�¤f\�dR­�®�¤f¯�¬�°�¦n°±^�¬�^�§�²�\_^�¯�¬�°�¦n¤*¥�¦n\_³�`�´
¦n³�\_¤�µ?¶·²�\_^�¯�¬�°�¦n¤¸¥_²,d�`D¤G°�¥¹dR¬º°±¬�»�¤f\n¥�¤G­±°±©¹°�¦¼^�§
¯�¬�°�¦n¤G®�°�¥n`D\_¤D¦n¤¸¥_²,d�`D¤L¥¸X�¥_^½¦nª�¤
¦n^�²�^�­±^�«�¾¿°�¥A°±¬�®�³�`D¤L®¿§[\_^�©À¦nª�¤�²�\_^a®�³�`�¦*^�§2¯�¬�°�¦n¤Á¥�²,d�`D¤L¥:^�§9¦nª�¤Y°±¬�»�¤f\n¥_¤Â¥�¾�¥%¦n¤f©Ãgqµ
Z]¤Äd�¥_¥_³�©¹¤Â¦nª,dI¦�dR­±­2°±¬�»�¤f\n¥�¤�¥�¾�¥%¦n¤f©Å¥
dR\_¤Á`D^�³�¬�¦qdRÆ�­±¤�µ

Ç�È,ÉaÊVË9ÊÍÌ2ÊVÎ�ËÐÏaµ�Ñ�Òu¶ÔÓ,ÕnÖ�×¨Ø�ÙVÚ.Û¸ÜqÚ�Õ�Ý�ÞfÚ�ÝaÕnÛG°�¥Åd(²,dR°±\
(X,Aut∗(X))

`D^�¬�¥_°�¥%¦_´
°±¬�«G^�§jdÃ²�\_^�¯�¬�°�¦n¤¹¦n^�²�^�­±^�«�°�`LdR­A¥_²,d�`D¤

X
dR¬�®=dß®�°�¥%¦n°±¬�«�³�°�¥_ª�¤L®àÜqÚ�Õ�Ý�ÞfÚ�ÝaÕná�â�ãRÕ�ÖRÝIÓ

Aut∗(X)
e*ª�°�`�ªº°�¥¹dä`D­±^�¥_¤L®º¥_³�Æ�«�\_^�³�²º^�§å¦nª�¤Ã«�\_^�³�²æ^�§YdR­±­:ª�^�©¹¤f^�©Å^�\_²�ª�°�¥�©Å¥

^�§
X

\_¤L¥_²�¤L`�¦n°±¬�«à¦nª�¤�°±¬�»�¤f\n¥�¤ç¥%¾�¥�¦n¤f©è®�¤f¯�¬�°±¬�«
X
µ*é�eA^ê²�\_^�¯�¬�°�¦n¤=¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥

(X,Aut∗(X))
dR¬�®

(Y,Aut∗(Y ))
dR\_¤ÄÙ[ÜDÖRëÅÖRÕ.Ó�ì�Ù0Þ*°±§P¦nª�¤f\_¤å°�¥AdYª�^�©¹¤f^�©¹^�\_²�ª�°�¥_©

f : X → Y
¥_³�`�ª¼¦nª,dI¦?¦nª�¤*²�³�­±­±Æ,d�`�í�§[³�¬�`�¦n°±^�¬

f∗
©îdR²�¥

Aut∗(Y )
^�¬�¦n^

Aut∗(X)
µ

¶êÓ,ÕnÖ�×¨Ø�ÙVÚ.Ûjã�ÕnÖ�ÝIÓî°±¬�¦nª�°�¥�`D^�¬�¦n¤Dï�¦6°�¥?dR¬¼°±¬�»�¤f\n¥_¤*­±°±©¹°�¦�^�§P¯�¬�°�¦n¤*«�\_^�³�²�¥¨eå°�¦nªÅd
¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­,«�\_^�³�²¹²�\_¤L¥�¤f\�»a°±¬�«Á¦nª�¤*«�\_^�³�²îd�`�¦n°±^�¬9µ�Z]¤*¥ndf¾�¦nª,dI¦AdÂ¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­,«�\_^�³�²
^�§:d¿²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Å¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤äð «�\_^�³�²�ñ

X
°�¥�Ü�Ú.áRØPò�áRÕnò(°±§6°�¦Â°�¥Y¦nª�¤¼«�\_^�³�²�^�§:dR­±­¨ª�^�©¼´

¤f^�©¹^�\_²�ª�°�¥_©Å¥îð ¦n^�²�^�­±^�«�°�`LdR­jdR³�¦n^�©¹^�\_²�ª�°�¥�©î¥%ñ6^�§
X
\_¤L¥_²�¤L`�¦n°±¬�«¸¦nª�¤¿dR²�²�\_^�²�\_°ÍdI¦n¤

°±¬�»�¤f\n¥_¤¼¥�¾�¥%¦n¤f©¸µ�Zóª�¤f¬½°�¦Y°�¥Y`D­±¤cdR\�eåª,dI¦�¦nª�¤¼¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­¨«�\_^�³�²½°�¥
e:¤
ô%³�¥%¦Yeå\_°�¦n¤
X
°±¬�¥�¦n¤cd�®G^�§

(X,Aut∗(X))
µ

Zó°�¦nª�^�³�¦Ã­±^�¥n¥î^�§Á«�¤f¬�¤f\�dR­±°�¦#¾àe:¤(`LdR¬õdR¬�®ó®�^ºd�¥_¥_³�©¹¤¸¦nª,dI¦GdR­±­Y`D^�¬�¬�¤L`�¦n°±¬�«
©îdR²�¥j^�§�¦nª�¤Â°±¬�»�¤f\n¥_¤�¥%¾�¥�¦n¤f©ö®�¤f¯�¬�°±¬�«

X
dR\_¤Ä¥_³�\�ô%¤L`�¦n°±^�¬�¥Dµ

é:ª�¤?¥�°±©Å²�­±¤L¥%¦�¤Dï�dR©Å²�­±¤L¥9^�§a²�\_^�¯�¬�°�¦n¤?«�\_^�³�²�¥�dR\_¤�²�\_^a®�³�`�¦�¥2^�§�`D^�³�¬�¦qdRÆ�­�¾Â©îdR¬�¾
¯�¬�°�¦n¤¿«�\_^�³�²�¥Dµ¨÷9¤D¦

X =
∏
i≤ωXi

Æ�¤¿¥_³�`�ªædG²�\_^a®�³�`�¦Lµ�Z]¤î`D^�¬�¥_°�®�¤f\u°�¦¼d�¥Ä¦nª�¤
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°±¬�»�¤f\n¥_¤:­±°±©¹°�¦¨^�§�¯�¬�°�¦n¤j«�\_^�³�²�¥

X�n =
∏
i<nXi � n > 0 � e*°�¦nªu¦nª�¤:¬,dI¦n³�\�dR­�²�\_^�ô%¤L`�´¦n°±^�¬�¥fµ9éjª�¤�¥�¦qdR¬�®�dR\n®�¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­¨«�\_^�³�²�`D^�¬�¥�°�¥�¦�¥Yª�¤f\_¤�^�§�¦nª�^�¥_¤¼dR³�¦n^�©Å^�\_²�ª�°�¥�©Å¥

^�§
X
e*ª�°�`�ª(°±¬�®�³�`D¤¹dR³�¦n^�©¹^�\_²�ª�°�¥_©Å¥
^�§�¤cd�`�ª

X�n §[^�\ n > 0
µP¶
¬�¾¸`D­±^�¥_¤L®(¥_³�Æ�´

«�\_^�³�²ä^�§�¦nª�¤u¥%¦qdR¬�®�dR\n®ä¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­�«�\_^�³�²(`LdR¬GÆ�¤�`�ª�^�¥_¤f¬½d�¥
dR¬�^�¦nª�¤f\�¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­
«�\_^�³�²G^�§

X
µ

Z�¤¿¥ndf¾�¦nª,dI¦
X

°�¥ÅÜ�ëÅá�â[â:°±§:§[^�\�¤D»�¤f\�¾�¬,dI¦n³�\�dR­A¬�³�©uÆ�¤f\
n > 0 � ^�¬]¦nª�¤¿¥�¤D¦

Xn = X × · · · × X
¦nª�¤f\_¤ädR\_¤¸`D^�³�¬�¦qdRÆ�­�¾ê©îdR¬�¾æ^�\_Æ�°�¦�¥¹³�¬�®�¤f\¼¦nª�¤äd�`�¦n°±^�¬à^�§

Aut∗(X)
µ��¨\_^�¯�¬�°�¦n¤Y¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥:dR¬�®¹«�\_^�³�²�¥6°±¬¹¦nª�°�¥6¥�¤f¬�¥_¤åª,df»�¤
Æ�¤f¤f¬î°±¬�¦n\_^a®�³�`D¤L®

°±¬æð ��Ñ�ñ�dR¬�®=ð ���cñ|µ	��©¿dR­±­2²�\_^�¯�¬�°�¦n¤�«�\_^�³�²�¥
^a`f`D³�\
¬,dI¦n³�\�dR­±­�¾¸°±¬¸©¹^a®�¤f­2¦nª�¤f^�\�¾äd�¥
²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Y«�\_^�³�²�¥6°±¬�¦n¤f\_²�\_¤D¦qdRÆ�­±¤Â°±¬¿¥�©îdR­±­,¦nª�¤f^�\_°±¤L¥Âð �uÑ�ñ|µ
�å¤De:¤f­�¥_í�°�ª,d�¥A®�¤D»�¤f­±^�²�¤L®
¦nª�¤�©¹^a®�¤f­�¦nª�¤f^�\�¾õ^�§u¥�©¿dR­±­�²�\_^�¯�¬�°�¦n¤=¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥fµ��(dR¬�¾ó\_¤L¥�³�­�¦�¥ß§[\_^�© ¥�¦qdRÆ�­±¤
©¹^a®�¤f­�¦nª�¤f^�\�¾¼ª,df»�¤åÆ�¤f¤f¬î²�\_^c»�¤f¬Å°±¬¹¦nª�°�¥?`D^�¬�¦n¤Dï�¦Lµ

m
´|¬�^�\_©¿dR­±°�¦#¾ÅdR¬�®

m
´.¥%¦qdRÆ�°±­±°�¦#¾

²�­Ídf¾Gdu²�\_^�©Å°±¬�¤f¬�¦å\_^�­±¤Á°±¬ädR­±­
¦nª�¤L¥_¤Ä`D^�¬�¥_°�®�¤f\�dI¦n°±^�¬�¥Dµ
é:ª�¤�^�¬�­�¾îí�¬�^ceå¬¿¤Dïa²�­±°�`D°�¦j¤Dï�dR©Å²�­±¤L¥A^�§�¥_©îdR­±­P²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Â«�\_^�³�²�¥jdR\_¤Y²�\_^a®�³�`�¦�¥

^�§2¯�¬�°�¦n¤
«�\_^�³�²�¥Áð 
¼Ñ�ñ|µ��¸^�\_¤�²�\_¤L`D°�¥�¤f­�¾ � °±§ X °�¥:dÁ²�\_^a®�³�`�¦j^�§2¯�¬�°�¦n¤f­�¾Å©îdR¬�¾¹¯�¬�°�¦n¤
«�\_^�³�²�¥*dR¬�®¿`D^�³�¬�¦qdRÆ�­�¾¿©¿dR¬�¾¹¯�¬�°�¦n¤ÄdRÆ�¤f­±°ÍdR¬Ã«�\_^�³�²�¥A^�§�Æ�^�³�¬�®�¤L®Ã¤Dïa²�^�¬�¤f¬�¦:eå°�¦nª
¦nª�¤¿¥%¦qdR¬�®�dR\n®ç¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­A«�\_^�³�² � ¦nª�¤f¬ X °�¥�¥�©îdR­±­0µ��.¬óð 
¹Ñ�ñ?¤Dï�dR©Å²�­±¤L¥Ä^�§:¥_©îdR­±­
²�\_^a®�³�`�¦�¥j^�§�¯�¬�°�¦n¤Y«�\_^�³�²�¥:e*°�¦nªG¥�^�©Å¤�¬�^�¬�´.¥%¦qdR¬�®�dR\n®¸¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­9«�\_^�³�²�¥ådR\_¤ÁdR­�¥_^
«�°�»�¤f¬9µ

é:ª�¤u«�^�dR­�^�§�¦nª�°�¥�²,dR²�¤f\Y°�¥
¦n^î¯�¬�®ä¬�¤De `D­Íd�¥n¥�¤L¥Y^�§¨¤Dï�dR©Å²�­±¤L¥�^�§?¥�©îdR­±­�²�\_^�¯�´
¬�°�¦n¤
«�\_^�³�²�¥fµ�Z]¤å«�¤f¬�¤f\�dR­±°��f¤�©¹^�¥�¦6^�§P¦nª�¤
\_¤L¥_³�­�¦�¥6^�Æ�¦qdR°±¬�¤L®Å§[^�\6²�\_^a®�³�`�¦�¥A^�§
¯�¬�°�¦n¤
«�\_^�³�²�¥¼°±¬ ð 
¹Ñ�ñ:¦n^(¦nª�¤ß`Ld�¥_¤Ã^�§YdRÆ�¤f­±°ÍdR¬º²�\_^�¯�¬�°�¦n¤ß«�\_^�³�²�¥fµ�éjª�¤Ã©îdR°±¬ç\_¤L¥_³�­�¦¹°�¥
éjª�¤f^�\_¤f© Ñ�µ�� � e*ª�°�`�ªç¥�df¾�¥Ä¦nª,dI¦�¤cd�`�ªºdRÆ�¤f­±°ÍdR¬ç²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Ã«�\_^�³�² X ^�§j¯�¬�°�¦n¤Ã¤Dï�´
²�^�¬�¤f¬�¦ � e*ª�°�`�ªä°�¥*¦nª�¤�°±¬�»�¤f\n¥_¤u­±°±©¹°�¦
^�§?d¹¥�¾�¥%¦n¤f© °±¬�®�¤Dïa¤L®¸Æ�¾

ω
dR¬�®ä`D^�¬�¥_°�®�¤f\_¤L®

eå°�¦nª(¦nª�¤¹¥%¦qdR¬�®�dR\n®�¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­�«�\_^�³�² � °�¥Â¥_©îdR­±­ � m ´|¬�^�\_©îdR­�dR¬�® m ´.¥�¦qdRÆ�­±¤�µ���³�¥�¦d�¥Y§[^�\Y²�\_^a®�³�`�¦�¥Â^�§6¯�¬�°�¦n¤�«�\_^�³�²�¥Â°±¬êð 
¹Ñ�ñ � ¦n^ß²�\_^c»�¤u¦nª�°�¥Y\_¤L¥_³�­�¦ � ¯�\n¥%¦Âe:¤u¯�¬�®�d®�¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬¿^�§
^�\_Æ�°�¦�¥6°±¬
X
³�¬�®�¤f\?¦nª�¤Yd�`�¦n°±^�¬î^�§P¦nª�¤�¥�¦qdR¬�®�dR\n®î¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­�«�\_^�³�²9µ

�
^ceA¤D»�¤f\ � e:¤Y^�Æ�¦qdR°±¬¸¥_³�`�ª¸d�®�¤L¥_`D\_°±²�¦n°±^�¬äÆ�¾¿©¹¤cdR¬�¥j^�§�©¹^a®�¤f­P¦nª�¤f^�\�¾Ã^�§�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥ � e*ª�°�`�ªG°�¥åd¼®�°���¤f\_¤f¬�¦YdR²�²�\_^�d�`�ª¸§[\_^�© ¦nª,dI¦å°±¬]ð 
¹Ñ�ñ|µ
�å¤f\_¤¹°�¥ÄdÃ«�^�^a®�²�­Íd�`D¤¹¦n^ß\_¤L`LdR­±­�¦nª,dI¦Ä¤cd�`�ª�¦n^�\n¥_°±^�¬çdRÆ�¤f­±°ÍdR¬]²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Å«�\_^�³�²

°�¥�°�¥�^�©Å^�\_²�ª�°�`Å¦n^½d¸®�°±\_¤L`�¦�²�\_^a®�³�`�¦�^�§j¯�¬�°�¦n¤ßdRÆ�¤f­±°ÍdR¬æ«�\_^�³�²�¥ÃX�¥_¤f¤�ð ��� ��� ^�\_^�­�´­ÍdR\�¾���µ��aµ��IñVg�dR¬�®u¦n^Â¤Dïa²�­ÍdR°±¬¹e*ª�¾�¦nª�°�¥�\_¤L¥_³�­�¦6®�^�¤L¥¨¬�^�¦�\_¤L®�³�`D¤j¦nª�¤*`Ld�¥�¤j^�§
dRÆ�¤f­±°ÍdR¬
²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Á«�\_^�³�²�¥ÁXV\_¤f«�dR\n®�¤L®¸d�¥A²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Ä¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥�g6¦n^u¦nª�¤Á`Ld�¥�¤Â^�§2²�\_^a®�³�`�¦�¥*^�§
¯�¬�°�¦n¤A«�\_^�³�²�¥�`D^�¬�¥_°�®�¤f\_¤L®u°±¬Ãð 
¼Ñ�ñ|µ�é:ª�¤6²�^�°±¬�¦�°�¥�¦nª,dI¦�¦nª�¤jdRÆ�^c»�¤A\_¤L¥_³�­�¦�¾a°±¤f­�®�¥�^�¬�­�¾
dR¬(°�¥�^�©Å^�\_²�ª�°�¥�© ^�§¨¦n^�²�^�­±^�«�°�`LdR­�«�\_^�³�²�¥ÁdR¬�®¸¬�^�¦Y^�§�²�\_^�¯�¬�°�¦n¤�¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥fµ �¸^�\_¤
²�\_¤L`D°�¥_¤f­�¾ � e:¤ÂdR\_¤Â«�^�°±¬�«�¦n^¹`D^�¬�¥�°�®�¤f\�dR¬GdRÆ�¤f­±°ÍdR¬G²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Â«�\_^�³�² X ^�§�¯�¬�°�¦n¤Á¤Dï�´
²�^�¬�¤f¬�¦�d�¥jdu²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Á¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤Âeå°�¦nªî¦nª�¤Á¥%¦qdR¬�®�dR\n®¸¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­2«�\_^�³�²

Aut∗(X)°±¬�®�³�`D¤L®¸§[\_^�©·¦nª�¤Ä°±¬�»�¤f\n¥�¤u¥%¾�¥�¦n¤f© ®�¤f¯�¬�°±¬�«
X
µ � ^�\_^�­±­ÍdR\�¾!��µ��aµ��¼§[\_^�© ð �"�,ñ2¦n¤f­±­�¥

³�¥*¦nª,dI¦
X ∼= G =

∏
i∈ω Gi

§[^�\�¥�^�©Å¤Á¯�¬�°�¦n¤�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬(«�\_^�³�²�¥
Gi

Æ�³�¦ � ^�§�`D^�³�\n¥�¤ �¦nª�¤¹°±¬�»�¤f\n¥�¤Å¥�¾�¥%¦n¤f© ®�¤f¯�¬�°±¬�«
X
¬�¤f¤L®½¬�^�¦ÁÆ�¤¼°�¥_^�©¹^�\_²�ª�°�`�¦n^Ã¦nª�¤¹¥�¾�¥%¦n¤f© ^�§:dR­±­

°±¬�°�¦n°ÍdR­å¥_³�Æ�²�\_^a®�³�`�¦�¥
G�n =

∏
i<nGi � n > 0 � e*°�¦nªæ¦nª�¤G¬,dI¦n³�\�dR­*²�\_^�ô%¤L`�¦n°±^�¬�¥fµ��^ä¦nª�¤f\_¤¿°�¥�¬�^(\_¤cd�¥�^�¬æ§[^�\

(X,Aut∗(X))
¦n^(Æ�¤î°�¥_^�©¹^�\_²�ª�°�`Å¦n^

(G,Aut∗(G)) �



� 
.þ�� �±û�� /	, �@� �	�!ü[þ���,
��� / � ���

eåª�¤f\_¤
Aut∗(G)

°�¥�¦nª�¤Å¥�¦qdR¬�®�dR\n®�¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­?«�\_^�³�²�^�§
G
XV°0µ�¤�µ2°�¦Á°�¥Â°±¬�®�³�`D¤L®�Æ�¾

¦nª�¤Á°±¬�»�¤f\n¥�¤�¥�¾�¥%¦n¤f©
G�n � n > 0

gqµ
�å^ce]e:¤�²�\_¤L¥�¤f¬�¦¨dR­±­�¬�¤L`D¤L¥n¥ndR\�¾�®�¤f¯�¬�°�¦n°±^�¬�¥�dR¬�®ÁÆ,d�¥_°�`�§�d�`�¦�¥�^�¬Ä²�\_^�¯�¬�°�¦n¤A¥�¦n\_³�`�´

¦n³�\_¤L¥ÁdR¬�®½«�\_^�³�²�¥Y°±¬(¦nª�¤¼¥_¤f¬�¥_¤�^�§ �å¤De:¤f­�¥_í�°0µ���^�\�¦nª�¤�²�\_^�^�§V¥ÁdR¬�®(©Å^�\_¤�®�¤D¦qdR°±­�¥
¥_¤f¤Åð �uÑDñ � ð � �cñ�dR¬�®]ð ZçdIñ|µ÷9¤D¦

X
Æ�¤:då²�\_^�¯�¬�°�¦n¤j¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤ � ¤�µ�«�µ�d*²�\_^�¯�¬�°�¦n¤:«�\_^�³�²9µ�÷2¤D¦ A ⊆ X Æ�¤A¯�¬�°�¦n¤�µ

�6¾
Aut∗(X/A)

eA¤å®�¤f¬�^�¦n¤å¦nª�¤
¥�¤D¦6^�§P¤f­±¤f©Å¤f¬�¦�¥�^�§
Aut∗(X)

¯�ïa°±¬�«
A
²�^�°±¬�¦#eå°�¥�¤�µ

Z]¤¼¥�df¾¸¦nª,dI¦
V ⊆ X

°�¥
A
´nÙ[Ø���áRÕqÙ0á�Ø�Ú�°±§

f [V ] = V
§[^�\Â¤D»�¤f\�¾

f ∈ Aut∗(X/A)
µ

�.§
V
°�¥Äd�®�®�°�¦n°±^�¬,dR­±­�¾�`D­±^�¥�¤L® � ¦nª�¤f¬½e:¤¼¥ndf¾ä¦nª,dI¦ V °�¥

A
´�ò�Û0×¨Ø�á	��â±Û�µ
��^�\

a ∈ Xn
dR¬�®

A ⊆ X
e:¤Ã®�¤f¯�¬�¤

o(a/A) = {f(a) : f ∈ Aut∗(X/A)} X[¦nª�¤]ÖRÕ���ÙVÚÄ^�§ a^c»�¤f\
A
gqµ�÷2¤D¦

On(A) = {o(a/A) : a ∈ Xn} µ
��\_^�© ¬�^ce ^�¬
A,B, . . .

³�¥_³,dR­±­�¾
®�¤f¬�^�¦n¤ß¯�¬�°�¦n¤Ã¥_³�Æ�¥_¤D¦�¥�^�§

X
dR¬�®

a, b, . . .
®�¤f¬�^�¦n¤Ã¤f­±¤f©¹¤f¬�¦�¥u^�\u¯�¬�°�¦n¤¿¦n³�²�­±¤L¥�^�§

¤f­±¤f©¹¤f¬�¦�¥*^�§
X
µ

Ç�È,ÉaÊVË9ÊÍÌ2ÊVÎ�ËçÏaµ ��ÒÄZ�¤Â¥�df¾î¦nª,dI¦åd�²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Ä¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤
X
°�¥YÜ�ëÅá�â[â2°±§ |On(∅)|

≤ ω
§[^�\�¤D»�¤f\�¾�¬,dI¦n³�\�dR­6¬�³�©uÆ�¤f\

n > 0
µ
��
�³�°�»�dR­±¤f¬�¦n­�¾

O1(A)
°�¥�`D^�³�¬�¦qdRÆ�­±¤î§[^�\

¤D»�¤f\�¾Ã¯�¬�°�¦n¤�¥�¤D¦
A ⊆ X µ

��»�¤f\�¾ó²�\_^�¯�¬�°�¦n¤�¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤�`LdR¬õÆ�¤½¤f¬�­ÍdR\_«�¤L®ó¦n^
Xeq Æ�¾õd�®�®�°±¬�«ê¥�^�´.`LdR­±­±¤L®

Ù[ë¹ácãRÙ[ØPáRÕ��ÅÛDâ±ÛDë¹ÛDØ�Ú�Ü � °0µ�¤�µ�¤f­±¤f©¹¤f¬�¦�¥?^�§
¦nª�¤å§[^�\_© a/E � eåª�¤f\_¤ a ∈ Xn dR¬�® E °�¥Ad
∅ ´.®�¤f¯�¬,dRÆ�­±¤
¤�
�³�°�»�dR­±¤f¬�`D¤
\_¤f­ÍdI¦n°±^�¬î^�¬ Xn µ��.§ X °�¥?¥�©¿dR­±­ � ¦nª�¤f¬ � §[^�\�¤D»�¤f\�¾Å¥�³�`�ª E �
Xn/E

°�¥:¥%¦n°±­±­2dÄ²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Á¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤ � e*ª�¤f\_¤�¦nª�¤Y¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­9«�\_^�³�²Ã°�¥A°±¬�®�³�`D¤L®ÃÆ�¾
Aut∗(X)

d�`�¦n°±¬�«Å^�¬
X/E

µ���^�\j©¹^�\_¤Á®�¤D¦qdR°±­�¥å¥_¤f¤îð ���cñ|µ
Z�¤?¥ndf¾Y¦nª,dI¦�d:²�\_^�¯�¬�°�¦n¤6¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤

X
°�¥¨Ù[Ø�Ú.ÛDÕ#Ó,ÕnÛfÚ.á��Dâ±Û?°±¬�d:²�\_^�¯�¬�°�¦n¤A¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤

Y
°±§�¦nª�¤f\_¤�°�¥åd¹`D^�¬�¦n°±¬�³�^�³�¥uÑ�´�ÑÁ©îdR²�²�°±¬�«

f
^�§
X
^�¬�¦n^¿d¼¥_¤D¦

f(X)
®�¤f¯�¬,dRÆ�­±¤�°±¬

Y eq ^c»�¤f\?d�¯�¬�°�¦n¤*¥�¤D¦ A ¥�³�`�ª�¦nª,dI¦¨¦nª�¤j²�³�­±­±Æ,d�`�íu§[³�¬�`�¦n°±^�¬¼©¿dR²�¥
Aut∗(Y/A)

^�¬�¦n^
d¹`D­±^�¥_¤L®ä¥�³�Æ�«�\_^�³�²(^�§

Aut∗(X)
µ �|¦å°�¥å¤cd�¥%¾ß¦n^î¥_¤f¤Á¦nª,dI¦ÂdR¬�¾ß²�\_^�¯�¬�°�¦n¤�¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤

°±¬�¦n¤f\_²�\_¤D¦qdRÆ�­±¤�°±¬äd�¥�©¿dR­±­9^�¬�¤Á°�¥ådR­�¥_^Å¥�©¿dR­±­0µ
��^�\�d�¯�¬�°�¦n¤

A ⊆ X � e:¤Ä®�¤f¬�^�¦n¤ÄÆ�¾ acl(A)
XV^�\

acleq(A)
gA¦nª�¤�dR­±«�¤fÆ�\�dR°�`�`D­±^�´

¥_³�\_¤å^�§
A � °0µ�¤�µ�¦nª�¤�¥�¤D¦A^�§P¦nª�^�¥_¤å¤f­±¤f©¹¤f¬�¦�¥?^�§ Xeq e*ª�°�`�ªîª,df»�¤å¯�¬�°�¦n¤f­�¾Å©îdR¬�¾¼`D^�¬�´

ô%³�«�dI¦n¤L¥�³�¬�®�¤f\
Aut∗(X/A)

µLZõª�¤f¬
A
°�¥�°±¬�¯�¬�°�¦n¤ � e:¤?®�¤f¯�¬�¤ acl(A) =

⋃{acl(A′) :
A′ ⊆ A °�¥j¯�¬�°�¦n¤ } µ

Ç�È,ÉaÊVË9ÊÍÌ2ÊVÎ�ËßÏaµ���Ò�éjª�¤*Õná�Ø�� M °�¥9¦nª�¤�§[³�¬�`�¦n°±^�¬�§[\_^�© ¦nª�¤6`D^�­±­±¤L`�¦n°±^�¬�^�§a^�\_Æ�°�¦�¥
^c»�¤f\*¯�¬�°�¦n¤�¥�¤D¦�¥j¦n^¼¦nª�¤Â^�\n®�°±¬,dR­�¥*¦n^�«�¤D¦nª�¤f\jeå°�¦nª ∞ ¥ndI¦n°�¥_§Í¾a°±¬�«

M(a/A) ≥ α+ 1
°�� ¦nª�¤f\_¤Á°�¥ådu¯�¬�°�¦n¤

B ⊇ A eå°�¦nª
o(a/B)

¬�^ce*ª�¤f\_¤Ä®�¤f¬�¥_¤
°±¬
o(a/A)

dR¬�® M(a/B) ≥ α µ

Ç�È,ÉaÊVË9ÊÍÌ2ÊVÎ�Ë Ïaµ �,Ò�¶ ²�\_^�¯�¬�°�¦n¤î¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤
X
°�¥
m
´nÜqÚ.á	��â±Û¹°±§6¤D»�¤f\�¾½^�\_Æ�°�¦Äª,d�¥

dR¬¼^�\n®�°±¬,dR­ M ´|\�dR¬�í�µ���
�³�°�»�dR­±¤f¬�¦n­�¾u¦nª�¤f\_¤j°�¥¨¬�^Â°±¬�¯�¬�°�¦n¤å¥�¤�
�³�¤f¬�`D¤
A1 ⊆ A2 ⊆ · · ·^�§A¯�¬�°�¦n¤î¥_³�Æ�¥�¤D¦�¥Ä^�§

X
dR¬�®

a ∈ X ¥_³�`�ª�¦nª,dI¦
o(a/Ai+1)

°�¥Â¬�^ce*ª�¤f\_¤î®�¤f¬�¥_¤Å°±¬
o(a/Ai)

§[^�\*¤D»�¤f\�¾
i
µ



��� 3:� 3¨�0�I�Iv � z|�Lv
Ç�È,ÉaÊVË9ÊÍÌ2ÊVÎ�ËºÏaµ���Ò�¶ ²�\_^�¯�¬�°�¦n¤�¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤

X
°�¥
m
´nØPÖRÕ�ë¹á�â�°±§�§[^�\*¤D»�¤f\�¾Ã¯�¬�°�¦n¤

a,A ⊆ X � ¦nª�¤f\_¤¼°�¥Ád¿`D­±^�²�¤f¬ U 3 a ¥�³�`�ª½¦nª,dI¦ U ∩ o(a/A)
ª,d�¥Y¯�¬�°�¦n¤f­�¾(©îdR¬�¾

`D^�¬�ô%³�«�dI¦n¤L¥å³�¬�®�¤f\
Aut∗(X/a)

µ
�.¬ß¦nª�¤udRÆ�^c»�¤u®�¤f¯�¬�°�¦n°±^�¬¸eA¤Ä`LdR¬ä`�ª�^�^�¥_¤ud�¥

U
d¼`LdR¬�^�¬�°�`LdR­�^�²�¤f¬ä¬�¤f°±«�ª�Æ�^�³�\�´

ª�^�^a®ß^�§
a � eåª�¤f\_¤ÂÆ�¾Gd¸Þ�áRØPÖRØ�Ù0Þ�á�â�Ö�Ó�ÛDØ(ÜDÛfÚ6°±¬

X = lim←−Xi ⊆
∏

Xi

e:¤j©Å¤cdR¬ÅdÂ¥_¤D¦?^�§P¤f­±¤f©Å¤f¬�¦�¥�^�§
X
e*°�¦nª¹¦nª�¤

i
¦nªî`D^�^�\n®�°±¬,dI¦n¤
¯�ïa¤L®¸X

i
°�¥6dR\_Æ�°�¦n\�dR\�¾�gqµ

¶4`LdR¬�^�¬�°�`LdR­�^�²�¤f¬¸¥�¤D¦
°±¬
Xn °�¥*d�²�\_^a®�³�`�¦
^�§�`LdR¬�^�¬�°�`LdR­�^�²�¤f¬¸¥�¤D¦�¥*°±¬ X µ�|¦Y°�¥
e:^�\�¦nª(¬�^�¦n°�`D°±¬�«Ã¦nª,dI¦Â°±¬ºð �uÑ�ñ�dR¬�®ºð ���cñ � m ´|¬�^�\_©îdR­±°�¦#¾½dR¬�® m ´.¥%¦qdRÆ�°±­±°�¦#¾ª,df»�¤uÆ�¤f¤f¬½°±¬�»�¤L¥%¦n°±«�dI¦n¤L®½^�¬�­�¾¸³�¬�®�¤f\
¦nª�¤¼d�¥n¥�³�©Å²�¦n°±^�¬(^�§�¥_©îdR­±­±¬�¤L¥n¥Dµ9é:ª�°�¥
°�¥�Æ�¤D´

`LdR³�¥_¤A^�§�«�^�^a®�©¹^a®�¤f­�´0¦nª�¤f^�\_¤D¦n°�`A²�\_^�²�¤f\�¦n°±¤L¥�^�§�¦nª�¤L¥_¤A¬�^�¦n°±^�¬�¥�³�¬�®�¤f\�¦nª,dI¦¨d�¥n¥�³�©Å²�´
¦n°±^�¬9µ

��°±¬,dR­±­�¾ � ��e:^�³�­�®Å­±°±í�¤å¦n^Ä¦nª,dR¬�í¼¦nª�¤YdR¬�^�¬�¾a©¹^�³�¥?\_¤f§[¤f\_¤f¤Y§[^�\6¥_^�©¹¤å°±¬�¦n¤f\_¤L¥�¦n°±¬�«`D^�©¹©Å¤f¬�¦�¥*dR¬�®G¥�³�«�«�¤L¥�¦n°±^�¬�¥fµ

�,����� KL£�FRT[S�MIT[N ¡ NPO:N,F���TÍMIK
	 ¡ ¢ºM�� ��
 	�T ¡ F � KLQ��[M � éjª�°�¥:¥_¤L`�¦n°±^�¬ß°�¥A^�\_«�dI´
¬�°��f¤L®Åd�¥�§[^�­±­±^ceå¥���¯�\n¥%¦�e:¤j\_¤L`LdR­±­�¦nª�¤*¬�^�¦n°±^�¬Å^�§9dRÆ�¤f­±°ÍdR¬Å¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤���¦nª�¤f¬ � ³�¥�°±¬�«Ä°�¦ �e:¤j^�Æ�¦qdR°±¬ÃdÂ®�¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬î^�§P^�\_Æ�°�¦�¥?°±¬îdRÆ�¤f­±°ÍdR¬Å²�\_^�¯�¬�°�¦n¤
«�\_^�³�²�¥?³�¬�®�¤f\�¦nª�¤�d�`�¦n°±^�¬
^�§2¦nª�¤Â¥�¦qdR¬�®�dR\n®G¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­2«�\_^�³�²��,d�¥jdu`D^�¬�`D­±³�¥_°±^�¬Ãe:¤Y^�Æ�¦qdR°±¬¿¦nª�¤Y©¿dR°±¬¿\_¤L¥�³�­�¦ �éjª�¤f^�\_¤f© Ñ�µ��aµ

Ç�È,ÉaÊVË9ÊÍÌ2ÊVÎ�Ë Ñ�µ�Ñ�Òu¶å¬ á	�nÛfâ�Ù0á�ØêÜqÚ�Õ�Ý�ÞfÚ�ÝaÕnÛ A = (A,+, Pi)i∈I
°�¥¹dR¬ºdRÆ�¤f­±°ÍdR¬

«�\_^�³�²
(A,+)

¤Dïa²,dR¬�®�¤L®ÅÆ�¾¼²�\_¤L®�°�`LdI¦n¤L¥
Pi � i ∈ I � ®�¤f¯�¬�°±¬�«u¥_³�Æ�«�\_^�³�²�¥?^�§ Ani §[^�\

ni ∈ ω
µ

�.§�eA¤Ad�®�®Y¦n^*¦nª�¤?­ÍdR¬�«�³,dR«�¤6§[³�¬�`�¦n°±^�¬�¥�¾a©uÆ�^�­�¥�®�¤f¯�¬�°±¬�«
ª�^�©¹^�©¹^�\_²�ª�°�¥_©Å¥9§[\_^�©
¥_^�©¹¤î`LdR\�¦n¤L¥_°ÍdR¬ç²�^ce:¤f\n¥Ä^�§

A
°±¬�¦n^

A � ¦nª�¤f¬=¦nª�¤¿dR\_°�¥_°±¬�«½¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤Ã`LdR¬ædR­�¥_^äÆ�¤\_¤f«�dR\n®�¤L®(d�¥ådR¬ädRÆ�¤f­±°ÍdR¬ä¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤�µ �YdR©¹¤f­�¾ � ¤cd�`�ªGª�^�©¹^�©¹^�\_²�ª�°�¥_© f : An → A`LdR¬ Æ�¤ä°�®�¤f¬�¦n°±¯�¤L®àe*°�¦nª °�¦�¥Å«�\�dR²�ª
Gf = {(a, f(a)) : a ∈ An} � d]¥�³�Æ�«�\_^�³�²^�§

An+1 µ�å^ce eA¤Â­±°�¥�¦
¥�¤D»�¤f\�dR­�¤Dï�dR©¹²�­±¤L¥j^�§¨dRÆ�¤f­±°ÍdR¬ä¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥fµ
Ñ�µA¶ ²�³�\_¤�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬¸«�\_^�³�² A = (A,+)

µ
��µA¶ ²�³�\_¤

R
´|©Å^a®�³�­±¤ A = (A,+, r·)r∈R

§[^�\
dR¬¸dR\_Æ�°�¦n\�dR\�¾ß\_°±¬�«
R
µ

�aµA¶å¬
R
´|©¹^a®�³�­±¤ A = (A,+, r·, Pi)r∈R, i∈I � eåª�¤f\_¤:¤cd�`�ª Pi °�¥�d
³�¬,dR\�¾u²�\_¤L®a´°�`LdI¦n¤Ä®�¤f¯�¬�°±¬�«¿d�¥_³�Æ�«�\_^�³�²¸^�§

(A,+)
µ

XV°[g¼÷2¤D¦
X =

∏
i∈ωXi

Æ�¤ÅdÃ²�\_^a®�³�`�¦�^�§:`D^�³�¬�¦qdRÆ�­�¾�©¿dR¬�¾(¯�¬�°�¦n¤îdRÆ�¤f­±°ÍdR¬
«�\_^�³�²�¥ � dR¬�®�­±¤D¦Á²�\_¤L®�°�`LdI¦n¤L¥ Pn � n ∈ ω � Æ�¤¹®�¤f¯�¬�¤L®�°±¬½¦nª�¤¹§[^�­±­±^ceå°±¬�«ejdf¾��

Pn(η) ⇔ η�n = (0, . . . , 0),
e*ª�¤f\_¤

η�n ®�¤f¬�^�¦n¤L¥u¦nª�¤î¯�\n¥�¦
n
`D^�^�\n®�°±¬,dI¦n¤L¥�^�§

η ∈ X
µ�é:ª�¤f¬ X :=

(X,+, r·, Pn)r∈Z, n∈ω
°�¥¨dR¬¹dRÆ�¤f­±°ÍdR¬¹¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤:eå°�¦nªu¦nª�¤:²�\_^�²�¤f\�¦#¾�¦nª,dI¦



� 
.þ�� �±û�� /	, �@� �	�!ü[þ���,
��� / � �! 

f ∈ Aut∗(X) ⇔ f ∈ Aut(X ) � e*ª�¤f\_¤ Aut∗(X)
°�¥Å¦nª�¤�¥%¦qdR¬�®�dR\n®

¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­�«�\_^�³�²G^�§
X
µ�é:ª�¤Á¥ndR©¹¤Â°�¥*dR­�¥�^¼¦n\_³�¤Yeåª�¤f¬

X
°�¥åd�²�\_^a®�³�`�¦

^�§�¯�¬�°�¦n¤f­�¾ß©îdR¬�¾¿«�\_^�³�²�¥fµ
XV°±°[g¹÷2¤D¦

X
Æ�¤Å¦nª�¤¿°±¬�»�¤f\n¥_¤¿­±°±©Å°�¦u^�§ådR¬ç°±¬�»�¤f\n¥�¤ß¥%¾�¥�¦n¤f© ^�§j¯�¬�°�¦n¤ßdRÆ�¤f­±°ÍdR¬

«�\_^�³�²�¥
Xi � i ∈ ω µ
÷9¤D¦ fi : X → Xi

Æ�¤�¦nª�¤�¬,dI¦n³�\�dR­¨²�\_^�ô%¤L`�¦n°±^�¬�dR¬�®
Pi = f−1

i (0) < X
µ�éjª�¤f¬ X := (X,+, r·, Pi)r∈Z,i∈ω

°�¥¼dR¬ºdRÆ�¤f­±°ÍdR¬
¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤Y¥_³�`�ª¹¦nª,dI¦

f ∈ Aut∗(X) ⇔ f ∈ Aut(X ) � eåª�¤f\_¤ Aut∗(X)°�¥?¦nª�¤�¥�¦qdR¬�®�dR\n®¿¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­
«�\_^�³�²¿^�§
X
µaéjª�¤
¥�dR©¹¤
°�¥�¦n\_³�¤�°±§

X
°�¥?¦nª�¤

°±¬�»�¤f\n¥�¤Ä­±°±©¹°�¦*^�§¨d�¯�¬�°�¦n¤Ä¥%¾�¥�¦n¤f©Gµ
÷2¤D¦ A = (A,+, Pi, fj)i∈I, j∈J

Æ�¤ÂdR¬ßdRÆ�¤f­±°ÍdR¬Ã¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤¹XV°0µ�¤�µ
Pi �
¥jdR\_¤
²�\_¤L®�°�`LdI¦n¤L¥

®�¤f¯�¬�°±¬�«]¥�³�Æ�«�\_^�³�²�¥¹^�§å`LdR\�¦n¤L¥_°ÍdR¬ê²�^ceA¤f\n¥�^�§
A
dR¬�®

fj �
¥¼dR\_¤Ãª�^�©Å^�©¹^�\_²�ª�°�¥�©î¥

§[\_^�©Ô`LdR\�¦n¤L¥_°ÍdR¬¸²�^ceA¤f\n¥*^�§
A
°±¬�¦n^

A
gqµ

Ç�È,ÉaÊVË9ÊÍÌ2ÊVÎ�ËçÑ�µ ��Ò�¶ §[^�\_©u³�­Íd
φ(x)

XV°±¬�¦nª�¤*­ÍdR¬�«�³,dR«�¤å^�§ A g�°�¥?d
Ó � Ó � � ÖRÕ�ëuÝ�â±á°±§�°�¦*°�¥*¤�
�³�°�»�dR­±¤f¬�¦å©Å^a®�³�­±^
Th(A)

¦n^îd�§[^�\_©u³�­Ídu^�§�¦nª�¤Á§[^�\_©

∃y
∧

i<k

Pni(t
i
1(y, x), . . . , tiki(y, x)),

eåª�¤f\_¤
y, x

dR\_¤¹¯�¬�°�¦n¤¼¦n³�²�­±¤L¥Á^�§?»�dR\_°ÍdRÆ�­±¤L¥ � k ∈ ω � ni ∈ I ∪ {=} X |= P=(a) ⇔
a = 0

g:dR¬�®
ti1(y, x), . . . , tiki(y, x)

dR\_¤Á¦n¤f\_©Å¥:°±¬ß¦nª�¤Á­ÍdR¬�«�³,dR«�¤ {+, fj}j∈J
µ

¶ ²,dR\�¦n°�`D³�­ÍdR\¼`Ld�¥_¤Ã°�¥Äeåª�¤f¬ A = (A,+, r·)r∈R
°�¥¼d¸²�³�\_¤Ã©¹^a®�³�­±¤î^c»�¤f\

R
µ

éjª�¤f¬
φ(x1, . . . , xm)

°�¥ÂdÅ²9µ�²9µ
§[^�\_©u³�­ÍdÅ°±§�°�¦Â°�¥�¤�
�³�°�»�dR­±¤f¬�¦Á©¹^a®�³�­±^
Th(A)

¦n^ßd
§[^�\_©u³�­Íd�^�§�¦nª�¤Â§[^�\_©

∃y1, . . . , yk
∧

i<k

( k∑

j=1

aij · yj +

m∑

j=1

bij · xj = 0
)
,

eåª�¤f\_¤
aij ·

dR¬�®
bij ·

dR\_¤�¦nª�¤¼¥n`LdR­ÍdR\Y©u³�­�¦n°±²�­±°�`LdI¦n°±^�¬�Æ�¾ä¤f­±¤f©Å¤f¬�¦�¥�^�§
R
µ9é:ª�¤¼§[^�­�´

­±^ceå°±¬�«¹§�d�`�¦å°�¥jí�¬�^ce*¬(d�¥:¦nª�¤��
áRÝaÕ����*áRÕná ��áLã�â�Ù0á	��
½Ö�Ø��¹Ú�ìaÛ�ÖRÕ�Û�ëGµ
��
���Ì Ñ�µ���Ò���Ø áRØ��½Ó,Ý�ÕnÛ�ë¹ÖcòRÝ�â±Û � Û�á�ÞDì � ÖRÕ�ëuÝ�â±á

φ(x)
Ù[Ü]Û��DÝaÙ ��á�â±Û�Ø,ÚÅÚ.Ö á

�åÖcÖ�â±Û�á�Ø�ÞqÖRë ��Ù[Ø�á�Ú�Ù0ÖRØ]Ö � Ó � Ó � � ÖRÕ�ëuÝ�â±áRÜ �
é:ª�¤¸²�\_^�^�§Y^�§�¦nª�¤ �jdR³�\����ÂdR\�df»�dR«�­±°Íd��
�¸^�¬�íº¦nª�¤f^�\_¤f© X_ð �jdRñ � ð ��ñVgu°�¥ÅÆ�¾º°±¬�´®�³�`�¦n°±^�¬4^�¬ ¦nª�¤=¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤=^�§�¦nª�¤]§[^�\_©u³�­Íd

φ(x)
µ��|¦ä³�¥_¤L¥ ��µ��Äµ��
¤f³�©îdR¬�¬

�
¥

­±¤f©¹©¿dG^�¬æ`D^c»�¤f\_°±¬�«]d¸«�\_^�³�²æÆ�¾ædä¥_¤D¦¼^�§å`D^�¥_¤D¦�¥¹dR¬�®ç¥_^�©¹¤¿Æ,d�¥�°�`ß`D^�©uÆ�°±¬,dI¦n^�´
\_°ÍdR­9¦n\_°�`�ía¥fµ��
¬�¤Ä`LdR¬¸`�ª�¤L`�íî¦nª,dI¦å¦n^¼²�\_^c»�¤Á¦nª�°�¥j¦nª�¤f^�\_¤f©Ô°�¦*°�¥*¤f¬�^�³�«�ªG¦n^¼ª,df»�¤Ä°�¦
§[^�\ÂdI¦n^�©Å°�`Ä§[^�\_©u³�­Íd�¥ÂdR¬�®¸¦n^î³�¥_¤�¦nª�¤u§[^�­±­±^ceå°±¬�«Ã²�\_^�²�¤f\�¦n°±¤L¥Y^�§¨²9µ�²9µ
§[^�\_©u³�­Íd�¥¼XV°�¦
°�¥:¬�^�¦*°±©¹²�^�\�¦qdR¬�¦je*ª,dI¦j²9µ�²9µ�§[^�\_©u³�­Íd�¥:­±^�^�íî­±°±í�¤ � eA¤Y³�¥_¤Y^�¬�­�¾î¦nª�¤f°±\j²�\_^�²�¤f\�¦n°±¤L¥qgqµ÷2¤D¦ A = (A,+, . . . )

Æ�¤�d¼©¹^a®�¤f­�°±¬Geåª�°�`�ª¸eA¤Ä§[^�\_©u³�­ÍdI¦n¤Ä¦nª�¤Ä¦nª�¤f^�\_¤f© X
(A,+)°�¥ådR¬ädRÆ�¤f­±°ÍdR¬¸«�\_^�³�²�gqµ

XV°[g ��µ�²9µA§[^�\_©u³�­Íd�¥ÃdR\_¤½`D­±^�¥_¤L® ³�¬�®�¤f\¿¤Dïa°�¥�¦n¤f¬�¦n°ÍdR­ 
�³,dR¬�¦n°±¯�`LdI¦n°±^�¬ dR¬�®ó`D^�¬�´
ô%³�¬�`�¦n°±^�¬9µ

XV°±°[g �?d�`�ªG²9µ�²9µ�§[^�\_©u³�­Íd
ϕ(x1, . . . , xm)

®�¤f¯�¬�¤L¥�d�¥_³�Æ�«�\_^�³�²¸^�§
Am

µ
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XV°±°±°[g �.§

ϕ(x, y)
°�¥åd�²9µ�²9µ�§[^�\_©u³�­Íd � ¦nª�¤f¬¸¥_^¼°�¥ ϕ(0, y)

µ
XV°�»�g �.§

ϕ(x, y)
°�¥�då²9µ�²9µ�§[^�\_©�³�­Íd�dR¬�®

a
°�¥�då¦n³�²�­±¤j§[\_^�© A ^�§,¦nª�¤j¥�dR©¹¤:­±¤f¬�«�¦nªd�¥

y � ¦nª�¤f¬ ϕ(A, a) = ∅ ^�\ ϕ(A, a)
°�¥åd¼`D^�¥_¤D¦å^�§

ϕ(A, 0)
µ

Z�¤u¤cd�¥_°±­�¾(¥_¤f¤u¦nª,dI¦Â°±¬�dR¬�¾½dRÆ�¤f­±°ÍdR¬�¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤¼²9µ�²9µ
§[^�\_©u³�­Íd�¥�ª,df»�¤ÅdR­±­�¦nª�¤L¥_¤
²�\_^�²�¤f\�¦n°±¤L¥ � ¥_^Ád�¥¨dY`D^�¬�`D­±³�¥�°±^�¬¹eA¤:^�Æ�¦qdR°±¬�¦nª�¤ �jdR³�\����ÂdR\�df»�dR«�­±°Íd��
�¸^�¬�íu¦nª�¤f^�\_¤f©§[^�\
dRÆ�¤f­±°ÍdR¬ä¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥fµ

Z�¤ß¥_ª�^�³�­�®æ©¹¤f¬�¦n°±^�¬æ¦nª,dI¦îdRÆ�¤f­±°ÍdR¬ê¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥¼eA¤f\_¤ß°±¬�¦n\_^a®�³�`D¤L®àdR¬�®æ^�\_°±«�°�´
¬,dR­±­�¾¸¥%¦n³�®�°±¤L®¸Æ�¾ �*µ���°�¥_ª�¤f\uX_ð ��ñVgqµ,éjª�¤Á²9µ�²9µ,¤f­±°±©¹°±¬,dI¦n°±^�¬¸§[^�\�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬(¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥
°�¥�©¹¤f¬�¦n°±^�¬�¤L®]°±¬õð Z]¤Dñ|µ��.¬=©¹^a®�¤f\_¬=©¹^a®�¤f­�¦nª�¤f^�\�¾çdRÆ�¤f­±°ÍdR¬æ¥�¦n³�`�¦n³�\_¤L¥�dR\_¤îÆ,d�¥_°�`
¤Dï�dR©¹²�­±¤L¥�^�§
¥�¦qdRÆ�­±¤
¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥ � ©¹^�\_¤*²�\_¤L`D°�¥�¤f­�¾¼¦nª�¤D¾ÅdR\_¤ÄÑ�´|Æ,d�¥�¤L®Å«�\_^�³�²�¥
X_ð �A³�ñVgqµZ�¤�¥�¦qdR\�¦A^�³�\A`D^�¬�¥_°�®�¤f\�dI¦n°±^�¬Ã^�§�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬¿²�\_^�¯�¬�°�¦n¤�«�\_^�³�²�¥A§[\_^�© ¦nª�¤
§[^�­±­±^ceå°±¬�«
¤cd�¥�¾Ã\_¤f©îdR\_í�µ

�ÄÈ�� 
���� Ñ�µ �,Ò � � áRØ=á	�nÛfâ�Ù0á�ØÃÓ,ÕnÖ�×¨Ø�ÙVÚ.ÛÄã�ÕnÖRÝRÓ�Ù[ÜÁÜ�ë¹á�â[â � Ú�ìaÛDØ½ÙVÚAì�áRÜuáY×�Ø�ÙVÚ.ÛÛ���Ó�ÖRØ�ÛDØ,Ú �
	6ÕnÖcÖ � � ÷2¤D¦ G Æ�¤ædº¥_©îdR­±­�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬ ²�\_^�¯�¬�°�¦n¤ç«�\_^�³�²9µ �6¾ �¨\_^�²�^�¥_°�¦n°±^�¬ ��µ �

^�§�ð �uÑ�ñ�e:¤:í�¬�^ceê¦nª,dI¦
G
°�¥�­±^a`LdR­±­�¾�¯�¬�°�¦n¤�µ �
¤f¬�`D¤j°�¦�°�¥�d
¦n^�\n¥_°±^�¬ÅdRÆ�¤f­±°ÍdR¬¹²�\_^�¯�¬�°�¦n¤

«�\_^�³�²9µ�÷2¤f©¹©îd ��µ��aµ�
u^�§jð �"�,ñ9¦n¤f­±­�¥*³�¥:¦nª,dI¦
G
ª,d�¥åd�¯�¬�°�¦n¤Á¤Dïa²�^�¬�¤f¬�¦Lµ

��\_^�© ¬�^ceö^�¬ºe:¤¸®�¤cdR­åe*°�¦nªódRÆ�¤f­±°ÍdR¬ ²�\_^�¯�¬�°�¦n¤ä«�\_^�³�²�¥Åe*ª�°�`�ªódR\_¤¸°±¬�»�¤f\n¥�¤
­±°±©¹°�¦�¥j^�§�°±¬�»�¤f\n¥�¤�¥�¾�¥%¦n¤f©Å¥

X0 ← X1 ← · · ·XV°±¬�®�¤Dïa¤L®æÆ�¾
ω
gÁ^�§*¯�¬�°�¦n¤GdRÆ�¤f­±°ÍdR¬æ«�\_^�³�²�¥Dµ�Z�¤¿e*°±­±­:`D^�¬�¥�°�®�¤f\¹¥�³�`�ªêd¸«�\_^�³�²

Xeå°�¦nªÃ¦nª�¤Ä¥�¦qdR¬�®�dR\n®¸¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­2«�\_^�³�²
Aut∗(X)

µ
��^�\?dR¬¼¤f­±¤f©¹¤f¬�¦

η ∈ X � η(n) ∈ Xn
®�¤f¬�^�¦n¤L¥¨¦nª�¤

n
¦nª¼`D^�^�\n®�°±¬,dI¦n¤å^�§

η
dR¬�®�§[^�\

η = (η1, . . . , ηk) ∈ Xk � e:¤�®�¤f¬�^�¦n¤�Æ�¾ η(n)
¦nª�¤å¦n³�²�­±¤

(η1(n), . . . , ηk(n)) ∈ Xk
n

µ
÷2¤D¦

α = (α1, . . . , αm) ∈ Xm dR¬�®
A
Æ�¤�d�¯�¬�°�¦n¤Ä¥�³�Æ�©Å^a®�³�­±¤îXV^c»�¤f\

Z
g6^�§

X
µ

��È��
� 
çÑ�µ��¿X��
¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬¹^�§�^�\_Æ�°�¦�¥�gDÒ
o(α/A) = U ��� ì�Û�Õ�Û U Þ�Ö�Ø�ÜqÙ[ÜqÚ�ÜåÖ � Ú�ìaÛ

Ûfâ±Û�ëÅÛ�Ø,Ú�Ü
β ∈ Xm ÜqÝ�ÞDìäÚ�ìaá�Ú � ÖRÕîá�â[â

k ≥ 1 � Ø�á�Ú�ÝaÕná�â�Ø�Ýaë ��Û�Õ�Ü n1 ≤ · · · ≤ nk �
(aij)1≤i,j≤k ∈ Mk×k(Z) � (bij)i≤k, j≤m ∈ Mk×m(Z)

áRØPò
(η1, . . . , ηk) ∈ Ak �

Û
ìaá �RÛ

(∃y ∈ Xk)
k∧

i=1

( k∑

j=1

aijyj(ni) +
m∑

j=1

bijαj(ni) + ηi(ni) = 0
)

⇔ (∃y ∈ Xk)
k∧

i=1

( k∑

j=1

aijyj(ni) +
m∑

j=1

bijβj(ni) + ηi(ni) = 0
)
.

	6ÕnÖcÖ � � X ⊆ gA°�¥j^�Æ�»a°±^�³�¥fµX ⊇ g ��°±\n¥�¦ � °±¬ ��¦n¤f²õÑ � eA¤îe*°±­±­:¥_ª�^ce ¦nª�°�¥u°±¬�`D­±³�¥_°±^�¬æ§[^�\�¦nª�¤¿»�dR\_°ÍdR¬�¦�^�§*¦nª�¤
­±¤f©¹©¿d�eå°�¦nª

X
Æ�¤f°±¬�«Å¦nª�¤Ä°±¬�»�¤f\n¥_¤�­±°±©¹°�¦
^�§�d�¯�¬�°�¦n¤u¥%¾�¥�¦n¤f©

X0 ← · · · ← Xn
^�§

¯�¬�°�¦n¤ådRÆ�¤f­±°ÍdR¬¹«�\_^�³�²�¥�`D^�¬�¥_°�®�¤f\_¤L®�e*°�¦nª�¦nª�¤*¥%¦qdR¬�®�dR\n®¹¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­�«�\_^�³�²
Aut∗(X)X[¦nª,dI¦�°�¥ � dR§Í¦n¤f\�dR¬Ä^�Æ�»a°±^�³�¥�°�®�¤f¬�¦n°±¯�`LdI¦n°±^�¬ � X = Xn

dR¬�®
Aut∗(X) = Aut∗(Xn)

°�¥



� 
.þ�� �±û�� /	, �@� �	�!ü[þ���,
��� / � ���

¦nª�¤Á¥�¦qdR¬�®�dR\n®ß¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­2«�\_^�³�²G^�§
Xn � eåª�°�`�ªß©îdf¾îÆ�¤Â¥_©îdR­±­±¤f\A¦nª,dR¬ Aut(Xn)

gqµ
éjª�¤f¬ � °±¬ ��¦n¤f² � � e:¤*e*°±­±­�`D^�¬�`D­±³�®�¤
¦nª,dI¦?¦nª�¤�®�¤L¥�°±\_¤L®î°±¬�`D­±³�¥�°±^�¬¿ª�^�­�®�¥?°±¬Å«�¤f¬�¤f\�dR­0µ

Step
Ñ�µÁ¶
¥n¥�³�©Å¤Ã¦nª,dI¦

X
°�¥¼¦nª�¤G°±¬�»�¤f\n¥_¤G­±°±©Å°�¦¹^�§Âd½¯�¬�°�¦n¤ä¥%¾�¥�¦n¤f©

X0 ←
· · · ← Xn

^�§A¯�¬�°�¦n¤ÃdRÆ�¤f­±°ÍdR¬=«�\_^�³�²�¥u`D^�¬�¥_°�®�¤f\_¤L®�eå°�¦nª�¦nª�¤¿¥%¦qdR¬�®�dR\n®=¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­
«�\_^�³�²

Aut∗(X)
µ

�?¾¸¤Dï�dR©¹²�­±¤ ��XV°±°[gj§[\_^�© ^�³�\�­±°�¥%¦Y^�§�¤Dï�dR©¹²�­±¤L¥
^�§6dRÆ�¤f­±°ÍdR¬½¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥
e:¤�`LdR¬
\_¤f²�­Íd�`D¤

X
Æ�¾Gd�¥_³�°�¦qdRÆ�­±¤Ä¯�¬�°�¦n¤�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬ä¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤ X µ ��°±¬�`D¤ X °�¥j¯�¬�°�¦n¤ � e:¤Â«�¤D¦

tp(α/A) = tp(β/A)
°��

(∃f ∈ Aut(X/A))(f(α) = β).
��^G¦n^G¯�¬�°�¥_ª�¦nª�¤Å²�\_^�^�§AeA¤Åª,df»�¤¹¦n^¸¥_ª�^ce ¦nª,dI¦Ä¦nª�¤¹¦#¾a²�¤

tp(α/A)
°±¬�»�dR\_°ÍdRÆ�­±¤L¥

x1, . . . , xm
°�¥*®�¤D¦n¤f\_©¹°±¬�¤L®ßÆ�¾¿¦nª�¤Ä¥_¤D¦*^�§�¦nª�^�¥�¤Ä§[^�\_©u³�­Íd�¥j^�§�¦nª�¤Á§[^�\_©

(∃y ∈ Xk)
k∧

i=1

Pni

( k∑

j=1

aijyj +
m∑

j=1

bijxj + ηi

)
,

eåª�¤f\_¤
n1 ≤ · · · ≤ nk ≤ n � (aij)1≤i,j≤k ∈ Mk×k(Z) � (bij)i≤k, j≤m ∈ Mk×m(Z)dR¬�®

(η1, . . . , ηk) ∈ Ak,
e*ª�°�`�ªGdR\_¤Â¥ndI¦n°�¥_¯�¤L®ÃÆ�¾

α
µ�é:ª�°�¥:°�¥:du`D^�¬�¥�¤�
�³�¤f¬�`D¤Á^�§2¦nª�¤

§[^�­±­±^ceå°±¬�«Å¥�¦qdI¦n¤f©¹¤f¬�¦ �
� ��Û�Õ�� � Ö�ÕqëuÝ�â�á

ϕ(x1, . . . , xm)
Ù[Ü6Û��DÝaÙ ��á�â±Û�Ø,Ú�ë¹ÖcòRÝ�â±Ö

Th(X )
Ú.Ö�á �åÖcÖ�â±Û�á�Ø

Þ�ÖRë ��Ù[ØPá�Ú�Ù0ÖRØ]Ö � � ÖRÕ�ëuÝ�â±áRÜ�Ö � Ú�ì�Û � ÖRÕ�ë

(∃y ∈ Xk)

k∧

i=1

Pni

( k∑

j=1

aijyj +

m∑

j=1

bijxj

)
,

eåª�°�`�ªß°�¥*¤Dï�d�`�¦n­�¾¿¦nª�¤ �jdR³�\����ÂdR\�df»�dR«�­±°Íd��
�¸^�¬�íÃ¦nª�¤f^�\_¤f© dR²�²�­±°±¤L®ß¦n^ X µ

Step
��µ �å^ce `D^�¬�¥_°�®�¤f\*¦nª�¤Á«�¤f¬�¤f\�dR­�¥�°�¦n³,dI¦n°±^�¬¸§[\_^�© ¦nª�¤Á­±¤f©¹©îdaµ

¶
¥n¥�³�©Å¤
β ∈ U

µ�Z�¤Åe*dR¬�¦�¦n^(¯�¬�®ædR¬
f ∈ Aut∗(X/A)

©îdR²�²�°±¬�«
β
¦n^
α
µ

��^�\:¤cd�`�ª
n � β ¥�dI¦n°�¥_¯�¤L¥:¦nª�¤Á¥�¤D¦*^�§�`D^�¬�®�°�¦n°±^�¬�¥j«�³,dR\�dR¬�¦n¤f¤f°±¬�«(XV°±¬Ã»a°±¤De ^�§ ��¦n¤f²�Ñcg

¤Dïa°�¥�¦n¤f¬�`D¤�^�§�d
gn ∈ Aut∗(Xn)

©¿dR²�²�°±¬�«
β(n)

¦n^
α(n)

dR¬�®õ¯�ïa°±¬�«º¦nª�¤�¥�¤D¦
A(n) = {η(n) : η ∈ A} ²�^�°±¬�¦#eå°�¥�¤�µ��°±¬�`D¤

Aut∗(Xn)
°�¥
¦nª�¤¼¥�¦qdR¬�®�dR\n®½¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­¨«�\_^�³�²½^�§

Xn
\_¤f«�dR\n®�¤L®�d�¥�¦nª�¤

°±¬�»�¤f\n¥_¤�­±°±©Å°�¦
^�§�¦nª�¤u¥�¾�¥�¦n¤f©
X0 ← · · · ← Xn � ¤cd�`�ª gn ®�¤D¦n¤f\_©¹°±¬�¤L¥YdÅ¥�¤�
�³�¤f¬�`D¤^�§¨dR³�¦n^�©¹^�\_²�ª�°�¥_©Å¥

gn,k ∈ Aut∗(Xk) � k ≤ n µ�å^ce·e:¤¸®�¤f¯�¬�¤¸\_¤L`D³�\n¥_°�»�¤f­�¾à¥�¤�
�³�¤f¬�`D¤L¥
fn ∈ Aut∗(Xn)

dR¬�®
In ⊆ ω \ n �

n ∈ ω � ¥_³�`�ªÃ¦nª,dI¦
Ñ�µ
I0 ⊇ I1 ⊇ · · ·

dR\_¤udR­±­9°±¬�¯�¬�°�¦n¤ ���µ?§[^�\
k ∈ In � e:¤Áª,df»�¤ fn = gk,n

µ
éjª�¤Á`D^�¬�¥�¦n\_³�`�¦n°±^�¬¸°�¥å¥%¦n\�dR°±«�ª�¦n§[^�\�e*dR\n® � ³�¥�°±¬�«¹¦nª�¤Á²�°±«�¤f^�¬�´|ª�^�­±¤Ä²�\_°±¬�`D°±²�­±¤�µZ�¤�¥_¤f¤�¦nª,dI¦Â¦nª�¤�¥�¤�
�³�¤f¬�`D¤

fn � n ∈ ω � °�¥ÂdR¬�dR³�¦n^�©¹^�\_²�ª�°�¥_© ^�§�¦nª�¤�¥�¾�¥%¦n¤f©
`D^�¬�»�¤f\_«�°±¬�«Å¦n^ÅdR¬

f ∈ Aut∗(X/A)
¥�³�`�ªß¦nª,dI¦

f(β) = α
µ
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é:ª�¤ÃdRÆ�^c»�¤î­±¤f©¹©îdÃ°�¥Á¦n^�^¸eA¤cdRí½¦n^ä¥_ª�^ceÀé:ª�¤f^�\_¤f© Ñ�µ��GÆ�¤f­±^ceÄµ2Z]¤Å¬�¤f¤L®çd

®�¤f¤f²�¤f\å°±¬�¥_°±«�ª�¦å°±¬Ã¦nª�¤�¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤Ä^�§�^�\_Æ�°�¦�¥ÄX0d�¥*°±¬¸÷2¤f©¹©îd��aµ�Ñ�µ�ÑÂ°±¬=ð 
¼Ñ�ñVgqµ
¶
¥n¥�³�©Å¤
¦nª,dI¦

X
ª,d�¥*du¯�¬�°�¦n¤Â¤Dïa²�^�¬�¤f¬�¦

e
µ���^�\

n ∈ ω � e:¤Â®�¤f¬�^�¦n¤ÁÆ�¾ nX
¦nª�¤

°±¬�»�¤f\n¥_¤Ä­±°±©¹°�¦*^�§�¦nª�¤Ä¥�¾�¥%¦n¤f©

Xn ← Xn+1 ← · · ·
dR¬�®½eA¤¹`D^�¬�¥_°�®�¤f\Á°�¦Áe*°�¦nª½¦nª�¤Å¥�¦qdR¬�®�dR\n®�¥�¦n\_³�`�¦n³�\�dR­?«�\_^�³�²

Aut∗n(X)
XV^�§A`D^�³�\n¥_¤

nX
°�¥�¬,dI¦n³�\�dR­±­�¾Åª�^�©¹¤f^�©¹^�\_²�ª�°�`j¦n^

X � ¥_^Á¦nª�¤L¥�¤�¥_²,d�`D¤L¥A`LdR¬ÅÆ�¤å°�®�¤f¬�¦n°±¯�¤L®,gqµ on(·)®�¤f¬�^�¦n¤L¥�dR¬ß^�\_Æ�°�¦å°±¬
(nX,Aut∗n(X))

µ
÷9¤D¦

α = (α1, . . . , αm) ∈ Xm dR¬�®
A
Æ�¤¿dG¯�¬�°�¦n¤¿¥_³�Æ�©¹^a®�³�­±¤½XV^c»�¤f\

Ze :=
Z/eZ

g6^�§
X
µ���^�\

k, l1, . . . , lm ∈ Ze
dR¬�®

a ∈ A eA¤Á®�¤f¯�¬�¤

nk,l,a =





max{n ∈ ω : k | (∑m
i=1 liαi(n)− a(n))}eåª�¤f¬G¥_³�`�ª¸d�©îdIïa°±©îdR­

n
¤Dïa°�¥%¦�¥ �

−1
^�¦nª�¤f\�e*°�¥_¤�µ

÷2¤D¦
Nα,A = max{nk,l,a : (k, l, a) ∈ Ze × Zme × A}+ 1

µ�é�dRí�¤
n ≥ Nα,A

µ
��È��
� 
=Ñ�µ���Ò

on(α/Aα(n)) =U � � ìaÛDÕnÛ U ÞqÖRØ�ÜqÙ[ÜqÚ�Ü*Ö � Ú�ìaÛ
Ûfâ±ÛDë¹ÛDØ�Ú�Ü
β ∈Xm

ÜqÝ�ÞDì¿Ú�ìaá�Ú
β(n) = α(n)

áRØPò � ÖRÕuá�â[â
a ∈ A � k ∈ Ze � l1, . . . , lm ∈ Ze �

ÛÁìaá �RÛ

k
∣∣∣
( m∑

i=1

liαi − a
)
⇒ k

∣∣∣
( m∑

i=1

liβi − a
)
.

	6ÕnÖcÖ � � X ⊆ gA°�¥j^�Æ�»a°±^�³�¥fµX ⊇ g¿é�dRí�¤]d β ∈ U
µj÷2¤D¦

k ≥ 1 � n ≤ n1 ≤ · · · ≤ nk � (aij)1≤i,j≤k ∈
Mk×k(Ze) � (bij)i≤k, j≤m ∈Mk×m(Ze)

dR¬�®
η = (η1, . . . , ηk) ∈ Ak

µ
Z�¤u®�¤f¯�¬�¤Ä¦nª�¤

Ze
´|­±°±¬�¤cdR\�`D^�©uÆ�°±¬,dI¦n°±^�¬�¥

ti(y, x, z) � i = 1, . . . k � ^�§�»�dR\_°ÍdRÆ�­±¤L¥
x = (x1, . . . , xm) � y = (y1, . . . , yk)

dR¬�®
z = (z1, . . . , zk)

°±¬Ã¦nª�¤Á§[^�­±­±^ce*°±¬�«¼e*df¾��

ti(y, x, z) =
k∑

j=1

aijyj +
m∑

j=1

bijxj + zi.

Z�¤¼¬�¤f¤L®½¦nª�¤Å§[^�­±­±^ce*°±¬�«G§�d�`�¦ � e*ª�°�`�ª]`LdR¬�Æ�¤¹§[^�³�¬�®�§[^�\Â¤Dï�dR©Å²�­±¤¼°±¬ ð ¶*ñ|µ��|¦�¥
²�\_^�^�§�³�¥_¤L¥j¦nª�¤ ��³�`D­±°�®�¤cdR¬¸²�\_^�²�¤f\�¦#¾ß^�§

Z
µ

��
���Ì Ñ�Ò��2ÖRÕ¼Û ��ÛDÕ �Ãë¹á�Ú�Õ�Ù �
H ∈ Mn×n(Z)

Ú�ì�Û�Õ�Û¹Û���Ù[ÜqÚ:Ù[Ø���ÛDÕDÚ�Ù ��â±Û�ë¹á�Ú�Õ�Ù0Þ�ÛDÜ
L,R ∈Mn×n(Z)

ÜqÝ�ÞDì¿Ú�ì�á�Ú6Ú�ìaÛÄë¹á�Ú�Õ�Ù �
LHR

Ù[ÜÄò�Ù0áLã�ÖRØ�á�â �
�
¥_°±¬�« ��d�`�¦ßÑÅeA¤¿¯�¬�®

Ze
´|­±°±¬�¤cdR\¼`D^�©uÆ�°±¬,dI¦n°±^�¬�¥

t′i(x, z) � i = 1, . . . , k � dR¬�®¤f­±¤f©¹¤f¬�¦�¥
k1, . . . , kk ∈ Ze

¥_³�`�ªê¦nª,dI¦Å°±¬à¤cd�`�ª
Ze
´|©¹^a®�³�­±¤

M � §[^�\¿dR¬�¾ç¦n³�²�­±¤L¥
s = (s1, . . . , sm) ∈Mm dR¬�®

r = (r1, . . . , rk) ∈Mk � e:¤Âª,df»�¤

M |= ∃y
k∧

i=1

ti(y, s, r) = 0 ⇔ M |=
k∧

i=1

ki | t′i(s, r).
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�6¾ß÷9¤f©Å©îd¿Ñ�µ�� � ¦n^¼¯�¬�°�¥_ªß¦nª�¤Á²�\_^�^�§�e:¤Â¬�¤f¤L®Ã¦n^¹¥_ª�^ce ¦nª,dI¦

(∃y ∈ Xk)
( k∧

i=1

ti(y(ni), α(ni), η(ni)) = 0
)

⇔ (∃y ∈ Xk)
( k∧

i=1

ti(y(ni), β(ni), η(ni)) = 0
)
.

X⇒ gÂ¶
¥n¥�³�©Å¤¼¦nª,dI¦ ∧k
i=1 ti(y(ni), α(ni), η(ni)) = 0

§[^�\�¥_^�©¹¤
y ∈ Xk µ�¶�¥

n ≤ n1 ≤ · · · ≤ nk � °�¦*§[^�­±­±^ce
¥j¦nª,dI¦
k∧

i=1

ti(y(n), α(n), η(n)) = 0.

�6¾ó¦nª�¤]®�¤f¯�¬�°�¦n°±^�¬ ^�§
t′i(x, z) � i = 1, . . . , k � e:¤�«�¤D¦ ∧ki=1 ki | t′i(α(n), η(n)) �dR¬�® ¦nª�¤ó`�ª�^�°�`D¤ó^�§

n
¾a°±¤f­�®�¥ ∧k

i=1 ki | t′i(α, η)
µ ��°±¬�`D¤

β ∈ U
eA¤ó¥_¤f¤à¦nª,dI¦

∧k
i=1 ki | t′i(β, η)

µ��
¬�`D¤ÄdR«�dR°±¬ßÆ�¾î¦nª�¤Á®�¤f¯�¬�°�¦n°±^�¬G^�§
t′i(x, z) � eA¤Â°±¬�§[¤f\:¦nª,dI¦j¦nª�¤f\_¤°�¥åd

y′ ∈ Xk ¥_³�`�ªÃ¦nª,dI¦
k∧

i=1

ti(y
′, β, η) = 0,

°±¬G²,dR\�¦n°�`D³�­ÍdR\ ∧k
i=1 ti(y

′(ni), β(ni), η(ni)) = 0
µ

X⇐ g�¶�¥_¥_³�©¹¤6¦nª,dI¦ ∧k
i=1 ti(y(ni), β(ni), η(ni)) = 0

§[^�\�¥_^�©¹¤
y ∈ Xk µ �
¤f¬�`D¤

∧k
i=1 ti(y(n), β(n), η(n)) = 0

�
Æ�³�¦
α(n) = β(n) � ¥�^ ∧k

i=1 ti(y(n), α(n), η(n))
= 0

µ�¶
¥*°±¬Ã¦nª�¤Á²�\_^�^�§�^�§
(⇒)

e:¤Á«�¤D¦
k∧

i=1

ki | t′i(α, η).

�6¾ß®�¤f¯�¬�°�¦n°±^�¬G^�§
t′i(x, z) � e:¤Á`D^�¬�`D­±³�®�¤Â¦nª,dI¦å¦nª�¤f\_¤Á°�¥åd y′ ∈ Xk ¥_³�`�ªß¦nª,dI¦

k∧

i=1

ti(y
′, α, η) = 0,

°±¬G²,dR\�¦n°�`D³�­ÍdR\ ∧k
i=1 ti(y

′(ni), α(ni), η(ni)) = 0
µ

�å^ce eA¤Yeå°±­±­9²�\_^c»�¤udu«�¤f¬�¤f\�dR­�\_¤f©îdR\_í�µ
�ÄÈ�� 
����ÔÑ�µ�
�Ò��2ÛfÚ

X
�nÛ(áRØ áRÕ ��ÙVÚ�ÕnáRÕ��ßÓ�ÕnÖ�×¨Ø�ÙVÚ.ÛäÜqÚ�Õ�Ý�ÞfÚ�ÝaÕnÛ � α ��Û(áî×�Ø�ÙVÚ.Û

Ú�ÝIÓPâ�Û � ÕnÖRë
X � A ⊆ X XnÖRÕuÛ ��Û�Ø

A ⊆ Xeq g�áRØ�ò a ∈ acleq(A) ��� ìaÛDØXV°[g
o(α/A)

Ù[ÜÄáÅÝaØ�Ù0Ö�Ø�Ö � ×¨Ø�ÙVÚ.Ûfâ �¹ëÅáRØ��ÃÖRÕ ��ÙVÚ�ÜÄÖ ��ÛDÕ
Aa �XV°±°[g

o(α/Aa)
Ù[ÜÄáRØ�ÖqÓ�ÛDØ(Ü�Ý���ÜfÛDÚAÖ �

o(α/A) �
	6ÕnÖcÖ � � XV°[g���°±¬�`D¤ o(a/A)

°�¥2¯�¬�°�¦n¤ � °�¦�¥�²�­±°�¦�¥�^c»�¤f\ Aα °±¬�¦n^*¯�¬�°�¦n¤f­�¾Á©îdR¬�¾Y^�\_Æ�°�¦�¥Dµéjª,dI¦*°�¥ � ¦nª�¤f\_¤�dR\_¤Á¯�¬�°�¦n¤f­�¾Ã©îdR¬�¾ a0, . . . , an ∈ o(a/A)
¥_³�`�ªß¦nª,dI¦

o(a/A) = o(a1/Aα) ∪ · · · ∪ o(an/Aα).



 qù 3:� 3¨�0�I�Iv � z|�Lv
��^�\u¤cd�`�ª

i ≤ n
`�ª�^�^�¥�¤

αi ∈ o(α/A)
eå°�¦nª

o(aαi/A) = o(aiα/A)
µ¨é:ª�¤f¬ç§[^�\

¤D»�¤f\�¾
β ∈ o(α/A)

¦nª�¤f\_¤�°�¥GdR¬
i ≤ n

¥�³�`�ªõ¦nª,dI¦
o(aβ/A) = o(aiα/A) =

o(aαi/A) � ª�¤f¬�`D¤ o(β/Aa) = o(αi/Aa)
µ�Z]¤Á¥�¤f¤Á¦nª,dI¦

o(α/A) = o(α0/Aa) ∪ · · · ∪ o(αn/Aa).
XV°±°[g?Z]¤Âª,df»�¤

o(α/A) =
⋃

f∈Aut∗(X/A)

f [o(α/Aa)] =
⋃

f∈Aut∗(X/A)

o(f(α)/Af(a)).

��^ÅÆ�¾�XV°[g � ¦nª�¤Ä­Íd�¥%¦
³�¬�°±^�¬¸ª,d�¥*^�¬�­�¾ß¯�¬�°�¦n¤f­�¾G©îdR¬�¾ß®�°�¥�¦n°±¬�`�¦�¥_³�©¹©îdR¬�®�¥
dR¬�®G^�¬�¤^�§�¦nª�¤f©·©u³�¥�¦*Æ�¤Â^�²�¤f¬¸°±¬
o(α/A)

µ �
¤f¬�`D¤
o(α/Aa)

°�¥j^�²�¤f¬G°±¬
o(α/A)

µ
�å^ce e:¤�`D^�©¹¤�Æ,d�`�íG¦n^Ã^�³�\Y²�\_^�¯�¬�°�¦n¤¼«�\_^�³�²

X
µ9÷9¤D¦

n ∈ ω � α ∈ X dR¬�®
AÆ�¤�d�¥_³�Æ�¥_¤D¦å^�§

X
XV^�\å¤D»�¤f¬G^�§

Xeq gqµ
� Î��PÎ����	
���� Ñ�µ���ÒÃXV°[g

on(α/Aα(n))
Ù[Ü¼áßÝaØ�Ù0ÖRØæÖ � ×¨Ø�ÙVÚ.Ûfâ �ßë¹áRØ��äÖ�Õ���ÙVÚ�ÜuÙ[Ø

X
Ö ��Û�Õ

Aα(n) �XV°±°[g
o(α/Aα(n))

Ù[Ü�ÖqÓ�Û�Ø(Ù[Ø
on(α/Aα(n)) �XV°±°±°[g

o(α/A)
Ù[Ü�ÖqÓ�Û�Ø(Ù[Ø

on(α/A) �
	6ÕnÖcÖ � � ��§P`D^�³�\n¥�¤�XV°[g�dR¬�®¸XV°±°±°[g�§[^�­±­±^ceê§[\_^�©öXV°±°[g � ¥_^Á°�¦�°�¥�¤f¬�^�³�«�ª¼¦n^Â²�\_^c»�¤�XV°±°[gqµ��°±\n¥�¦*eA¤Á¥_¤f¤Â¦nª,dI¦

on(α/AXn) = o(α/AXn) ⊆ o(α/Aα(n)) ⊆ on(α/Aα(n))
dR¬�®

o(α/Aα(n))
°�¥�¤f°�¦nª�¤f\Y^�²�¤f¬½^�\Y¬�^ce*ª�¤f\_¤¼®�¤f¬�¥_¤u°±¬

on(α/Aα(n))
µ �
¤f¬�`D¤u°�¦

°�¥j¤f¬�^�³�«�ªG¦n^Å¥�ª�^ce ¦nª,dI¦
on(α/AXn)

°�¥j^�²�¤f¬G°±¬
on(α/Aα(n))

µ
��°±¬�`D¤

Xn
`LdR¬uÆ�¤A°�®�¤f¬�¦n°±¯�¤L®ue*°�¦nª¹dR¬u¤f­±¤f©¹¤f¬�¦�^�§

acleq(∅) � e:¤6³�¥_¤ �*¤f©îdR\_íÅÑ�µ�
¦n^Å`D^�©¹²�­±¤D¦n¤Â¦nª�¤Á²�\_^�^�§#µ
�
	 È,Î��2È �öÑ�µ���Ò���ÜqÜ�ÝaëÅÛuÚ�ìaá�Ú

X
Ù[ÜÄÚ�ì�ÛuÙ[Ø���ÛDÕ�ÜDÛ�â�Ù[ëuÙVÚåÖ � áîÜ �RÜ�Ú.ÛDëöÙ[Ø�ò�Û���Û�ò

���
ω
Ö � ×�Ø�ÙVÚ.ÛÄá��nÛfâ�Ù0áRØ¿ã�ÕnÖRÝRÓ,Ü�áRØPò

X
ìaáRÜYá:×¨Ø�ÙVÚ.ÛÄÛ���Ó�Ö�Ø�ÛDØ,Ú

e � ��ÛDÚ Aut∗(X)
�nÛ

Ú�ìaÛÂÜqÚ.áRØPò�áRÕ�òuÜ�Ú�ÕqÝ,ÞDÚ�Ý�Õná�â�ãRÕ�ÖRÝIÓ�Ö �
X � � ì�Û�Ø (X,Aut∗(X))

Ù[ÜåÜ�ëÅá�â[â � m 

ØPÖRÕqëÅá�â

áRØPò
m 

ÜqÚ.á��Dâ±Û �

	6ÕnÖcÖ � � X�Ñcg���ëÅá�â[â�ØPÛDÜ�Üqµ ��³�²�²�^�¥_¤¸§[^�\Å`D^�¬�¦n\�d�®�°�`�¦n°±^�¬à¦nª,dI¦ |O1(A)| > ω
§[^�\

¥_^�©¹¤*¯�¬�°�¦n¤
¥_³�Æ�¥�¤D¦
A
^�§
X � ¥_^ |O1(A)| = 2ω

µ�Z�¤å`LdR¬¿d�¥_¥_³�©¹¤j¦nª,dI¦
A
°�¥6dY¯�¬�°�¦n¤

Ze
´.¥_³�Æ�©¹^a®�³�­±¤Á^�§

X
µ

��^�\
α ∈ X � ­±¤D¦ nα Æ�¤u¦nª�¤�¬�³�©uÆ�¤f\ Nα,A

®�¤f¯�¬�¤L®¿ô%³�¥%¦ÁÆ�¤f§[^�\_¤¹÷2¤f©¹©îd¸Ñ�µ��aµ
éjª�¤f\_¤:°�¥¨då¬,dI¦n³�\�dR­�¬�³�©uÆ�¤f\

n
dR¬�®

2ω
¤f­±¤f©Å¤f¬�¦�¥

α ∈ X §[\_^�© ®�°�¥%¦n°±¬�`�¦�^�\_Æ�°�¦�¥�^c»�¤f\
A
§[^�\jeåª�°�`�ª

nα = n
µ �
¤f¬�`D¤Â¦nª�¤f\_¤�dR\_¤

α ∈ X dR¬�®
αi ∈ X � i ∈ 2ω � ¥�³�`�ªß¦nª,dI¦X0d�g

αi(n) = α(n)
dR¬�®

nαi = nα = n
§[^�\ådR­±­

i ∈ 2ω �XVÆ�g
αi /∈ o(αj/A)

§[^�\�dR­±­
i 6= j

µ
÷2¤D¦

S = {β ∈ X : β(n) = α(n) ∧ nβ = n}.
Z]¤Á¥�¤f¤Á¦nª,dI¦

S
°�¥j°±¬�»�dR\_°ÍdR¬�¦
³�¬�®�¤f\

Aut∗(X/Aα(n))
dR¬�®

Aut∗n(X/Aα(n))
µ
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�?¾ß÷2¤f©¹©îd¿Ñ�µ��¹dR¬�® � ^�\_^�­±­ÍdR\�¾�Ñ�µ���XV°[g6e:¤Â^�Æ�¦qdR°±¬G\_¤L¥_²�¤L`�¦n°�»�¤f­�¾��XV°[gu¦nª�¤f\_¤ dR\_¤ ^�¬�­�¾ ¯�¬�°�¦n¤f­�¾ ©¿dR¬�¾ ^�\_Æ�°�¦�¥ ^�¬
S

³�¬�®�¤f\ ¦nª�¤ d�`�¦n°±^�¬ ^�§
Aut∗n(X/Aα(n)) �XV°±°[g�§[^�\�¤cd�`�ª

β ∈ S � ¦nª�¤¿^�\_Æ�°�¦ on(β/Aα(n))
°�¥�dG³�¬�°±^�¬æ^�§*¯�¬�°�¦n¤f­�¾=©îdR¬�¾

^�\_Æ�°�¦�¥*°±¬
X
^c»�¤f\

Aα(n)
µ

�6¾¹XV°[g2dR¬�®îXV°±°[gPeA¤?`D^�¬�`D­±³�®�¤?¦nª,dI¦�¦nª�¤f\_¤AdR\_¤?^�¬�­�¾Â¯�¬�°�¦n¤f­�¾Â©îdR¬�¾Y^�\_Æ�°�¦�¥�^�¬
S
³�¬�®�¤f\

¦nª�¤�d�`�¦n°±^�¬¸^�§
Aut∗(X/Aα(n))

µ�é:ª�°�¥j°�¥
d�`D^�¬�¦n\�d�®�°�`�¦n°±^�¬¸e*°�¦nª=X0d�gjdR¬�®]XVÆ�gqµ
X ��g

m
´nØPÖRÕqëÅá�â�ÙVÚ ��µ ��³�²�²�^�¥_¤
§[^�\6`D^�¬�¦n\�d�®�°�`�¦n°±^�¬¿¦nª,dI¦

X
°�¥�¬�^�¦

m
´|¬�^�\_©îdR­�dR¬�®

¦nª�¤Ä­Íd�`�íÃ^�§
m
´|¬�^�\_©îdR­±°�¦#¾ß°�¥jeå°�¦n¬�¤L¥_¥_¤L®GÆ�¾¸dR¬

α ∈ Xm dR¬�®äd�¯�¬�°�¦n¤�¥_³�Æ�©¹^a®�³�­±¤
A
^�§
X � °0µ�¤�µ2§[^�\Ä¤cd�`�ª]^�²�¤f¬]¬�¤f°±«�ª�Æ�^�³�\_ª�^�^a® U ^�§

α � ¦nª�¤î¥�¤D¦ U ∩ o(α/A)
ª,d�¥

°±¬�¯�¬�°�¦n¤f­�¾G©îdR¬�¾Ã`D^�¬�ô%³�«�dI¦n¤L¥å³�¬�®�¤f\
Aut∗(X/α)

µ�÷2¤D¦
n ∈ ω µ

Claim. (nX,Aut∗n(X))
Ù[ÜÂØPÖ�Ú

m 

ØPÖRÕ�ë¹á�â�á�Ø�ò¿Ú�ì�Ù[ÜÂÙ[Ü�á�â�ÜDÖ

�
ÙVÚ�Ø�ÛDÜqÜDÛ�ò � �

αáRØPò
A �
	6ÕnÖcÖ � � �|¦
°�¥*¤f¬�^�³�«�ª¸¦n^Å¥_ª�^ce ¦nª,dI¦�§[^�\�dR¬ädR\_Æ�°�¦n\�dR\_°±­�¾ä¥_©îdR­±­�`LdR¬�^�¬�°�`LdR­�^�²�¤f¬

¬�¤f°±«�ª�Æ�^�³�\_ª�^�^a®
U
^�§
α � ¦nª�¤u¥�¤D¦ U ∩ on(α/A)

ª,d�¥
°±¬�¯�¬�°�¦n¤f­�¾¸©îdR¬�¾G`D^�¬�ô%³�«�dI¦n¤L¥
³�¬�®�¤f\

Aut∗n(X/α)
µ

�?¾ � ^�\_^�­±­ÍdR\�¾çÑ�µ���XV°±°±°[gå¦nª�¤�^�\_Æ�°�¦ o(α/A)
°�¥�^�²�¤f¬�°±¬

on(α/A)
µ
÷2¤D¦

U
Æ�¤¼dR¬

dR\_Æ�°�¦n\�dR\�¾G`LdR¬�^�¬�°�`LdR­�^�²�¤f¬¸¬�¤f°±«�ª�Æ�^�³�\_ª�^�^a®¸^�§
α
¥_³�`�ªÃ¦nª,dI¦

U ∩ on(α/A) = U ∩ o(α/A).
��°±¬�`D¤

Aut∗(X/α) ⊆ Aut∗n(X/α) � ¦nª�¤Á²�\_^�^�§�°�¥*`D^�©¹²�­±¤D¦n¤�µ�å^ceæe:¤:`�ª�^�^�¥�¤ådR¬
n
§[^�\

α
dR¬�®

A
d�¥�Æ�¤f§[^�\_¤*÷9¤f©Å©îdÄÑ�µ��aµ �6¾Á¦nª�¤*`D­ÍdR°±©4¦nª�¤f\_¤

dR\_¤
f ∈ Aut∗n(X/α)

dR¬�®
β ∈ on(α/Aα(n))

¥�³�`�ªG¦nª,dI¦
f(β) /∈ on(α/Aα(n))

µ
��ª�^ce*°±¬�«Å¦nª,dI¦

f(β) ∈ on(α/Aα(n))
eA¤Âeå°±­±­2«�¤D¦Yd¼`D^�¬�¦n\�d�®�°�`�¦n°±^�¬9µ �6¾ß÷2¤f©¼´

©îdäÑ�µ��î°�¦Â°�¥Y¤f¬�^�³�«�ª(¦n^Ã²�\_^c»�¤�¦nª,dI¦Â§[^�\ÁdR­±­
a ∈ A � k ∈ Ze � l1, . . . , lm ∈ Ze eA¤ª,df»�¤

k
∣∣∣
( m∑

i=1

liαi − a
)
⇒ k

∣∣∣
( m∑

i=1

lif(βi)− a
)
.

¶�¥_¥_³�©¹¤
k | (∑m

i=1 liαi−a)
µ�éjª�¤f¬

k | (∑m
i=1 liαi−f(a)) � ¥�^ k | (a−f(a))

µ �
^ce
β ∈ on(α/Aα(n)) � ¥�^ k | (∑m

i=1 liβi − a)
Æ�¾Ã÷2¤f©¹©¿dîÑ�µ��aµ �å¤f¬�`D¤

k
∣∣∣
( m∑

i=1

lif(βi)− f(a)
)

dR¬�®ß¯�¬,dR­±­�¾
k | (∑m

i=1 lif(βi)− a)
µ

X ��g
m
´nÜqÚ.á���ÙVâ�ÙVÚ �,µ ��³�²�²�^�¥_¤(§[^�\¿`D^�¬�¦n\�d�®�°�`�¦n°±^�¬ ¦nª,dI¦î¦nª�¤f\_¤ä°�¥¿dR¬ °±¬�¯�¬�°�¦n¤½¥_¤D´


�³�¤f¬�`D¤
A1 ⊆ A2 ⊆ · · ·

^�§
¯�¬�°�¦n¤
¥_³�Æ�¥�¤D¦�¥6^�§
X
dR¬�®

α ∈ X ¥_³�`�ª¹¦nª,dI¦
o(α/Ai+1)°�¥Ä¬�^ce*ª�¤f\_¤¿®�¤f¬�¥�¤î°±¬

o(α/Ai)
§[^�\Á¤D»�¤f\�¾

i
µ2Z�¤Å`LdR¬çd�¥n¥�³�©Å¤¼¦nª,dI¦�¤cd�`�ª

Ai
°�¥�d

¥_³�Æ�©¹^a®�³�­±¤Á^�§
X
µ
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÷9¤D¦

Ci = {(k, l) ∈ Z2
e : (∃a ∈ Ai)(k | (lα − a))} µ�÷2¤D¦ ni

Æ�¤¹¦nª�¤¹¬�³�©�Æ�¤f\
Nα,Ai

®�¤f¯�¬�¤L®GÆ�¤f§[^�\_¤Ä÷2¤f©¹©îd¿Ñ�µ�� � ¥_^ n1 ≤ n2 ≤ · · ·
µ

Z�¤jí�¬�^ceê¦nª,dI¦
o(α/Ai+1α(ni+1))

°�¥�¬�^ceåª�¤f\_¤*®�¤f¬�¥_¤*°±¬
o(α/Aiα(ni+1))

µ �?¾
� ^�\_^�­±­ÍdR\�¾¸Ñ�µ���XV°±°[g�e:¤
`D^�¬�`D­±³�®�¤
¦nª,dI¦ oni+1(α/Ai+1α(ni+1))

°�¥?¬�^ceåª�¤f\_¤�®�¤f¬�¥�¤
°±¬
oni+1(α/Aiα(ni+1))

µ
�
¥_°±¬�«�÷2¤f©¹©îd¹Ñ�µ��Á^�¬�¤
`LdR¬¿`D^�¬�`D­±³�®�¤
¦nª,dI¦

Ci ( Ci+1
§[^�\6¤D»�¤f\�¾

i
µ���^ÄeA¤
«�¤D¦

dR¬G°±¬�¯�¬�°�¦n¤Ä°±¬�`D\_¤cd�¥�°±¬�«¿¥�¤�
�³�¤f¬�`D¤
C1 ( C2 ( · · · ⊆ Z2

e �
d�`D^�¬�¦n\�d�®�°�`�¦n°±^�¬9µ

��°±¬,dR­±­�¾ � eA¤¿©¹¤f¬�¦n°±^�¬=¦nª,dI¦u¦nª�¤¿®�¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬æ^�§*^�\_Æ�°�¦�¥u°±¬ç²�\_^a®�³�`�¦�¥u^�§*¯�¬�°�¦n¤dRÆ�¤f­±°ÍdR¬ä«�\_^�³�²�¥ � «�°�»�¤f¬ä°±¬çð 
¼Ñ � ÷2¤f©¹©îd �aµ�Ñ�µ�Ñ�ñ � `LdR¬½dR­�¥�^îÆ�¤Ä^�Æ�¦qdR°±¬�¤L®¸Æ�¾ß©Å¤cdR¬�¥^�§�©¹^a®�¤f­P¦nª�¤f^�\�¾Ã^�§�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬¸¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥fµ �YdR©¹¤f­�¾ � eA¤Á`LdR¬GdR²�²�­�¾ß÷2¤f©¹©îdîÑ�µ��ÃXV°±¬§�d�`�¦ � e:¤
³�¥_¤�ª�¤f\_¤
¦nª�¤ �jdR³�\����ÂdR\�df»�dR«�­±°Íd��
�¸^�¬�íî¦nª�¤f^�\_¤f© §[^�\jdRÆ�¤f­±°ÍdR¬ß¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥
§[\_^�© ¤Dï�dR©Å²�­±¤���XV°[g_g�dR¬�® ��d�`�¦åÑj§[^�\_©�³�­ÍdI¦n¤L®¼°±¬¼¦nª�¤*²�\_^�^�§P^�§9÷9¤f©Å©îduÑ�µ��¹XV§[^�\�¦nª�¤
®�¤D¦qdR°±­�¥Á¥_¤f¤Gð 
 � � ²�\_^�^�§6^�§A÷2¤f©¹©îd ��µ�Ñ�µ��IñVgqµ �.¬àð 
¼ÑDñ�eA¤�²�\_^c»�¤L®½¦nª�°�¥Â®�¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬
³�¥_°±¬�«îd�«�\_^�³�²�´0¦nª�¤f^�\_¤D¦n°�`Ä\_¤L¥�³�­�¦�X_ð 
¹Ñ � ÷2¤f©¹©îd ��µ�Ñ�ñVgqµ��^�\Ã¦nª�¤�\_¤cd�®�¤f\

�
¥¸`D^�¬�»�¤f¬�°±¤f¬�`D¤ � e:¤½\_¤L`LdR­±­Áª�¤f\_¤�Æ�^�¦nª ¦nª�¤�«�\_^�³�²�´0¦nª�¤f^�\_¤D¦n°�`

\_¤L¥_³�­�¦¹©Å¤f¬�¦n°±^�¬�¤L®êdRÆ�^c»�¤¸dR¬�®ç¦nª�¤ß®�¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬ê^�§
^�\_Æ�°�¦�¥�°±¬º²�\_^a®�³�`�¦�¥¹^�§å¯�¬�°�¦n¤
dRÆ�¤f­±°ÍdR¬¸«�\_^�³�²�¥fµ

��
���Ì(Ñ�µ�ÑLÏ�Ò ��ÛfÚ
X = X0×X1×· · ·×Xw

��Ûjá�×¨Ø�ÙVÚ.Û�Ó�ÕnÖcòRÝ�ÞfÚ9Ö � ×¨Ø�ÙVÚ.Û*á��nÛfâ�Ù0áRØ
ã�ÕnÖRÝRÓ,Ü � e �nÛuÚ�ìaÛ¼Û���Ó�ÖRØ�ÛDØ,Ú*Ö �

X
á�Ø�ò

n ≤ w � � � �
Û�ìaá ��ÛA×¨Ø�ÙVÚ.ÛuÜ�Ý �qëÅÖLò�Ý�â�ÛDÜ

AáRØPò
B
Ö �

X � áRØ�Ù[ÜDÖ�ë¹ÖRÕ#Ó,ì�Ù[Ü�ë f
�nÛfÚ

�
Û�ÛDØ�Ú�ìaÛDë á�Ø�ò

α ∈ X � βn ∈ X�n ÜqÝ�ÞDì
Ú�ìaá�Ú

(∀a ∈ A)(∀k ∈ Ze)(∀m ≤ w + 1)(k | a�m⇔ k | f(a)�m)
áRØPò

(∀a ∈ A)(∀k, l ∈ Ze)(∀m ≤ n)

(k | (lα�m− a�m)⇔ k | (lβn�m− f(a)�m)),
Ú�ìaÛDØ½Ú�ìaÛDÕnÛ�Û��RÙ[Ü�Ú�ÜÄá

βn+1 ∈ X�n+ 1
Û���Ú.ÛDØPòRÙ[Øaã

βn
Ü�Ý�ÞDìÃÚ�ìaá�Ú

(∀a ∈ A)(∀k, l ∈ Ze)(k | (lα�n+ 1− a�n+ 1)⇔ k | (lβn+1 − f(a)�n+ 1)).

��^�\
n = 0

¦nª�¤f\_¤¸°�¥¼¬�^
β0

dR¬�®æ¦nª�¤f¬ �,d�`�¦äÑ�µ�ÑLÏ�¥ndf¾�¥¼¦nª,dI¦¹¦nª�¤f\_¤¸¤Dïa°�¥�¦�¥îd
β1 ∈ X0

¥ndI¦n°�¥_§Í¾a°±¬�«¹¦nª�¤Á­Íd�¥%¦
`D^�¬�®�°�¦n°±^�¬9µ
÷9¤D¦

X =
∏
i∈ωXi � e*ª�¤f\_¤îdR­±­ Xi �

¥�dR\_¤¹¯�¬�°�¦n¤îdRÆ�¤f­±°ÍdR¬=«�\_^�³�²�¥ � dR¬�®�­±¤D¦Ä¦nª�¤¤Dïa²�^�¬�¤f¬�¦
e
^�§
X
Æ�¤Ä¯�¬�°�¦n¤�µ ��^

X
°�¥
d¼©¹^a®�³�­±¤�^c»�¤f\

Ze
µ�÷2¤D¦

α = (α1, . . . , αm)Æ�¤�d�¦n³�²�­±¤Ä§[\_^�©
X
dR¬�®

A
Æ�¤Äd�¯�¬�°�¦n¤Ä¥_³�Æ�©¹^a®�³�­±¤Á^�§

X
µ

��
���ÌàÑ�µ�Ñ�ÑßX���¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬G^�§�^�\_Æ�°�¦�¥qgDÒ
o(α/A) = U � � ìaÛDÕnÛ U Þ�ÖRØ�Ü�Ù[Ü�Ú�ÜÁÖ � Ú�ìaÛ

Ûfâ±Û�ëÅÛ�Ø,Ú�Ü
β ∈ Xm Ü�Ý,Þ�ìîÚ�ìaá�Ú � ÖRÕÄá�â[â

a ∈ A � k ∈ Ze � l1, . . . , lm ∈ Ze áRØPò n ≥ 1

�
ÛÁì�á ��Û

k
∣∣∣
( m∑

i=1

liαi�n− a�n
)
⇔ k

∣∣∣
( m∑

i=1

liβi�n− a�n
)
.
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��� N2¢�T���£ 	�MIT[N ¡ K(N�OÄM�� � KDMcFRQ�£�MIQ�F�	 ���,FINPQ�S�K � �.¬�¦nª�°�¥Ä¥_¤L`�¦n°±^�¬]eA¤¼eå°±­±­
²�\_^c»�¤¸¥_¤D»�¤f\�dR­*\_¤L¥_³�­�¦�¥ � ¥�°±©¹°±­ÍdR\�¦n^�éjª�¤f^�\_¤f© Ñ�µ�� � §[^�\ÅdRÆ�¤f­±°ÍdR¬à²�\_^�¯�¬�°�¦n¤G«�\_^�³�²�¥
eå°�¦nªÃ¥_^�©¹¤
¬�^�¬�´.¥�¦qdR¬�®�dR\n®G¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­9«�\_^�³�²�¥fµ�é�^u®�^u¦nª�°�¥6e:¤
¬�¤f¤L®ßd�®�¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬
^�§9^�\_Æ�°�¦�¥6©Å^�\_¤*«�¤f¬�¤f\�dR­P¦nª,dR¬î°±¬¿÷9¤f©Å©îd¼Ñ�µ��aµ�Z]¤*eå°±­±­,^�Æ�¦qdR°±¬Ã¥�³�`�ªßdÁ®�¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬
Æ�¾�©¹¤cdR¬�¥�^�§�©¹^a®�¤f­a¦nª�¤f^�\�¾u^�§�©îdR¬�¾�´.¥_^�\�¦n¤L®¼dRÆ�¤f­±°ÍdR¬¹¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥Dµ
��³�`�ª¼¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥
e:¤f\_¤å°±¬�¦n\_^a®�³�`D¤L®ÅÆ�¾ �*µ	��°�¥_ª�¤f\�X_ð ��ñVgqµ�éjª�¤*§[^�­±­±^ceå°±¬�«�®�¤f¯�¬�°�¦n°±^�¬Ã`LdR¬ÅÆ�¤å§[^�³�¬�®Å§[^�\
¤Dï�dR©¹²�­±¤Á°±¬=ð ���"��ñ|µ

Ç�È,ÉaÊVË9ÊÍÌ2ÊVÎ�Ë ��µ�Ñ�Ò2¶ ë¹áRØ��


ÜDÖRÕDÚ.Û�òYá���Ûfâ�Ù0áRØ�Ü�Ú�ÕqÝ�ÞfÚ�ÝaÕ�Û A= ((As,+)s∈S , Pi)i∈I°�¥:dÄ®�°�¥Vô%^�°±¬�¦j³�¬�°±^�¬î^�§�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬¿«�\_^�³�²�¥

(As,+)
X[¦nª�¤L¥�¤ÁdR\_¤�ÜDÖRÕDÚ�Üå^�§ A g¨¤Dïa²,dR¬�®�¤L®Æ�¾¸²�\_¤L®�°�`LdI¦n¤L¥

Pi � i ∈ I � ®�¤f¯�¬�°±¬�«G¥�³�Æ�«�\_^�³�²�¥Â^�§?`LdR\�¦n¤L¥_°ÍdR¬½²�\_^a®�³�`�¦�¥Y^�§�¯�¬�°�¦n¤f­�¾©îdR¬�¾Ã¥_^�\�¦�¥fµ
��³�¥�¦*d�¥6§[^�\6^�¬�¤D´.¥_^�\�¦n¤L®ßdRÆ�¤f­±°ÍdR¬ß¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥ � °±§9eA¤Yd�®�®Å¦n^�¦nª�¤
­ÍdR¬�«�³,dR«�¤Y§[³�¬�`�´¦n°±^�¬ó¥�¾a©uÆ�^�­�¥î®�¤f¯�¬�°±¬�«=ª�^�©¹^�©¹^�\_²�ª�°�¥_©Å¥Å§[\_^�© `LdR\�¦n¤L¥�°ÍdR¬ó²�\_^a®�³�`�¦�¥î^�§Y¯�¬�°�¦n¤f­�¾

©îdR¬�¾ç¥_^�\�¦�¥�°±¬�¦n^�¥�^�\�¦�¥ � ¦nª�¤f¬æ¦nª�¤GdR\_°�¥_°±¬�«�©îdR¬�¾�´.¥�^�\�¦n¤L®º¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤¸`LdR¬êdR­�¥_^�Æ�¤
\_¤f«�dR\n®�¤L®äd�¥åd�©îdR¬�¾�´.¥_^�\�¦n¤L®¸dRÆ�¤f­±°ÍdR¬ä¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤�µ

�å^ceöeA¤ä`D^�¬�¦n°±¬�³�¤(^�³�\Å­±°�¥�¦î^�§Y¤Dï�dR©Å²�­±¤L¥Å^�§ÁdRÆ�¤f­±°ÍdR¬õ¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥ � ¦nª�°�¥¹¦n°±©¹¤©îdR¬�¾�´.¥_^�\�¦n¤L®G^�¬�¤L¥Dµ
��µA¶ ^�¬�¤D´.¥_^�\�¦n¤L®ädRÆ�¤f­±°ÍdR¬ä¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤�µ
��µA¶ ¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤ A = ((Ai,+, r·)r∈R, i∈ω, fij)i,j∈ω � eåª�^�¥_¤�¥_^�\�¦�¥GdR\_¤½²�³�\_¤
R
´|©¹^a®�³�­±¤L¥

(Ai,+, r·)r∈R � i ∈ ω � dR¬�®�¤cd�`�ª fij : Ai → Aj
°�¥�dÃª�^�©¹^�´

©¹^�\_²�ª�°�¥_© ^�§
R
´|©¹^a®�³�­±¤L¥fµ

XV°[g¹÷2¤D¦ {Xi}i∈ω
Æ�¤*d�§�dR©¹°±­�¾�^�§�¯�¬�°�¦n¤ådRÆ�¤f­±°ÍdR¬¼«�\_^�³�²�¥fµ�÷2¤D¦

X =
∏
i∈ωXidR¬�®

An = X�n §[^�\
n ≥ 1

µ ��^�\
n ≥ m

e:¤¼®�¤f¯�¬�¤
fnm : An → Am¦n^¸Æ�¤¼¦nª�¤Å\_¤L¥%¦n\_°�`�¦n°±^�¬9µ�é:ª�¤f¬ A := ((An,+, r·)r∈Z, n∈ω, fnm)n≥m

°�¥
d�©îdR¬�¾�´.¥_^�\�¦n¤L®ódRÆ�¤f­±°ÍdR¬õ¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤�µ:÷2¤D¦

Aut∗(X)
Æ�¤G¦nª�¤½¥%¦qdR¬�®�dR\n®

¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­Â«�\_^�³�²õ^�§
X
µ:éjª�¤f¬ó¤cd�`�ª

f ∈ Aut(A)
°±¬�®�³�`D¤L¥GdR¬ dR³�´

¦n^�©¹^�\_²�ª�°�¥_©
f̂ ∈ Aut∗(X)

µ ��¬ ¦nª�¤�^�¦nª�¤f\ßª,dR¬�® � dR­±­�¦nª�¤�\_¤L¥%¦n\_°�`�´¦n°±^�¬�¥ß¦n^
An �

¥ß^�§¼dR¬ dR\_Æ�°�¦n\�dR\�¾
f ∈ Aut∗(X)

§[^�\_©èdR¬ dR³�¦n^�©¹^�\�´
²�ª�°�¥�© ^�§ A µ�éjª�¤�¥�dR©¹¤�°�¥�dR­�¥�^î¦n\_³�¤�°±§�¦nª�¤f\_¤¼dR\_¤�^�¬�­�¾G¯�¬�°�¦n¤f­�¾¸©îdR¬�¾«�\_^�³�²�¥

Xi
µ

XV°±°[g¹÷2¤D¦
X

Æ�¤�¦nª�¤�°±¬�»�¤f\n¥�¤=­±°±©¹°�¦¸^�§¼dR¬ °±¬�»�¤f\n¥_¤]¥�¾�¥�¦n¤f©
(Xi, fij)j≤i∈ω^�§j¯�¬�°�¦n¤ÃdRÆ�¤f­±°ÍdR¬ç«�\_^�³�²�¥fµ�é:ª�¤f¬ A := ((Xi,+, r·)r∈Z, i∈ω, fij)i≥j

°�¥
d�©îdR¬�¾�´.¥�^�\�¦n¤L®ódRÆ�¤f­±°ÍdR¬ó¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤�µ:¶
¥¿dR­�ejdf¾�¥¹eA¤(d�¥n¥�³�©¹¤G¦nª,dI¦ßdR­±­
fij �

¥ädR\_¤=¥_³�\�ô%¤L`�¦n°±^�¬�¥DµY¶�¥ädRÆ�^c»�¤�e:¤�ª,df»�¤�¦nª�¤]¬,dI¦n³�\�dR­u`D^�\_\_¤L¥_²�^�¬�´
®�¤f¬�`D¤?Æ�¤D¦#eA¤f¤f¬

Aut(A)
dR¬�®Â¦nª�¤?¥%¦qdR¬�®�dR\n®�¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­�«�\_^�³�²

Aut∗(X)^�§
X
µ

÷9¤D¦ A = ((As,+)s∈S , Pi, fj)i∈I, j∈J
Æ�¤¹dÅ©îdR¬�¾�´.¥_^�\�¦n¤L®�dRÆ�¤f­±°ÍdR¬�¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤�µ

�.¬(¦nª�¤�©¿dR¬�¾�´.¥�^�\�¦n¤L®½­ÍdR¬�«�³,dR«�¤¼^�§ A eA¤¼`D^�¬�¥�°�®�¤f\Â§[^�\_©u³�­Íd�¥ÁdR¬�®äe:¤¼®�¤f¯�¬�¤�²9µ�²9µ
§[^�\_©u³�­Íd�¥�°±¬Â¦nª�¤6¥ndR©Å¤�e*df¾Ád�¥2°±¬ �
¤f¯�¬�°�¦n°±^�¬ ��µ�Ñ � \_¤f©¹¤f©�Æ�¤f\_°±¬�«j¦nª,dI¦�¤cd�`�ªÂ»�dR\_°ÍdRÆ�­±¤\�dR¬�«�¤L¥å^c»�¤f\åd¼¥�²�¤L`D°±¯�¤L®¸¥_^�\�¦Lµ
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¶
¥Ã§[^�\Ã^�¬�¤D´.¥_^�\�¦n¤L® dRÆ�¤f­±°ÍdR¬ ¥�¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥ � °�¦ß°�¥Ã¤cd�¥�¾à¦n^ê`�ª�¤L`�íà¦nª,dI¦G°±¬õ¤cd�`�ª

©îdR¬�¾�´.¥_^�\�¦n¤L®ædRÆ�¤f­±°ÍdR¬æ¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤GdI¦n^�©¹°�`Å§[^�\_©u³�­Íd�¥�dR\_¤î²9µ�²9µ�§[^�\_©u³�­Íd�¥�dR¬�®�¦nª,dI¦
²9µ�²9µ�§[^�\_©u³�­Íd�¥¨ª,df»�¤*²�\_^�²�¤f\�¦n°±¤L¥åXV°[g � XV°±°±°[g � XV°�»�gjX�¥�¤f¤*`D^�©¹©Å¤f¬�¦�¥�§[^�­±­±^ceå°±¬�« ��d�`�¦åÑ�µ���gdR¬�®

XV°±°[g ′ �6d�`�ªä²9µ�²9µ�§[^�\_©u³�­Íd ϕ(x1, . . . , xm)
®�¤f¯�¬�¤L¥Yd¹¥_³�Æ�«�\_^�³�²ä^�§?d¼²�\_^a®�³�`�¦Y^�§

dR²�²�\_^�²�\_°ÍdI¦n¤u¥�^�\�¦�¥
As1 × · · · × Asm

µ
��^Y¦nª�¤ �jdR³�\����ÂdR\�df»�dR«�­±°Íd��
�¸^�¬�í�¦nª�¤f^�\_¤f© ª�^�­�®�¥¨§[^�\�©îdR¬�¾�´.¥_^�\�¦n¤L®¹dRÆ�¤f­±°ÍdR¬Å¥�¦n\_³�`�´
¦n³�\_¤L¥fµ

Z�¤î\_¤L`LdR­±­6¦nª,dI¦ue:¤î®�¤cdR­6e*°�¦nªºdRÆ�¤f­±°ÍdR¬ç²�\_^�¯�¬�°�¦n¤Ã«�\_^�³�²�¥�e*ª�°�`�ªædR\_¤¿°±¬�»�¤f\n¥�¤
­±°±©¹°�¦�¥j^�§�°±¬�»�¤f\n¥�¤�¥�¾�¥%¦n¤f©Å¥

X0 ← X1 ← · · ·
XV°±¬�®�¤Dïa¤L®¼Æ�¾

ω
g�^�§�¯�¬�°�¦n¤ådRÆ�¤f­±°ÍdR¬¹«�\_^�³�²�¥ � dR¬�®ueA¤j`D^�¬�¥_°�®�¤f\?¥�³�`�ªÅd
«�\_^�³�² X e*°�¦nª

¦nª�¤Ä¥%¦qdR¬�®�dR\n®ä¥%¦n\_³�`�¦n³�\�dR­�«�\_^�³�²
Aut∗(X)

µ
��^�\ä¬,dI¦n³�\�dR­�¬�³�©uÆ�¤f\n¥

m ≤ n
dR¬�®4dR¬ ¤f­±¤f©Å¤f¬�¦

η ∈ Xn � η(m) ∈ Xm®�¤f¬�^�¦n¤L¥Å¦nª�¤¸°±©îdR«�¤¸^�§
η
³�¬�®�¤f\Å¦nª�¤ä`D^�¬�¬�¤L`�¦n°±¬�«ç©¿dR²

fnm : Xn → Xm
XV§[^�\

m > n � η(m)
©¹¤cdR¬�¥Á¬�^�¦nª�°±¬�«(dR¬�®�°�¥Ä¥�í�°±²�²�¤L®]°±¬=dR¬�¾�¤Dïa²�\_¤L¥_¥_°±^�¬]Æ�¤f­±^ceYgqµ�÷9¤D¦

α = (α1, . . . , αm) ∈ Xm1×· · ·×Xmm

§[^�\?¥_^�©¹¤
m1, . . . ,mm ∈ ω∪{ω} � e*ª�¤f\_¤

Xω = X
µP÷9¤D¦

A ⊆ ⋃n∈ω∪{ω}Xn
µ,Z]¤Áeå°±­±­�`D^�¬�¥_°�®�¤f\�^�\_Æ�°�¦�¥
^c»�¤f\

A
¥�^Åeå°�¦nª�^�³�¦

­±^�¥n¥�^�§P«�¤f¬�¤f\�dR­±°�¦#¾¼eA¤å`LdR¬îd�¥n¥�³�©Å¤:¦nª,dI¦
A
°�¥?`D­±^�¥_¤L®¼³�¬�®�¤f\6`D^�¬�¬�¤L`�¦n°±¬�«�©îdR²�¥?dR¬�®

³�¬�®�¤f\Y²�\_^�ô%¤L`�¦n°±^�¬�¥Â§[\_^�©
X
^�¬�¦n^Ã¤cd�`�ª

Xn � n ∈ ω � dR¬�®ä§[^�\�¤cd�`�ª n ∈ ω ∪ {ω} �
A ∩Xn

°�¥åd¼¥�³�Æ�©Å^a®�³�­±¤Á^�§
Xn

µ
��È��
� 
 ��µ �ºX ��¤f¬�¤f\�dR­±°��f¤L®ç®�¤L¥n`D\_°±²�¦n°±^�¬ç^�§:^�\_Æ�°�¦�¥qgDÒ

o(α/A) = U � � ìaÛDÕnÛ UÞqÖRØ�ÜqÙ[ÜqÚ�ÜåÖ � Ú�ìaÛYÛfâ±Û�ëÅÛ�Ø,Ú�Ü
β ∈ Xm1×· · ·×Xmm

Ü�Ý�ÞDì�Ú�ìaá�Ú � ÖRÕ�á�â[â
k ≥ 1 � ØPá�Ú�ÝaÕ�á�âØ�Ýaë ��Û�Õ�Ü

n1 ≤ · · · ≤ nk � (aij)1≤i,j≤k ∈ Mk×k(Z) � (bij)i≤k,j≤m ∈ Mk×m(Z)áRØPò
(η1, . . . , ηk) ∈ Ak �

ÛÁìaá ��Û

(∃y ∈ Xk)
k∧

i=1

( k∑

j=1

aijyj(ni) +
m∑

j=1

bijαj(ni) + ηi(ni) = 0
)

⇔ (∃y ∈ Xk)

k∧

i=1

( k∑

j=1

aijyj(ni) +

m∑

j=1

bijβj(ni) + ηi(ni) = 0
)
.

	6ÕnÖcÖ � � éjª�¤¸²�\_^�^�§Â°�¥î¥_°±©¹°±­ÍdR\¹¦n^�¦nª�¤¸²�\_^�^�§Â^�§Á÷2¤f©¹©îdºÑ�µ���µAé:ª�°�¥¹¦n°±©¹¤GeA¤³�¥_¤Y¦nª�¤ �jdR³�\����ÂdR\�df»�dR«�­±°Íd��
�¸^�¬�í¿¦nª�¤f^�\_¤f©Ô§[^�\j©îdR¬�¾¿¥_^�\�¦n¤L®¸dRÆ�¤f­±°ÍdR¬¸¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥
§[\_^�©·¤Dï�dR©Å²�­±¤ ��XV°±°[gA^�¬G^�³�\*­±°�¥%¦å^�§�¤Dï�dR©¹²�­±¤L¥j^�§¨dRÆ�¤f­±°ÍdR¬ä¥%¦n\_³�`�¦n³�\_¤L¥fµ

¶
¥n¥�³�©Å¤*¬�^ce ¦nª,dI¦
X
ª,d�¥AdÂ¯�¬�°�¦n¤
¤Dïa²�^�¬�¤f¬�¦

e
µ�÷2¤D¦

α = (α1, . . . , αm) ∈ Xm
dR¬�®

A
Æ�¤Adj¯�¬�°�¦n¤A¥_³�Æ�©¹^a®�³�­±¤YXV^c»�¤f\

Ze
g9^�§

X
µ �¸^�\_¤f^c»�¤f\ � ­±¤D¦ A0 ⊆

⋃
n∈ω∪{ω}XnÆ�¤(`D­±^�¥_¤L®à³�¬�®�¤f\¿`D^�¬�¬�¤L`�¦n°±¬�«æ©îdR²�¥¿dR¬�®à²�\_^�ô%¤L`�¦n°±^�¬�¥¿§[\_^�©

X
^�¬�¦n^=¤cd�`�ª

Xn �
n ∈ ω � dR¬�®îd�¥_¥_³�©¹¤j¦nª,dI¦6§[^�\?¤cd�`�ª n ∈ ω∪{ω} � A0∩Xn

°�¥6dÂ¥�³�Æ�©Å^a®�³�­±¤å^�§
Xn

µ
��^�\

n ∈ ω � eA¤Á®�¤f¯�¬�¤ A≥n0 = A0 ∩ (X ∪⋃i≥nXi)
µ
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��^�\
k, l1, . . . , lm ∈ Ze

dR¬�®
a ∈ A e:¤Á®�¤f¯�¬�¤

nk,l,a = max
{
n ∈ ω : (∃η ∈ A0 ∩Xn)

(
k
∣∣∣
( m∑

i=1

liαi(n)− a(n)− η
))}

eåª�¤f¬G¥_³�`�ªäd�©îdIïa°±©îdR­
n
¤Dïa°�¥�¦�¥ � dR¬�® −1

^�¦nª�¤f\�eå°�¥�¤�µ
÷9¤D¦

Nα,A,A0 = max{nk,l,a : (k, l, a) ∈ Ze×Zme ×A}+1
µ�é�dRí�¤

n ≥ Nα,A,A0

µ
��È��
� 
 ��µ���Ò

on(α/AA≥n0 α(n)) = U � � ìaÛDÕnÛ U Þ�ÖRØ�Ü�Ù[Ü�Ú�Ü¸Ö � Ú�ìaÛ½Ûfâ±Û�ëÅÛ�Ø,Ú�Ü
β ∈Xm Ü�Ý�ÞDì½Ú�ì�á�Ú

β(n) = α(n)
á�Ø�ò � ÖRÕÃá�â[â

n′ ≥ n � a ∈ A � η ∈ A0 ∩ Xn′ �
k ∈ Ze � l1, . . . , lm ∈ Ze �

ÛÁìaá ��Û

k
∣∣∣
( m∑

i=1

liαi(n
′)− a(n′)− η

)
⇒ k

∣∣∣
( m∑

i=1

liβi(n
′)− a(n′)− η

)
.

	6ÕnÖcÖ � � X ⊆ gA°�¥j^�Æ�»a°±^�³�¥fµX ⊇ g�é:ª�¤j²�\_^�^�§,°�¥�dR¬�¤f­ÍdRÆ�^�\�dI¦n°±^�¬Å^�§�¦nª�¤:²�\_^�^�§�^�§�÷2¤f©¹©îd�Ñ�µ��aµ�é�dRí�¤jd β ∈ U µ÷2¤D¦
k ≥ 1 � n ≤ n1 ≤ · · · ≤ nk � (aij)1≤i,j≤k ∈ Mk×k(Ze) � (bij)i≤k, j≤m ∈

Mk×m(Ze) � a = (a1, . . . , ak) ∈ Ak
dR¬�®

η = (η1, . . . , ηk) ∈ (A0 ∩Xn1)× · · · ×
(A0 ∩Xnk)

µ
Z�¤î®�¤f¯�¬�¤Å¦nª�¤

Ze
´|­±°±¬�¤cdR\�`D^�©uÆ�°±¬,dI¦n°±^�¬�¥

ti(y, x, t, z) � i = 1, . . . , k � ^�§A»�dR\_°�´dRÆ�­±¤L¥
x = (x1, . . . , xm) � y = (y1, . . . , yk) � t = (t1, . . . , tk)

dR¬�®
z = (z1, . . . , zk)Æ�¾ß¥�¤D¦_¦n°±¬�«

ti(y, x, t, z) =

k∑

j=1

aijyj +

m∑

j=1

bijxj + ti + zi.

�
^ce e:¤Á`�ª�^�^�¥_¤
t′i(x, t, z) � i = 1, . . . , k � d�¥*°±¬Ã¦nª�¤Á²�\_^�^�§�^�§�÷9¤f©Å©îd¿Ñ�µ��aµ�?¾ß÷2¤f©¹©îd ��µ � � ¦n^¼¯�¬�°�¥_ªG¦nª�¤Â²�\_^�^�§�e:¤Â¬�¤f¤L®Ã¦n^Å¥�ª�^ce ¦nª,dI¦

(∃y ∈ Xk)
( k∧

i=1

ti(y(ni), α(ni), a(ni), η) = 0
)

⇔ (∃y ∈ Xk)
( k∧

i=1

ti(y(ni), β(ni), a(ni), η) = 0
)
.

X⇒ gA¶�¥n¥�³�©¹¤Y¦nª,dI¦å§[^�\å¥_^�©¹¤ y ∈ Xk eA¤Âª,df»�¤

(A)
k∧

i=1

ti(y(ni), α(ni), a(ni), η) = 0.

¶�¥:°±¬ß¦nª�¤Á²�\_^�^�§�^�§�÷2¤f©¹©îd¿Ñ�µ��ueA¤Â«�¤D¦
k∧

i=1

ki | t′i(α(n), a(n), η(n)).

�6¾(¦nª�¤Å`�ª�^�°�`D¤î^�§
n
^�¬�¤î`LdR¬�¤cd�¥_°±­�¾�`�ª�¤L`�í(¦nª,dI¦Ä¦nª�¤f\_¤¹°�¥�dR¬

η′ ∈ (A0 ∩ Xnk)k¥_³�`�ªß¦nª,dI¦
k∧

i=1

ki | t′i(α(nk), a(nk), η
′(nk)).



 �; 3:� 3¨�0�I�Iv � z|�Lv
��\_^�© ¦nª�¤�d�¥_¥_³�©¹²�¦n°±^�¬ß¦nª,dI¦

β ∈ U eA¤Á¥_¤f¤Â¦nª,dI¦
k∧

i=1

ki | t′i(β(nk), a(nk), η
′(nk)).

éjª�¤Â­Íd�¥�¦*¦#eA^Å¥%¦qdI¦n¤f©Å¤f¬�¦�¥j°±©Å²�­�¾î¦nª,dI¦*eA¤Á`LdR¬¸`�ª�^�^�¥_¤
y′, y′′ ∈ Xk ¥_^�¦nª,dI¦

k∧

i=1

ti(y
′(ni), α(ni), a(ni), η

′(ni)) = 0,(∗)

k∧

i=1

ti(y
′′(ni), β(ni), a(ni), η

′(ni)) = 0.(∗∗)
�6¾

(∗) dR¬�®óX�¶ÂgYe:¤î°±¬�§[¤f\�¦nª,dI¦�§[^�\
y − y′ = (y1 − y′1, . . . , yk − y′k)

dR¬�®
θ =

(η1 − η′(n1), . . . , ηk − η′(nk))
e:¤Âª,df»�¤

k∧

i=1

ti((y − y′)(ni), 0, 0, θ) = 0.

� ^�©uÆ�°±¬�°±¬�«¼¦nª�°�¥:eå°�¦nª (∗∗) ¥_ª�^ceå¥j¦nª,dI¦å§[^�\ y′′′ = y′′ + y − y′ eA¤Âª,df»�¤
k∧

i=1

ti(y
′′′(ni), β(ni), a(ni), η) = 0.

éjª�¤Â²�\_^�^�§�^�§:X⇐ g6°�¥å¥�°±©¹°±­ÍdR\fµ
�.¬�¦nª�¤:¬�¤Dï�¦6`D^�\_^�­±­ÍdR\�¾ � n °�¥�dI¦�­±¤cd�¥%¦¨¦nª�¤j©îdIïa°±©�³�© ^�§�¦nª�¤:¦#e:^Y¬�³�©�Æ�¤f\n¥

Nα,AdR¬�®
Nα,A,A0

®�¤f¯�¬�¤L®GÆ�¤f§[^�\_¤Ä÷2¤f©¹©îd�¥ÂÑ�µ��¹dR¬�® ��µ�� � §[^�\ α � A dR¬�®
A0

d�¥ådRÆ�^c»�¤�µ
� Î��PÎ����	
���� ��µ �,Ò � �

�
Û=á�ò�òRÙVÚ�Ù0Ö�Ø�á�â[â � áRÜqÜ�Ýaë¹Û�Ú�ìaá�Ú � ÖRÕ]Û�á�ÞDì

i ≥ n � Ú�ìaÛÜfÛDÚ
A0 ∩ Xi

Ù[ÜGÞqÖRØ,Ú.áRÙ[Ø�Ûqò]Ù[ØóÚ�ìaÛ ��ÛDÕqØPÛfâåÖ � Ú�ìaÛ(Þ�Ö�Ø�ØPÛ�ÞfÚ�Ù[Øaã]ë¹áqÓ
fi,i−1 � Ú�ìaÛDØ

on(α/AA≥n0 α(n)) = on(α/Aα(n)) �
	6ÕnÖcÖ � � (⊆)

°�¥j^�Æ�»a°±^�³�¥Dµ
(⊇)

é�dRí�¤ód
β ∈ on(α/Aα(n))

µ ��³�²�²�^�¥_¤à§[^�\=`D^�¬�¦n\�d�®�°�`�¦n°±^�¬ ¦nª,dI¦
β /∈

on(α/A≥n0 Aα(n))
µ�÷2¤f©¹©îd ��µ��¹¥_ª�^ceå¥:¦nª,dI¦å¦nª�¤f\_¤udR\_¤

a0 ∈ A0
XV©¹^�\_¤Á²�\_¤L`D°�¥�¤f­�¾

a0 ∈ Xn′
§[^�\å¥_^�©¹¤

n′ > n
g � a ∈ A dR¬�®

k, l1, . . . , lm ∈ Ze
¥�³�`�ªß¦nª,dI¦

k
∣∣∣
( m∑

i=1

liαi(n
′)− a(n′)− a0

) dR¬�®
k -
( m∑

i=1

liβi(n
′)− a(n′)− a0

)
.

��°±¬�`D¤
a0(n) = 0 � °�¦�§[^�­±­±^ce
¥�¦nª,dI¦ k | (∑m

i=1 liαi(n)−a(n))
µ �
¤f¬�`D¤ � Æ�¾Á¦nª�¤j`�ª�^�°�`D¤^�§

n
eA¤u«�¤D¦

k | (∑m
i=1 liαi − a)

µ � ^�¬�¥_¤�
�³�¤f¬�¦n­�¾ � k | (∑m
i=1 liαi(n

′) − a(n′)) � ¥�^
k | a0

dR¬�®
k | (∑m

i=1 liβi(n
′)−a(n′))

µ ��°±¬,dR­±­�¾ � k | (∑m
i=1 liβi(n

′)−a(n′)−a0)
µ

� �PÎ��,Î��cÊÍÌ9ÊVÎ�Ë ��µ���Ò��YÜ�Ü�Ý�ë¹ÛîÚ�ìaá�Ú
X

Ù[Ü¹Ú�ìaÛÅÙ[Ø���ÛDÕ�ÜDÛîâ�Ù[ëuÙVÚÂÖ � áGÜ ��ÜqÚ.ÛDë Ù[Ø

ò�Û���Û�ò � �

ω
Ö � ×¨Ø�ÙVÚ.Ûºá��nÛfâ�Ù0áRØ ã�ÕnÖRÝIÓ�Ü]áRØPò

X
ìaá�Ü]áä×�Ø�ÙVÚ.ÛæÛ���Ó�ÖRØPÛ�Ø,Ú

e � �2ÛfÚ
Aut∗(X)

�nÛjÚ�ìaÛ:ÜqÚ.á�Ø�ò�á�ÕnòYÜqÚ�Õ�Ý�ÞfÚ�ÝaÕná�â�ã�ÕnÖRÝIÓÃÖ �
X
áRØPò

A0
��Û*á�ØîáRÕ ��ÙVÚ�ÕnáRÕ��YÜ�Ý���ÜDÛfÚ

Ö �
X ∪⋃n∈ωXn ���

ìaÛDØ
(X,Aut∗(X/A0))

Ù[Ü
m 

ØPÖRÕ�ë¹á�â�áRØPò

m 

Ü�Ú.á��Dâ�Û �
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	6ÕnÖcÖ � � ��¥�¤Á÷9¤f©Å©îd���µ���dR¬�®Ã²�\_^a`D¤f¤L®¸d�¥:°±¬¿¦nª�¤Â²�\_^�^�§V¥j^�§�éjª�¤f^�\_¤f© Ñ�µ���dR¬�®
��\_^�²�^�¥_°�¦n^�¬ �aµ ��µ���°±¬=ð 
¼Ñ�ñ|µ

� �PÎ��,Î��cÊÍÌ9ÊVÎ�Ë ��µ���Ò���Ø�ò�ÛDÕ(Ú�ìaÛ]áRÜ�ÜqÝaë
Ó�Ú�Ù0ÖRØ�Ü½Ö � 	6ÕnÖ�Ó�Ö�Ü�ÙVÚ�Ù0ÖRØ
2.5 � áRÜ�ÜqÝaë¹Ûá�ò�òRÙVÚ�Ù0ÖRØPá�â[â �ºÚ�ìaá�Ú

A0 ⊆
⋃
i∈ωXn

áRØPò � ÖRÕ½Ûqá�ÞDì
i ≥ 1 � Ú�ì�ÛäÜDÛfÚ A0 ∩ Xi

Ù[Ü
ÞqÖRØ�Ú.á�Ù[Ø�ÛqòuÙ[ØGÚ�ìaÛ ��ÛDÕqØPÛfâ
Ö � Ú�ìaÛÁÞ�ÖRØ�ØPÛ�ÞfÚ�Ù[Ø�ã�ë¹á�Ó

fi,i−1 � �
ìaÛDØ

(X,Aut∗(X/A0))Ù[ÜÂÜ�ë¹á�â[â � m 

ØPÖRÕ�ë¹á�â�áRØPò

m 

ÜqÚ.á��Dâ±Û �

	6ÕnÖcÖ � � �6¾ ��\_^�²�^�¥�°�¦n°±^�¬ ��µ��Y^�¬�­�¾¼¥_©îdR­±­±¬�¤L¥n¥�\_¤�
�³�°±\_¤L¥AdY²�\_^�^�§#µ	��^�\�¦#eA^Á^�\_Æ�°�¦�¥
o1
dR¬�®

o2 � o1 ⊆o o2
eå°±­±­9©¹¤cdR¬Ã¦nª,dI¦

o1
°�¥*^�²�¤f¬G°±¬

o2
µ

�|¦
°�¥å¤f¬�^�³�«�ªä¦n^î¥_ª�^ce ¦nª,dI¦�§[^�\å¤cd�`�ª
α ∈ X dR¬�®¸¯�¬�°�¦n¤u¥�¤D¦

A ⊆ X
e:¤Äª,df»�¤

o(α/AA0) ⊆o o(α/A)
µ¨Z]¤G`LdR¬ód�¥n¥�³�©¹¤G¦nª,dI¦Å§[^�\Å¤cd�`�ª

i ∈ ω � A0 ∩ Xi
°�¥îd

¥_³�Æ�©¹^a®�³�­±¤Á^�§
Xi
µ

é�dRí�¤�dR¬
n
d�¥j°±¬ � ^�\_^�­±­ÍdR\�¾ ��µ ��µ,éjª�¤f¬

on(α/Aα(n)) = on(α/AA≥n0 α(n)).��°±¬�`D¤
o(α/Aα(n)) ⊆ on(α/Aα(n)) � e:¤Â«�¤D¦

o(α/Aα(n)) ⊆ on(α/AA≥n0 α(n)).
��¬Ã¦nª�¤Á^�¦nª�¤f\*ª,dR¬�® � Æ�¾ �*¤f©îdR\_í½Ñ�µ�
�dR¬�® � ^�\_^�­±­ÍdR\�¾�Ñ�µ��ueA¤Á¥_¤f¤Â¦nª,dI¦

o(α/AA0α(n)) ⊆o o(α/AA≥n0 α(n)) ⊆o on(α/AA≥n0 α(n)).
�
¤f¬�`D¤

o(α/AA0α(n)) ⊆o o(α/Aα(n)).��°±¬�`D¤Âe:¤ÄdR­�¥_^¹ª,df»�¤
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