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Sommaire. Soit X°¢ la solution de I’équation différentielle stochastique suivante :
1t t
thx%-ZScrl yaw!+e Y {55 (x5) awd + | b(x5) ds,
=10 j=10 0

et considérons ¢ = E¢(X®). L’objectif de cet article est d’établir le principe de grandes
déviations pour la famille des lois induites par {X® : € > 0} pour la norme holdérienne. Par
conséquent, on montre le méme résultat pour la famille des lois induites par {¢°¢ : € > 0}.
Enfin, on donne une application de ces résultats au filtrage non linéaire.

1. Introduction. Le principe des grandes déviations (PGD) s’est avéré
un outil trés puissant, en particulier dans 1’étude asymptotique des solu-
tions des équations différentielles stochastiques. D’ailleurs depuis le fameux
résultat de M. Schilder [13], plusieurs auteurs ont travaillé dans ce sens;
on rappelle notamment les résultats de H. Doss [6], Baldi et al. [2], G. Ben
Arous et M. Ledoux [4], et G. Ben Arous et F. Castelle [3].

Soient W et W deux mouvements Browniens indépendants a valeurs
dans R" et R, définis sur les espaces de Wiener 21 = Cy([0, 1], R") et 25 =
Co([0,1],RY). On note P (respectivement P) la mesure de Wiener sur
(respectivement (2;), donc E, E et E x E sont les espérances respectivement
sous P, P et P®P. On considere I’équation différentielle stochastique

rot It t
(11) Xf=a+ Y \oo(X5)dWi+eY (55X dWi + [ b(X5) ds,
i=10 j=10 0

ot € [0,1], x € RY et oy, oj,b sont des champs de vecteurs réguliers de R¢.
Soit ¢ une application de classe C? de R? dans R?. On définit

(1.2) pi¢ = E(o(X7))-
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Pour 0 < a < 1, on note C*9([0, 1], L?(£21, R%)) I'espace séparable de fonc-
tions holdériennes d’ordre v, & valeurs dans L%(£2;,R%).

Notre travail se rapproche plus de 'article de G. Ben Arous et F. Castell
[3] qui établit un principe de grandes déviations pour la loi de X¢ dans
espace L2(£21,C([0,1],R%)) on C([0,1],R%) est I'espace des fonctions con-
tinues sur [0,1] & valeurs dans RY. Nous obtenons le méme résultat dans
I'espace C*9([0,1], L?(§21,R%)) sans supposer I'hypothése de commutation
des champs et notre démonstration est nettement plus simple que celle dans
[3] qui reposait sur des résultats fins sur les flots stochastiques et nécessitait
des hypotheses de dérivabilité sur les coefficients, dues a l'utilisation du
lemme d’injection de Sobolev.

Si on considére X¢ comme une variable aléatoire sur 29 a valeurs dans
C0([0,1], L2(£21,RY)), a < 1/2, alors le but de ce papier est de prouver que
la famille de probabilités Q° = Po (X®)~! satisfait le principe de grandes
déviations sous des hypotheses sur les coefficients o, 0 et b que I’on précisera
plus tard; par conséquent, nous obtenons le méme résultat pour la famille
de probabilités P = P - (¢°¢) !, généralisant ainsi les résultats de J. T.
Rabeheremanana [12] et ceux de M. Ouzina [9] dans le cas d’une algebre de
Lie nilpotente. Nous appliquons ces résultats au filtrage non linéaire.

2. Quelques résultats généraux. Dans cette section, on rappelle
quelques résultats qui nous seront utiles par la suite. Soient B = {By; : t > 0}
un mouvement Brownien & valeurs dans R, défini sur I’espace de proba-
bilité (£2, F, F¢,P*), et H lespace de Cameron—Martin associé & B. On pose
Al = (Sé |W(s)[?ds)Y/?, h € H, ot b désigne la dérivée de h au sens des
distributions. D’abord, on énonce une définition que I'on adoptera tout au
long de ce papier.

DEFINITION 2.1. Soit F un espace topologique. On dit que 'application
I: E — [0,00] est une bonne fonctionnelle d’action si elle est semi-continue
inférieurement et pour tout a < oo, les ensembles {I < a} sont compacts.

Le théoreme qui suit est une généralisation du résultat de M. Schilder
dans 'espace de Holder. 11 est prouvé dans [2].

THEOREME 2.1. La famille des lois induites par {eéB : ¢ > 0} satis-
fait le principe de grandes déviations sur C®([0, 1], R¥) avec la fonctionnelle
d’action A définie par
(2.3) A(h) = { shhll3, sihe™,

+o0 SInon.

LEMME 2.1. Soit {U; : t > 0} un processus réel défini sur ’espace (21 X
{25 et progressivement mesurable tel que E x ES; U dt < oco. Alors pour
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t€10,1], on a
t
E\U,dWi =0, i=1,...,m,
0
et
t N t N
E\U, dW] = \(BU,) dW], j=1,...,1L
0 0

Le lemme 2.1 est prouvé dans [10]. Le lemme suivant donne une estima-
tion exponentielle d’un processus d’It6 en norme holdérienne. Il est démontré
par D. W. Stroock dans [14].

LEMME 2.2. Soient f:[0,1] x 2 - RI@R* et g:[0,1] x 2 — R! deux
processus progressivement mesurables et bornés. On pose

Uy =\ f(s)dB.+\g(s)ds, te0,1],
0 0

et on définit A = sup, , tr(f(t,w)f*(t,w)) et L = sup,, |g(t,w)|. Alors pour
tout s >0, T>0,0<a<1/2etr>ILT'" ona

* U — Us| (r — ILT'~%)?
24) P Al <2l SV
24 <s<f3§’+T t—sr ) = TP T papre

Soient (E,d) et (E’,d") deux espaces métriques complets et I une bonne
fonctionnelle d’action sur E. Pour a > 0, on pose [, = {x € E: I(x) < a}
et I'no = J, I'u. Notre travail repose essentiellement sur le théoreme suivant
montré par Pérez-Abreu et Tudor dans [11].

THEOREME 2.2. On considére des applications Fp,,F : E — E' et
X:,X¢: 02 — FE telles que :

(i) F,, est continue de E dans E'.

(ii) F,, converge uniformément vers F sur I.

(iii) Pour tout n > 1, {X: : € > 0} satisfait le principe de grandes
déviations (quand € — 0) sur E' avec la bonne fonctionnelle d’action donnée
par

I,(§) = inf{I(x) : F,,(x) =&}

(iv) {XE} est exponentiellement une bonne approximation de {X¢}, i.e.
pour tout § > 0,

lim limsupelnP*(d'(X:, X°) > §) = —oo.
n—00 e

Alors {X¢ : & > 0} satisfait le principe de grandes déviations sur E' avec

la bonne fonctionnelle d’action donnée par

I(¢) = inf{I(z) : F(x) = &}
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3. Résultat principal. Pour tout espace de Banach (V|- ||y), on note
par C*([0,1],V), 0 < a < 1, l'espace des fonctions holdériennes d’ordre o &
valeurs dans V', muni de la norme suivante :

z(t) — z(s
Z(O)HV + sup M’
0<s<t<1 It — s|
et par C*9(]0,1],V) le sous-espace séparable de C*([0, 1], V) défini par
C0([0,1],V) = {z € C*([0,1],V) : lir%wa(z,r) =0},

ou
t) —
S L i
0<|t—s|<T |t — s

Enfin, on désigne par || - ||, la norme uniforme associée a 'espace des
fonctions continues C([0,1], V). Pour V = R, on note || - ||o,) (respective-
ment || - |loo,v’) par || - |la (vespectivement | - ||« ) et pour V = L2(21,R%),
on note | - ||y (respectivement || - [loo, v, || - [la,v) Par || - ||2 (respectivement
Il llso.2, || - lla,2)- Dans cette section, on donne les conditions sous lesquelles la

solution X¢ de I’équation différentielle stochastique (1.1) satisfait le principe
de grandes déviations et par suite il en serait de méme pour la famille de pro-
cessus ¢ définie dans (1.2). On suppose alors que les hypotheses suivantes
sont satisfaites :

(H1) o:R?Y— RIQR" et 5 : RY — RY®R! sont lipschitziennes et bornées.
(H2) ¢ :R? — R? est de classe C3.

(H3) b:R? — RY est lipschitzienne.

REMARQUE. En fait, en adoptant la technique de localisation d’Azencott
[1], on peut relaxer la condition de bornitude de o et o.

Soit maintenant H I’espace de Cameron—Martin associé a W. On définit
(3.5) G :H — C([0,1,RY),  us g'¢ = E(g(X")),
ou X est la solution de I’équation différentielle stochastique
rot ¢ t
(3.6) XZ‘Z:U+ZSUZ (XY dw! + ZSU] (XY) du! (s) + Sb(X;‘)ds.
10 10 0

On définit aussi
(3.7) F:H— C0,1], L*(21,RY), h— F(h) =

ou z est la solution de I’équation différentielle stochastique
t

r t t
(3.8) 2z =1+ Z S oi(zs) dWZ ZX gj(zs) dhJ )+ S b(zs) ds.
i=10 j=10 0
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On peut alors considérer, sous les hypotheses (H1) et (H3), la solution
X¢ comme une variable aléatoire définie sur {25 & valeurs dans C*%([0, 1],
L2(21,RY), a < 1/2. Soit Q° la loi de X° (mesure de probabilité sur
C0([0,1], L?(£21,R%))). Alors on a le théoréme suivant :

THEOREME 3.1. Sous (H1) et (H3), la famille de mesures de proba-
bilités (Q°)e>o satisfait le principe de grandes déviations sur CO"O([O, 1],
L2((X, Rd)) avec la fonctionnelle d’action A définie pour tout z € C*°([0, 1],
L2(£1,RY)) par

: 1 . _
A(z) = inf {EHhH% : F(h) = z}.

Considérons maintenant ¢°¢ comme une variable aléatoire définie sur
25, & valeurs dans C*9(]0,1],R%). On a alors le théoréme suivant :

THEOREME 3.2. Sous (H1)-(H3), la famille de mesures de probabilités
(P).>0 satisfait le principe de grandes déviations sur C*°([0, 1], R?) avec la
fonctionnelle d’action n définie pour tout v € C*0([0,1],R%) par

n(v) = inf{A(u) : u € H, ¢“¢ = v}.

4. Application au filtrage non linéaire. Dans cette partie, on donne
une application des résultats précédents au filtrage non linéaire.

Soit € > 0 et considérons le couple signal-observation (X', V<) solution
de I’équation différentielle stochastique, ¢ € [0, 1],

r t It t
X =x+ Y Vou(X5)awi + &> 55(x5) dyi + | b(x5) ds,
0 0

i=1 j=1 0

t
Vi =e|h(X5)ds + Wy,
0
ou h est une application réguliere.
On définit une nouvelle probabilité (P€).~¢ sur £2; X {29 par

dP®
dP

t Qt
:exp[ e\ h(xg)aw, — —S||h(;\,’5)||2ds]
0
t
0

:exp[ e\ h(XS5)dYs; +

o(Ws ,WS, s<t)

g2

t
ﬂuh (xs ||2ds]
0

On notera

2

Z5 = exp [eg h(XE) AWy + — - | |h(x€)\|2ds}
0 0

Sous P, )¢ est un mouvement Brownien indépendant de W. Soit ¢ une
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fonction de classe Cg. On définit le filtre normalisé par
ES(Z76(X7) o5 < 1) _ g0
Ee(Z27 |o(Vs s <)) B2 (27 |o(Ys,s <))

II; ¢ =

On a
E*(Z5o(X5) | 0(Vs, s < 1) = B (Z7o(Xf) [0(V5, s < 1)).
Comme )¢ est indépendant de W, on a
0id = By (27 0(Xy)),
ou Ef, désigne 1’1ntegrat10n par rapport a la loi de W sous la probabilité P=.
A tout u € H on associe X* solution de 1 équation différentielle stochas-
tique
¢
(4.9) X'==z+ ZSUZ (X2 dW! + Zgaj ") du (s) + | b(X) ds,
=10 j=10 0

et Z% la solution de I’équation différentielle

(4.10) Z,}‘zl—i—ZSZ hy(XY) du? (s).
j=10

On pose

(4.11) ¢ = Li(ﬁ;j‘ 25

On peut alors considérer, sous les hypotheses (H1)-(H3), II°¢ comme une
variable aléatoire de 25 & valeurs dans C([0, 1], R?), et si K® désigne sa loi
de probabilité, alors le but est d’établir le principe de grandes déviations
pour la famille de mesures (K¢).50. D’ou le théoréme suivant :

THEOREME 4.1. Sous (H1)-(H3), la famille de mesures de probabilités
(K)eso satisfait le principe de grandes déviations sur C*0([0,1],R?) avec
la fonctionnelle d’action n définie pour tout v € C*9(]0,1],RY) par

n(v) = inf{\(u) : u € H, II"¢ = v}.

Preuve. Introduisons, pour ¢ € [0, 1], le couple S§§ = (XF, ¢ SE h(X$)dYs)
= (Stl’a, 8,52 ). Sous P?, V¢ est un mouvement Brownien indépendant de W
et S est un processus de diffusion & valeurs dans R% x R défini par
t

r t It
(4.12) & = <"g> + 3 Vg8 awi+e> 5;(8) avi + [ b(s3) ds,
0

i=10 j=1 0

ou les fonctions g, g et b sont définies par g;(z,y) = (0i(x),0), gi(x,y) =
(gl(x)7hl(m)) et b(fl),y) = (b(.’lf),O), (-T,y) € Rd x R.



Grandes déviations 11

D’apres les résultats de la premiere partie, le processus S satisfait le
principe de grandes déviations sous IP¢.
On vérifie facilement que 'application

W 0*0([0,1], L2(21,R? x R)) — C*9([0,1], RY) ,

Ep(z1) exp 22

2= U(z1,22) = B oxp o

est continue (cf. la preuve du théoréeme 3.2 ci-dessous). Par le principe de
contraction, on déduit que ¥ (S¢) satisfait le principe de grandes déviations.
Mais
2, 1 1,
(E¢(Sh%) exp{S; — (£°/2) [, [I(Ss)[1* ds})
2 1 1
Eexp{S;® — (2/2) {, [|1(Ss°)|* ds}

ou V. est une fonctionnelle qui converge uniformément sur tout compact

de (25 vers ¥. Il en résulte donc que II°¢ satisfait le principe de grandes
déviations avec la fonctionnelle d’action spécifiée ci-dessus.

I = = Ue(5°),

5. Preuves des théorémes

5.1. Preuve du théoréme 3.1. Dans le but de pouvoir appliquer le théo-
reme 2.2, on donne les notations suivantes: Pour 0 < a < 1/2; on pose
(B[ -1lg) = (Ca,O([O’ 1]7Rl)7 - Mle)s (E/7 |- lle) = (Ca,O([O’ 1]7L2(917Rd))7
Il - lla,2) et la bonne fonctionnelle d’action I = A out A est donnée par (2.3).
Pour ¢ > 0,n > 1lett € [0,1], on note t,, = sup{z : x = k/n < t, k =
0,...,n}et J, = [k/n,(k+1)/n]. Soient X* la solution de '’équation (1.1)
et X est la solution de I’équation différentielle stochastique

(5.13) XE(t) =2+ T

7

0i( X5 (s,)) AW,
1

55(X5(s,)) AW + | (X5 (s)) ds.
0

+e€

‘MN
O e+ O e

1

J
Pour h € C*%([0,1],R!), on définit F,(h)(0) = z et
(5.14) Fo(h)(t) = Fu(h)(t,) + ) | 0i(Fu(h)(s,)) AW,
i=1t,
l t
+ 3 (Ea(B) () (W (1) = W (¢,) + § b(Fa(h)(s)) ds,
j=1 ¢

=n

et soit F' l'application définie par (3.7). Dans la suite, pour prouver le
théoreme 3.1, on va vérifier les conditions (i)—(iv) du théoreme 2.2.
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(i) Continuité de F,. On montre que I'application F}, : C*9([0, 1],Rl) —
C0([0,1], L2(£21,R%)) est continue. Soient hi,hy € C0([0,1],R!), Fi =
Fo(hy),i=1,2,et A, = F} — F2.

LEMME 5.1. Pour tout réel C' > 0, il existe une constante réelle Cy, > 0
(dépendant de C et de n) telle que pour ||hi|la V ||h2lla < C,

(5.15) [Anlla,2 < Crllh1 — ha|la-
Preuve. On remarque tout d’abord que
(5.16)  [[Anlla2
< max [Qn [ Anlloc,2, max sup [An(t) = An(s)ll2
0<ESn fy/n<s<t< (k+1)/n |t — s]e.

On montre alors au début que pour ||hi||c V ||h2]lcc < C, on a
(5.17) [Anllco.2 < Crl[h1 = haloo-
Pour ¢ € [0,1], on a

T

An(t) = An(ty) + D (0i(Fy (L)) — 0i(F3 () (W (1) — W(E,))

i=1

l
+ Y (G5 (Fn () (W () = P (t) = 35 (F3 (8)) (By(t) — hh(t,))]

t
+ § (b(Fa(s)) = b(F7(s))) ds,
donc il existe des constantes K;, i = 1,...,4, telles que 'on ait

[An @)z < [[An (L) |2 +Klz AR (t,) (W () = W ()2

=1

+K22\hj (£) = (M (tn) — W5 (t,))]

t

+ K3 Z 1A (ta) 27 (8) = 1] ()] + K § [|An(s) ]2 ds.
j:l in

Puisque F! et F,% sont des processus adaptés par rapport a la filtration
Brownienne associée a W, alors

(5.18) ([ An(t,) (W' () = W' (E)) 2 = [ An(t) 2l (W (1) = W'(E,)ll2
< [[An (&) ]2
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Par conséquent pour ¢ € J,, 1, on a
t
1 An(®)llz < CLlllAn(k/m) 2 + 1hy = holloc] + Ka § [[An(s)]l2 ds.
k/n

Le lemme de Gronwall nous donne
(5.19) sup [[An(t)ll2 < Ci[l[An(k/n)l2 + [h1 — halls],

tEJn’k
en particulier on a

[An((k +1)/n)|l2 < Ci[|An(k/n)ll2 + [h1 — hal ],
ce qui implique que
(5.20) sup [[An(k/n)ll2 < K(n)||h1 — halo-

0<k<n
Finalement, (5.19) et (5.20) nous donnent (5.17). Il reste & prouver que pour
tout 0 < k < n, il existe une constante C, telle que I'on ait
Ap(t) — A
(5.21) sup 4 () n(s)

2 6y — byl
k/n<s<t<(k+1)/n |t — s

Pour k/n < s <t < (k+1)/n, on a, en utilisant le méme argument que
celui dans (5.18),

14n(t) = An()ll2 < K1 Y [ An(k/n)ll2 W (1) = Wi(s)]12

i=1
l
+ Kz Y (] (1) = By(t)) — (h(s) — B(s))]
j=1
l
+ K3 > | An(k/n)|o| B (£) — B (s)]
j=1

t
+ Ka { | An(u)|2 du.

Par suite
A, (t) — A, (s 4 :
sup A=A gy g S W
k/n<s<t<(k+1)/n |t — s =

l
+ K5 ) |7 = Bla
j=1
l

+ K:/’,HAnHoo,Q Z thl”a + KZLHAnHoo,Z‘
j=1

En utilisant de plus (5.17), on trouve (5.21).
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(ii) Convergence uniforme de F, vers F dans I,

LEMME 5.2. Pour tout a > 0

(5.22) sup sup ([|Fn(h)]loc2 V [ F'(A)[0,2) < 00,
Ikl <a

et

(5.23) lim sup ||F,(h) — F(h)|az2=0.

"l <a
Preuve. (5.22) est une conséquence immédiate du lemme de Gronwall.
On montre (5.23). Pour t € [0,1] et ||A]|; < a, on a, d’aprés les inégalités
de Burkholder et Schwarz,
IF(r)(t) = F(R)(t,)]l2 < C/v/n,

et
t

1E(R)(6) = F(R)(D)13 < K | |1 Fa(h)(s,) — F(R)(s)]3 ds

]

Le lemme de Gronwall nous donne

(5.24) lim sup |[|F,(h) — F(h)||25 =0.

" k| z<a
D’autre part, pour tous ¢,s € [0,1] et [|h]|;; < a, on a

[(FE () () = FR)(0) = (Fa(h)(s) = FMY Dl _ e 2 (1) — Py
|t — s|@ B ! 00’

+ K{/v/n.
De (5.24), on déduit (5.22).

Le lemme suivant montre en fait que le systeme {X¢ : ¢ > 0} satisfait
le principe de grandes déviations sur C*9([0,1], L?(£2;)) avec une bonne
fonctionnelle d’action \,,.

LEMME 5.3. Pour toutn > 1, la famille des lois de { XE : € > 0} satisfait
le principe de grandes déviations sur C*9([0,1], L*>({1)) avec comme bonne
fonctionnelle d’action

A (&) = inf{A\(z) : F,(x) =&}
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Preuve. D’aprés le théoreme 2.1, la famille des lois de {eéW : & > 0}
satisfait le principe de grandes déviations sur C*([0,1],R!) avec comme

fonctionnelle d’action A. Or on sait que X, = Fn(EW) et F,, est continue,
donc le résultat du lemme se déduit de ’application du principe de contrac-
tion.

Pour finir la preuve du théoreme 3.1, il reste a montrer que X est
exponentiellement une bonne approximation de X¢. Pour cela on montre
d’abord le lemme suivant.

LEMME 5.4. Pour tout § > 0,
(5.25) lim limsupe? nP[[| XS — X%||s2 > 0/n%] = —cc.

n—oo .,

Preuve. On suit de pres la preuve de Y. Hu dans [7]. Si on pose, pour
0<a<f<1/2,y<p—a,

(5.26)  Bpoe ={ sup el[W (k/n) = W (k — 1/n)|| < n?~7}

N{elWllg <n’},
alors, d’apres le théoreme 2.1, on a

(5.27) lim lim sup £? ln]?”(B/%’%E) = —00,

n—oo .,

ol Bf;ms est le complémentaire de Bg . dans {25. Posons

r t
Z5(t) = > _Voi(Xii(s,)) AW,
=10
et appliquons la formule d’'Tt6 & Z&(¢) et Z5(t) = Z5(t) — Z5(t,,). On trouve
alors
r t ‘ d t
1Z5 017 =2 V{oi(X5(5)), Zi(9)) dWi+ Y~ § (007 )ia(X5 (s,)) s,
=10 =10
r ot d t
1Z5O17 =2 § (0u(X5(s0)) Zo () dWi + D | (00™)u( X5 (s,) ds,

s
Il

_

I~

n

oil (-,-) désigne le produit scalaire dans R? et ¢*(x) est la transposée de
o(x). On obtient alors d’apres le lemme 2.1 que

(5.28)  sup (|| Z;(w)]leo2) <00 et sup(||Z5 (@)oo < K/n.
n,€,w &,w

Par suite, sur I'ensemble Bg . on a
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XL @] < [z +[Z;, (0] + C"Y (1 + | X5 (s)]) ds

!
—~ ~ . (k-1
ww(ﬁm)_vw( /\t)‘
n n

k=1 j=1

O ey o+

t
<O P 4 o [ 1X5 ()] ds.
0

Par le lemme de Gronwall, on obtient
(5.29) | XE |02 < CnY~FHL
De méme pour X¢ (t) = X:(t) — X:(t,), on a
! t
X0 < 1Z50]+CY e[ Wi(t) - W |+C'S (1 +[X5(s)]) ds.
j=1
Donc, en utilisant (5.28) et (5.29), sur 'ensemble Bg, . on trouve
(5.30) [ X5 || < CY =5,
Afin de prouver (5.25), pour tout ¢ > 0 on définit
Gpe=inf{t > 0: | X, (t)ll2 = o/n"} A1,
082 =nf{t > 0: | X5(t) - X*(t)]2 = 6/} AGE_,
Ve (t) = E[(0*/n™ + | (X — X°)(t A O52)[3)/<").
On a alors
(5.31)  P[|XE — X%[|loc2 > 0/n%] <P(GS. < 1) +P(O2% < 1).
Tout revient donc a montrer que pour K, . = G2 n,e Ou 9n ey

lim limsupe? InP(K,. < 1) = —o0.

n—o0 o0
On remarque d’abord que
P(Gy. < 1) <P(GS. < 1Bg,.) + P(B,..)
et

3

P(GS. < 15Bsy0) <Y P( sup [|X5(0)ll2 > o/n® Byy.e).
k=1 teJn k-1

En appliquant la formule d’Tté6 & X¢ (t), on trouve
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It
X505 =2 | E@G(X5(s,)), X5 (s)) AW
j=1t

t
+|E

t,

[ —

S ()4 €255 ) (X3 52)) + 2B (5). X (s)] s,
=1

Posons

7e(s) = E(0(X(8,)), X5, (),

d
gne(s) = E[Z((GU% +X(00")u) (X5 (80)) + 2(0(X5(5)), X3 (s)) |,

t

Lt
Vi(t) =223 [ £1.(5) dW3 + [ guc(s) d
0 0

On constate alors que pour t € J,, 1,

IXSO13 = Y (1) = Y (t,)-

n

De (5.29) et (5.30), sur 'ensemble Bg . on a

A= suptr(foc(t,w) fr(t,w)) < Cyn® 20,
t,w

L :=sup |gne(t,w)| < Co n2—20+1
w

)

En appliquant I'inégalité de Stroock (2.4), on obtient

ﬁ( sup | X5 (t)|l2 > o/n; Ba.c)

teJn,k—l

~ Ye(t) — Ye(t 2
<B( suwp Y5 (t) =Yt >,
AT (e M ne’ T

(Q2/’I’La _ l02n2'y—2ﬁ+1no¢—l)2
< 2exp <_ 8120, e2n21—2p2a—1 )

(Q2 _ l02n2'y—25+2a)2
< 26Xp<_ 420,22 —26+1a—T )

K n1—2'\/+26—4a
g2 > ’

< 2exp<—

car n?7720+22 _, 0 quand n — oco. En plus de (5.27), on déduit que pour
tout o > 0,

(5.32) lim limsupe?In ﬁ(GfL,E <1) = —o0.

n—oo e—0
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Soit A, = X, — X°. Par application de la formule d’It6 on a

It t
145 (013 = 2 >V 72 (s) dWE + G, (5) ds,
j=10 0
Fio(s) = E(6(X5(s,)) — 35(X(s)), As(s)
et
d
Tne(8) =B [(0(X5(s,)) — o(X(s) (0" (X5(5,)) — 0 (X=(9))]ii
=1

d
+¢°E Z[(5(Xi(§n)) —0(X°(s)) (0" (X5 (s,)) — 7" (X5(5)))]us
+ 2E(b(X,(s)) — b(X*(s)), A7 (s))-
Donc si on pose g, = 0/n% et p- ,(y) = (0% + y)l/EQ, on aura que

tAOR S
2
Peo(lA5(EAOZDN3) = 0r/® = | kne(s)ds
0
est une martingale dans {2 avec

1 . 21
Fne(s) = 5 (05 + [145(s)II2 DTG, ()

1 1 2 Yt 21/52—2l 7J ))2
HE R CRNEHET D SEREIS

Par conséquent pour s < G%E,

onc(o)l = O 22+ AR (L + )6 + 1456 + 14361
(2 -1) @+ LR + 5G]

C
< pe (AL (A O B)-

On conclut alors que

. O
VE(t) < 0¥/ + ;SVQ

n,

0

=(s)ds,

donc

Vi2(1) <exp (5—02(3 +2Inp— 2a1nn)>,
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d’ou

2, §2\ —1/¢?
5 o°+9o
PO < 1) g( — > Ve (1).

Enfin on retrouve

(5.33) lim lim lim sup €2 lnﬁ(@ﬁ’é <1)=—c0.

0—0 n e—0

Le lemme se déduit alors de (5.31), (5.32) et (5.33).
LEMME 5.5. Pour tout § > 0,
(5.34) lim limsup 2 InP[|| X5 — X¢a,2 > 6] = —o0.

n—oo .,

Preuve. Par application de (5.16) a A5 = X: — X¢ et du lemme 5.4, il
suffit alors de prouver que

~ A€ t _Ae
lim lim sup 62 InP| max sup H n( ) n(s)H?
n—oo  o_,( 1<k<n StETn |t _ S|O‘

25} = —00.

En adoptant les mémes arguments que dans la preuve du lemme 5.4, on
montre que pour 0 < a < < 1/2et v < f— q,

[ |45 (1) — A% (s)ll2

5.35 lim limsupe?InP
(5.35) p

n—oo ._,0

max sup

>0 B
1<k<n stej . |t — s = ’6”4

= —007
ol B est défini dans (5.26). Le lemme découle alors de (5.27) et (5.35).
5.2. Preuve du théoréme 8.2. On vérifie d’abord que ’application
W 000, 1], L2(21, RY) — C20([0, 1, RY), 2 W(2) = Eg(),

est continue. Soient z!,22 € C*0([0,1], L?(£2;,RY)). Puisque ¢ est lipschi-
tzienne, on a

(5.36) (W (=) = #(2%)(0)] < KE||(" — 2*)(0)]]
< K[[(z" = 2%)(0)]|2,

grice a I'inégalité de Schwarz. Soient t,s € [0, 1]. Puisque ¢ € C{, on a

¢(ztl) - gb(z;) = qb'(uztl +(1- u)z;)(zt1 - z;) du,

O(27) — ¢(22) = V&' (uzf + (1 — w)z)) (2} — 23) du,

ou ¢’ désigne la dérivée de ¢. Par conséquent
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(
1

< V119 (uz) + (1= w)zd) = ¢ (uzf + (1= w)2d) || du |z — =]
0

1
+ V116 (uaf + (1= w)2d) | du (2 — 28) — (23 = 22)]I,
0
Reste & voir que ¢’ et ¢” sont bornées pour conclure que
(5:37)  1(d(z) = ¢(27)) = (¢(2:) — &(22)))|

< Kl = =) = (25 = 2Dl + llzs = 2 Dllz = ]

+ Eo|(2 — 27) = (2 — 22
De (5.36) et (5.37), on obtient
19(2") = (2%)lla < Killz! = 22lloc2ll2! oz + Ka2llz! = 2%[las,

Or on sait que |21 — 2%||oc2 < [|2! = 22||a.2, donc
12 (") = @ (%) o < K1+ [[2Yla2)llz" = 2% [la.

D’apres le principe de contraction et le théoreme 3.1, on déduit que la
famille de mesures de probabilités (IP?).~¢ satisfait le principe de grandes
déviations avec comme bonne fonctionnelle d’action p définie pour tout

v e C*0([0,1],RY) par
p(v) = inf{A(2) : z € C¥°([0,1], L*(£21)), Ep(2) = v}.

Le théoreme 3.2 est alors démontré puisque = p (voir lemme 6.1.2, pp. 83

de [9]).
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