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Une inégalité maximale sous-gaussienne
sur les espaces de tentes

par

E. LABEYE-VOISIN (Lyon)

Abstract. We introduce a maximal function (denoted by 7) on the tent spaces
Tp(]RiJrl), 0 < p < oo, of Coifman, Meyer and Stein [8]. We prove a good-A estimate
of subgaussian type for this maximal function and for the square function of tent spaces,
leading to integrability results for 7. We deduce convergence results for the singular inte-
gral defining 7.

1. Introduction. On fixe deux entiers strictement positifs n et m. On
se place sur le demi-espace euclidien R’}fl = R" x R%.. Par la suite § € R"
désignera un point du bord et (z,y), (s,t) € R" x R% des points du demi-
espace. Soit ¢ € C>°(R",R™) a support dans la boule unité et supposée fixée
dans la suite. On note ¢, (0 — x) = y‘”qﬁ(e_Tm) le noyau associé.

Pour 0 < p < 1, on notera (H,) la condition d’annulation supplémentaire
suivante :

(Hp) S:L”qﬁ(:r) =0 pour tout multi-indice v = (y1,...,7,) € N”
tel que [v[ =71 +...+m < [n/p—n],
ou |x| désigne la partie entiere de . Dans toute la suite la condition (H1)
sera toujours supposée vérifiée.
A toute application F': R’};H — R™ localement de carré intégrable et a
tout a > 0 on associe la fonction quadratique

Au(P.0) = (] dsdttl_”|F(s,t)|2)1/2

I'a(6)
ot Th(0) = {(z,y) e R |z —0] < ay} et |F(s,t)| désigne la norme eucli-

dienne de F'(s,t) dans R™ . On convient de plus que par défaut, 'ouverture
d’un cone vaut 1 (i.e. A(F) = A1 (F)).
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Rappelons la définition des espaces de tentes introduits par Coifman—
Meyer—Stein [8] et notés TP (“tent spaces”) :

TP ={F R - R™; A(F) € LF(R")}, 0<p< oo,

on les munit de la “norme” ||F'||7» = [|A(F)]||p. Ces espaces sont apparentés
aux espaces de Hardy HP habituels. Sur ces espaces Coifman, Meyer et Stein
introduisent ’opérateur 7 défini a priori sur ’espace T, des fonctions tentes
F & support compact dans R?fl par

m(F,0)= | dsdt¢i(0—s)- F(s,t)
()

pour lequel ils prouvent le :

THEOREME 1.1 (cf. [8] et [18, chap. IV.6]). Sous la condition d’annula-
tion (Hi1), pour tout n/(n+1) < p < oo, Uopérateur m s’étend en un
opérateur continu de TP sur HP.

Pour 0 < p < n/(n+1), si ¢ vérifie de plus la condition d’annulation
(Hp) alors Uopérateur m s’étend encore en un opérateur continu de TP
sur HP.

Cet opérateur peut remplacer (quoiqu’imparfaitement), dans le contexte
de l'analyse réelle, 'intégrale stochastique des probabilistes. De tels opé-
rateurs ont déja été étudiés et on peut remarquer avec Gundy [10] (voir
aussi [18, chap. IV.6]) que si F'(s,t) = Vu(s,t) avec u extension harmonique
a ]R’};H de f € L*(R™), alors m vu comme opérateur agissant sur f redonne
'opérateur identité sur L?(R™) et les transformées de Riesz si on fait le bon
choix de noyau ¢ (cf. [10, pp. 18 a 30]).

L’existence de cette extension n’assure pas a priori que ’on puisse écrire
et manipuler sereinement une formule comme § ¢, (0 —z)- F(x,y) dz dy pour
tout F' € TP et § € R™. En effet 'intégrande n’est pas en général ab-
solument intégrable et le procédé utilisé pour construire cette intégrale ne
lui donne un sens qu’en tant que classe de fonctions dans les espaces HP,
0 < p < o0, et donc pas en tout point 6 de R™ (en presque tout point seule-
ment). Dés lors, toute notion faisant intervenir les valeurs de 7 pour une
famille non dénombrable de fonctions tentes ne peut avoir de sens (ponctuel,
presque partout ou dans les espaces HP). Par exemple, si £ est un ensem-
ble non dénombrable de parties de ]erfl, et F el <p<oo I, application
0 — supyc, m(Fly,0) est en général mal définie. Pourtant, comme nous le
verrons, il est possible de donner presque partout une définition “ponctuelle”
a la troncature de I'opérateur m par une famille raisonnable de parties de
Riﬂ. C’est la un des principaux buts de ce papier. Cela permet de donner a
cet opérateur une partie de l'intérét technique que présentent les intégrales
stochastiques en probabilités. En effet nous obtenons ainsi un controle du
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comportement de 7 sous ’effet d’une troncature par des “saw-tooth regions”,
lesquelles jouent souvent en analyse réelle le role des temps d’arréts en pro-
babilités. C’est ce qui motive 'introduction de notre fonction maximale dans
la section suivante.

Cela nous a permis, par exemple dans [12] et [13], d’étudier en norme la
dépendance de la fonctionnelle densité de 'intégrale d’aire D%u par rapport
a la fonction harmonique u, et d’obtenir des résultats analogues a ceux
obtenus en probabilités par Barlow et Yor (cf. [5]) sur le temps local de
martingales continues. Dans cet exemple, les espaces de tentes interviennent
de fagon essentielle au travers d’une formule due dans ce contexte a Gundy,
Banuelos et Moore (cf. [11] et [4]) et trés proche de la formule “a la Tanaka”
de Chevalier (cf. [7]) qui permet de décomposer la densité d’intégrale d’aire
sous la forme : D% = (u—a)t +7(V(u—a)T). Le noyau ¢ intervenant dans
cette décomposition constitue un exemple pratique de noyau pour lequel
seule la condition d’annulation (H;) est vérifiée.

2. Présentation des résultats. Dans toute cette section on suppose
seulement que ¢ vérifie I’hypothese d’annulation (Hl).

Notons £ C C%(R™) I’ensemble des fonctions positives w, lipschitziennes
sur R™ (c’est-a-dire telles que |w(x) — w(y)| < |z — y| pour tout z,y € R™).
On associera & tout élément w € L son épigraphe W = {(z,y) € R" x
R*;y > w(z)}, en convenant de les noter de la méme lettre (minuscule
pour la fonction, majuscule pour I’épigraphe associé). Notons aussi L* le
sous-ensemble de £ constitué des fonctions w strictement positives.

Pour tout intervalle I de Ry on note de plus 7! (F) (resp. Al (F), W)
Pensemble 7(F1gnys) (resp. A(Flgnyxr), W N (R"™ x I)).

Commengons par quelques résultats de régularité sur @ qui vont nous
permettre de donner une définition ponctuelle de notre fonction maximale.

Pour D C R™!, nous noterons yp = inf{y > 0; 3z € R" : (z,y) € D}
et aussi yp(0) = ypnr()-

LEMME 2.1. (a) Il existe une constante ¢1 ne dépendant que de ¢ et
n telle que pour tout borélien D C I'(0) et tout épigraphe V de fonction
lipschitzienne, on ait la majoration

|l @Ol (papy 0)] < e A O Fl(Fap,0).
(b) Il existe une constante co ne dépendant que de ¢ et n telle que, pour
tout 8 € R™, tout borélien D, tout x € R™ et toute fonction tente F, on ait
|0 — x|

’W(F]lD,x) — W(F]lD,Q)‘ S C2
YD

(A(F1p,0) + A(F1p,z)).
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Démonstration. Commengons par établir le (a). D’apres l'inégalité de
Cauchy—Schwarz

§ 1040 — ) |F(z,9)[1p\v (2, y) de dy

n+1
R-‘-

dx dy 1/2
<oloAFipw, 0| | =7 ipw(zy) ) -
re Y

Il nous reste a estimer (en fonction de y) la mesure des tranches E, =
{z eR"; (x,y) e I'(O)N D\ V}:
[Ey| < [B(0,y)| — {z € R"; (z,y) € V}|
< en(y" = (y =y (9))") < neay™ tyv(6).
En effet, il y a au moins une boule de rayon y — yy () dans chaque tranche
{z € R"; (x,y) € V} de V; ce qui donne le résultat.

Passons a la preuve du (b). Elle est dans 'esprit du lemme 6 de [3], et
s’obtient par les mémes techniques :

In(Flp,z) — 7(FLp,0)|

1/2
< ( I Y0 —s) - gl — S)Pdsdt)
DA(I(0)UT ()

ds dt 1/2
X < S =Y ’F(87t)\2>

DN(I(0)Ul (x))

ds dt\ ds dt 1/2
< |D¢||oo|9—$<s W) ( | tn—_1|F(S’t)|2>
D

el
< Ve [|[Déllo ; S = [F(s,t)]*) . m
DN pareyur(a))
Les résultats suivants permettent d’estimer la régularité de la partie
“haute” de w(F).

LEMME 2.2. Pour tout borélien W C R?fl, tout 0 < p < 1 et tout

a > —n/p, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de n, o, p et ¢
telle que, pour toute fonction tente F,

S|Fxxvy”

yn+a

dudy < e § o A(F1w, 00y (0)" ") v

Rn
COROLLAIRE 2.3. Sotent W € L, F e TP, 0 <p< x et

E ={0 € R"; w(h) > 0}.
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(i) L’intégrale §;, ¢y (0 —x) - F(x,y) dx dy est absolument convergente en
tout point 0 de E et il existe une constante c3 ne dépendant que de n, ¢ et
p telle que

[ 1650 = 2)] |F (o, 9)| dw dy < capw (0) /7|l |1zs.
w
(ii) L application 6 — §;, ¢y (0 —x)- F(x,y) dx dy a les mémes propriétés
de régularité (continuité et différentiabilité) que ¢ en tout point de E.

Démonstration du lemme 2.2. Le cas p = 1 se déduit directement de
I'inégalité de dualité
| Fle.y)G(a,y)ydedy < c, | A(F,0)A(G,0)do

+1 Rn
”

du théoréme 2 de [8] appliqué & G(z,y) = y~ "oty (2, ).

Le cas général 0 < p <1 n\écessite d’autres arguments. Soit F la famille
des cubes dyadiques de R™. A chaque cube ) € F on associe le pavé de
R

_l’_
To = Q x [Vnl(Q),2vnl(Q)]
ou £(Q) désigne la longueur des cotés de (). En utilisant la sous-additivité
de x — zP pour p < 1, puis 'inégalité de Cauchy—Schwarz on obtient

< | [F(@.y)| Ty (x,y) dx dy)p

7L yrte
F(z,y)? p/2 1 p/2
<Y (1 e arar) (] o dear)
QEF TQ TQy

Par construction la premiére intégrale du membre de droite est égale a
A(F17,nw, 0) pour tout 6 € Q, d’ott

(1 By oaear) <o 3 D v aPar .o

n—+ao
Ri+1 y er: |Q’ Q
<c | dOAFLw,0)" > UQ) " P1g(0).
R™ QEF
TQQW#@

Or pour # € Q et ToNW # 0 on a £(Q) > (2v/n) 'yw (6). Ainsi la série
du membre de droite est une série géométrique de raison 27" < 1 et de
premier terme ¢,y (0) """ ?P. Le résultat s’en déduit directement. m

Le corollaire découle directement de ces estimations par les théoremes
classiques de dérivation sous le signe intégrale.
Nous pouvons des lors introduire notre fonction maximale :
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DEFINITION 2.4. Pour toute fonction tente F € TP, 0 < p < oo, et tout

0 € R™, on pose
T(F,0) = sup |m(Fly,0)|.
WwerL*

D’apres ce qui précede, ce supremum non dénombrable a bien un sens
en tout & € R™ puisque pour chaque W € L* Fily vérifie bien les hy-
potheses de support du corollaire 2.3 ci-dessus. 7(F'1y,0) est donc bien
définie en tout # € R™ et continue. Ceci fait de 7(F) une fonction semi-
continue inférieurement sur R™.

Dans notre étude de cette fonction maximale, notre principal outil sera
un résultat d’intégrabilité exponentielle de la “partie basse” de w du a
Chang, Wilson, Wolff [6] et Banuelos, Klemes, Moore (cf. [1], [2], [15]).

PROPOSITION 2.5 (cf. [15] par exemple). Soit o > 32y/n. Sous l’hypo-
thése d’annulation (Hy), pour tout B > 0, il existe deux constantes c4 et cs
ne dépendant que de n, ¢, a et 3 telles que, pour tout cube QQ de R™ et toute
fonction tente F' € Uy, TP, on ait

df exp(m 710,84Q)] F,0 _C4A}0ﬁ€(Q)] F.0 2 < cs
IQ! “

ot £(Q) deszgne la longueur des cotés du cube Q.

Nous allons voir comme corollaire des théoremes suivants que cette inéga-
lité est encore vraie si on remplace I'opérateur m par I'opérateur maximal 7.
Notre principal résultat est ’estimation “locale” suivante :

THEOREME 2.6. Soit a > 32v/n. Si ¢ vérifie la condition d’annulation
(H1), alors pour tout réel > 0, il existe deux constantes positives cg et cy
ne dépendant que de n, o, B et ¢ telles que, pour tout cube QQ de R™ et toute
fonction tente F', on ait

)\2
710,64(Q)[
{eeQ: (F.a) > 2| < croxp ~co R )il

De cette majoration de la fonction de répartition de la “partie basse” de
T(F') on déduira les inégalités suivantes :

THEOREME 2.7. Soit o > 96+/n. Si ¢ vérifie la condition d’annulation
(H1), alors il existe deux constantes positives cg et cg ne dépendant que de
n, a et ¢ telles que, pour tous X > 0, § > 0 et v > 3, et toute fonction
tente F', on ait

{0 € R"; T(F,0) > v\ et Ay(F,0) < 6N}

< cgexp(—cs(v/6)*){0 € R"; T(F, 0) > A},

COROLLAIRE 2.8. Sous les mémes hypotheses que celles du théoréeme 2.7,

pour toute fonction tente F € U0<p<oo P



Une inégalité mazimale 29

(a) Pour tout 0 < p < oo, il existe une constante ¢, > 0 ne dépendant
que de n, ¢ et p telle que ||T(F)|, < cpl|F|l7e. On a de plus ¢, = O(/p)
quand p tend vers 4o0.

(b) Pour tout 0 < p < oo, il existe deuzx constantes cig et c, (cio0 ne
dépendant que den, a et ¢; c]’D dépendant en plus de p) telles que

T(F0)* \
Rgn d9<exp <cm aF o2 ) TEO? ) < GlIFIE,.

(¢) Pour tout B > 0, il existe deux constantes c11 et c12 ne dépendant que
de n, ¢, a et B telles que, pour tout cube () de R™ et toute fonction tente
F € Upcpeoo I?, on ait
1
— S df exp(TOPURN(F, 9) — ¢1 APBHRIN(F 0)%) < ¢19
al)
ot U(Q) désigne la longueur des cotés du cube Q.

Démonstration du théoréme 2.6. On note I = ]0, 5¢(Q)]. Quitte & mul-
tiplier F' par un scalaire bien choisi, on peut supposer |[A/(F)||« = 1. On
peut de plus se contenter de ne considérer que les A > K avec K = 2(c1+c¢2)
(cf. lemme 2.1), une constante ne dépendant que de ¢ et n.

Notons E l’ensemble {# € Q; 7 (F,0) > A}. Grace au lemme suivant,
pour chaque 6 € E, on construit dans /() un domaine Vj correspondant
a un (il n’y a pas unicité) “premier instant” d’atteinte de la valeur \ par

V i |7l (F1y,0)).

LEMME 2.9. Soient § € R", I C Ja,b] CR%, et F € TP, 0 < p < 0.
Pour tout 0 < X\ < ®(F,0), il existe un domaine V € L* tel que V C
[latesl(g) et

|7l (F1y,0)| = 7 (F1y,0) = A
Un tel domaine sera noté Vy.
Démonstration du lemme. Notons ¢ = 7! (F,0)—\ > 0. On va construire,

par récurrence, une suite (V,,, n € N*) décroissante de parties (i.e. V,, CVp,
si n > m) tels que pour tout n € N* :

Vo €LY et V, C Ietelg),
|7l (F1y,,0)| =X et T (Fly,,0) < A+¢/n.

Supposons ces V;, construits, posons V' = ([ .y- Vu et montrons que ce V
convient.

Tout d’abord V' # (). En effet, d’aprés le (i) du corollaire 2.3 on voit
aisément que {yw ; |7/ (Flw,0)|=A} est majoré par ymax = (cs||F'||ze /AP,
donc [M2maxtol(g) W pour tout W tel que |7!(Flw,6)| = X. Notons

(Hn)
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que V,, — V dans L lorsque n — oo dans £ et du fait de la croissance de ™
par rapport aux domaines, on en déduit que

|7l (F1y,0)| = 7 (F1y,0) = A
Construisons donc notre suite V,,, n € N* :

Prenons Vi € L£* tel que V; C I@tl(@) et |n!(Fly,,0)] = X (s
existence est assurée par le fait que 7 (F,0) > X et 7 (F1 2vmax,+oo[(g)
< A). On a alors 7 (F1y,,0) < 7! (F,0) = A + . Donc V; vérifie bien (H;

Supposons Vi,...,V, trouvés tels que V; vérifie (H;) pour 1 < i <
Comme ﬁ[(FJan,H) [)\, A+ e/n], on peut trouver W, C V, tel que

7 (Flw,,0) € [\ A +¢/(n+1)]  puisque I'(0, 2ymax) C V.
On prend alors V;,.1 C W, tel que |7/ (F1y,,,,0)| = X\. Et bien évidemment
7 (Fly,,,,0) <7 (Flw,0) < A +¢/(n+1).

L’ensemble V11 ainsi trouvé vérifie bien (Hj11).

Nous obtenons ainsi notre suite et la démonstration du lemme est ter-
minée. m

Notons Qo = Q(0,yv,) et Qy = Q(0,11yy,) les cubes de R™ de centre 6
et diametres respectivement yy, et 11lyy,. Par un lemme de recouvrement
de type Vitali (cf. [17, p. 9] par exemple) on extrait un sous-ensemble fini
A de E tel que :

(i) les {Q); 0 € A} soient deux & deux essentiellement disjoints;

(i) |E| < ¢ 2pea |Qol-
On pose alors V' = Jyc 4 V. On exploite les propriétés de régularité locales
de 7 (lemme 2.1) pour voir que pour tout = € | Jyc o Qo 0n 2 Tl (Fly,z)| >
A2 et AL(F1y,z) <1 : remarquons en effet que pour tout § € A et tout
T € Qp on a yy\y, (7) > yy,(z). On peut donc estimer

7! (Fly,z) — A

< ’F[(Fﬂv,l’) — WI(F]lVg,CE)‘ + |7TI(F11V0,CE) — TI'I(FIIVQ,Q)‘

K
2

)
)

Do | >

< <C1 + ¢ u)x‘ﬂy"@*ww(ﬂ ) <ci+c=
Yvy

Des lors on voit que pour tout z € (Jyep Qo on a |7/ (Fly,z)| > A/2 et
AL(Fly,z) < 1.
Et donc, pour tout u € R,

Bl <c¢) |Ql

fcA

< e Y ey + ) | do explula! (Fiv.o)] - cuAL(F1v,2))
feA Qo
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2
)\2
1604

A
< ccs exp (—,u —+ 04u2> |Q| d’apres la proposition 2.5

A

)]Q\ si on prend p = —.
404

< ccs exp (—
Démonstration du théoréme 2.7. Posons a = 2¢a + ¢1 (cf. lemme 2.1). =
Quitte a prendre cg > 63608“2, on peut se contenter de montrer le résultat
pour vy > 2(ad + 1) (et toujours v > 3). Notons :

Ei={0 e R"; AL(F,0) <A},

Ey = {0 e R"; T(F,0) > 7\ et Ayy3(F,0) <M},

Wy = U Fa/3(9)7 F1:FI]_W1,

6cEq

FEs = {9 eR; 7(F1,0) > ’7/\} D Es.

Remarquons que par construction de W7 et le choix des ouvertures des cones,

pour tout z € R™ il existe 6 € Fy tel que I, /3(x) N Wy C I'h(0) et donc
(1) [ Aa/s(F1)lloo < 6A.

A chaque 6 € Ej3, on associe comme dans le lemme 2.9 un domaine lip-
schitzien Vy de I'(0) tel que |m(Fily,,0)| = 7(Fily,,0) = (1 + c20)A.
Cette fois on prend pour @y le cube dyadique contenant 6 et de longueur
sup{2¥; k € Z, /n2F < yy,}.

D’apres (1) et les propriétés de régularité de 7 (lemme 2.1) on voit donc
que

[T (Fily,,x) — (1 + cord)A| = |7(Fily,, z) — 7(Fily,,0)|
|0 — |
Yvy

<c2

A(Flllve R (9) < 025)\,

(car on vérifie aisément que pour z € Qg, yv, () < 3yy, < 3¢(Qp)). Dot
7[35(Q0),+00[(F1]1V007 ) + 7[35(Q0)7+00[(F1]1V67 )
[(c1 4+ 2¢2)d + 1]\ = (ad + 1)A.
Puisque v > 2(ad + 1), on en conclut que
(2) EsnNQg={x € Qy; T(F1,z) >y\}
C {z € Qp; MOSUN(Fy 2) > yA/2}.

Comme les @y, 0 € E3, forment un recouvrement dyadique de FEs, on
en extrait un sous-recouvrement A de E3 de cubes essentiellement disjoints.
Ainsi

ﬁ[:”f(Qe)HrOO[(Fl7 z) <
<
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|Ea| < B3] <) [EsN Qo

feA
<Y o e Qp; @OPQN(Fy 2) > yA/2}|  dapres (2)
oA
<> e eXP<_CG<26> )IQeI
0eA

2
<cren(-9(3) )i erimm > )
d’apres le théoreme 2.6, et grace a (1).

|

Démonstration du corollaire 2.8. (a) : C’est une conséquence, selon des
méthodes classiques, de l'inégalité aux bons-A du théoreme 2.7 (voir [14]
par exemple) : en l'intégrant en \ aprés avoir multiplié par pAP~!d), on ob-
tient apres quelques manipulations (on utilise notamment que [|Aq(F)||, <
¢l FllT,) que
3) P | dOm(F, 0 <3P | d0 Aa(F,0)P+coe =0/ | g T(F,0)P.

R R R
Pour F € T, la finitude de ces intégrales permet d’obtenir I'estimation
souhaitée. Pour conclure il suffit d’utiliser la densité de 7. dans les Tj,.
L’estimation en 400 sur ¢, s’obtient par optimisations successives dans les
choix de § et v dans I’équation (3).

(b) : Ce résultat d’intégrabilité pour le rapport 7(F')/A.(F) se déduit
de 'inégalité aux bons-\ par des méthodes dues & Murai et Uchiyama (cf.
[16] et [9]).

(c) : Cest une conséquence directe de 'inégalité aux bons-A et de la
relation suivante :

!Q! X d exp(TPPURN(F, 9) — cABURI(F, 9)?)

= * S dx S dy 20ye$_cy2|{l9 €Q; ﬁ]o’[%(Q)}(F, 0) >z
Q)

et AlVPUQNF 9) < y}|.

3. Extension au cas des espaces HP, 0 < p < 1. Nous avons vu
au paragraphe 2 que dans un certain sens, sous ’hypothese (H1) et pour
FeTP 0<p< oo lesn(Fly), W € L* sont “uniformément” dans
LP. Le théoreme 1.1 de Coifman, Meyer et Stein assure que pour F' € TP,
0 < p <1, et sous la condition supplémentaire (H,), les 7(F1y ) peuvent
étre vus comme des éléments de HP. La question se pose alors de savoir
si ces m(Fly), W € L, sont “uniformément” dans HP. C’est ce que nous
allons établir.
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Il convient pour cela de modifier notre fonction maximale. Considérons
1 € C*(R",R;) a support compact (dans la boule unité par exemple) et la
fonction maximale associée, définie pour toute distribution f sur R™ par

N[fI(0) = sup |y * f(x)].

(z,y)el(0)

Et introduisons :

DEFINITION 3.1. Pour toute fonction tente F € TP, 0 < p < oo, et tout
0 € R", on pose
Mn(F,0) = sup N[m(F1w)]().
wecL
Remarquons que dans ce contexte (i.e. si la condition d’annulation (H,)
est vérifiée) supyy <. et supyye,o» se confondent. En effet (d’apres le théoreme
1.1 de Coifman, Meyer et Stein),

e—0

C C
[thy * T (F o, @) P < " IN (7 (Flyo.4))ll; < " [F Ly 7, — 0.

PROPOSITION 3.2. Si0 < p <1, et si ¢ vérifie la condition d’annulation
(Hp) associée, alors il existe une constante ¢, ne dépendant que de n, ¢, 1,
et p telle que | Mm(F)|p < cpl||Fllre. Il en va de méme si 1 < p < oo et si
¢ vérifie la condition d’annulation (Hy).

Evidemment cela est encore vrai pour tout choix raisonnable de fonction
maximale N, et notamment pour la grande fonction maximale.

Démonstration. Le cas p > 1 se déduit directement de I'inégalité maxi-
male du paragraphe précédent (cf. corollaire 2.8(a)) et du fait que M7 (F) <
N(T(F)).

Dans le cas 0 < p < 1, il suffit de vérifier le résultat sur les atomes de T?
(cf. [18, p. 106] par exemple). Soit donc B une boule de R™ (de centre cp et
de rayon rg) et a € T? une fonction tente & support dans la tente au-dessus
de B, T(B) = {(z,y) € R"™; |z — cg| +y < rp}, et telle que

lalz = | yla(z,y)|* dedy < |BI"/7.
T(B)
Sur 2B, la boule de méme centre que B et de rayon double, 'estimation
souhaitée s’obtient grace a l'inégalité de Holder, a l'inégalité maximale
IN(f)llp < cpllfllp, et & Pinégalité maximale du paragraphe 2 (cf. corol-
laire 2.8(a)) :

2
| Mr(a,0p7 d0 < | Nlm(a))(0)? do < ( | NF(@)(0)? d@)”/ 12B|1—P/2
2B 2B 2B
S cn||a||§,2|2B|1_p/2 S Cn,p-
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Hors de 2B, on utilise les conditions d’annulation (H,). Soit g, y(s) le
polynéme de degré d = |[n/p — n] issu du développement de Taylor de
la fonction s +— 1), (x — s) au point cg. On a 'estimation habituelle

|S_CB|d+1
[y(z = 8) = gay(s)| < CW

On voit donc que, pour tout W € L,
[ty x 7w (alw) ()] < | [7(alw, )| [y (2 = 5) = gay(5)| ds

B
n/2+4d+1
B
< c|m(alw)]2 Parse
D’ou
n/2+d+1

Mr(a,z) < cpllal|p2 six & 2B.

B
|z — e[ttt

Puisque p(n 4+ d + 1) > n, on en déduit que {;, Mn(a,z)? dz < c,p. =

4. Application a la définition ponctuelle de 7

PROPOSITION 4.1. Supposons la condition d’annulation (Hi) vérifiée.
Soit F € U0<p<oo TP. Pour presque tout 8 € R"™, la limite ci-dessous
eriste et permet donc de définir Uapplication my :

(4) wp: TP = LP,  Fmy(F,0):= lim 7(Fly,0).
V—>Ri+1
Vel

L’opérateur my est alors une extension continue de m de TP sur LP.

o Sip>1, la fonction 7;(F) ainsi définie est un représentant dans LP
de la fonction w(F) définie (par dualité) par Coifman, Meyer et Stein dans
[8] (voir aussi le théoréme 1.1).

e 5i0<p<1, etsila condition d’annulation supplémentaire (H,) est
vérifiée, alors les w(F) tels qu’ils sont définis par Coifman, Meyer et Stein
sont des distributions appartenant ¢ HP. Nos m¢(F) sont alors la “partie
fonction” de ces distributions, c’est-a-dire des représentants dans LP des
limites non-tangentielles des extensions harmoniques des 7(F').

Remarquons que dans le cas ot 0 < p < n/(n + 1) et ot seule la condition
d’annulation (H1) est vérifiée, les m;(F) sont bien définis alors que les m(F)
ne le sont pas.

Démonstration de la proposition 4.1. Un schéma de preuve classique
([17, pp. 8-9]) montre & partir de 'inégalité maximale de la section 2 (cf.
corollaire 2.8(a)) que pour presque tout § € R”, la limite (4) existe et est
uniforme sur £*.

Rappelons la démarche dans notre contexte.
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LEMME 4.2. Pour tout F' € U0<p<oo TP et presque tout 6 € R™ on a
A(F,0) := limsup@*(F, 0) = 0.

t—0

Démonstration du lemme 4.2. Constatons tout d’abord que A(F,6) =0
en tout § € R™ des que F € T..

Notons aussi que pour ¢t > 0 et F € TP on a mOI(F,0) < 27(F,0).
Des lors pour tout € > 0, on peut trouver G € T, tel que |[F — G||7» < ¢
et ainsi A(F,0) < A(F — G,0) + A(G,0) = A(F — G,0) < 27(F — G,0).
D'ou [|A(F)||p, < 2|T(F — G)|lp < 2¢p||F — G|l1r < 2¢pe d’apres l'inégalité
maximale (cf. corollaire 2.8(a)). Et donc ||A(F)||, =0. =

Pour presque tout § € R™, V +— 7 (F1y,0) se prolonge donc par conti-
nuité a L. La limite (4) est donc bien définie.

Montrons maintenant que, sous les hypotheses de la proposition, elle
coincide avec les limites non-tangentielles. On peut se contenter de montrer
le résultat pour des extensions associées & un noyau ¥ comme celui que nous
avons utilisé dans la section 3 et vérifiant de plus {¥ = 1. Notons alors

Nt (F,0) = Zéilg(le) v, «m(F)(x).
z—0
Considérons les ensembles E,, = {# € R"; T(F,0) < n, A3(F,0) < n},
Wi = Upeg, 1'(0) et 2, = Wy. Par construction [[A(F1lw,)[lcc < n et
(c’est une simple conséquence du lemme 2.1(b)) ||T(Flw,)|lc < (14 c2)n.

On est ainsi ramené a des fonctions intégrables, pour lesquelles il est clair
que 7(Fly, ) = m¢(F1lw,). On a donc

[mNT(F0) = 7 (F,0)] < Mm(Flg,,0) + T(Flg,,0).
Les inégalités maximales du corollaire 2.8(a) et de la proposition 3.2 im-
pliquent que
lmne (F) = 7w (F)lp < 26| FL, ||,

ce qui tend vers zéro quand n tend vers U'infini (puisque (), oy 2, = 0). =
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