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Géométrie du spectre dans une
algèbre de Banach et domaine numérique

par

Mohamed Chraibi Kaadoud (Marrakech)

Résumé. Dans une algèbre de Banach A et dans deux cas particuliers, nous montrons
la continuité du centre du plus petit disque contenant le spectre. Pour a ∈ A, on donne
une condition nécessaire et suffisante pour avoir RK = d(a) où d(a) est la distance de a
aux scalaires et RK le rayon du plus petit disque contenant K qui représente le spectre
ou le domaine numérique algébrique de a. Dans un espace de Hilbert complexe, K peut
représenter certains types de spectres ou de domaines numériques de a.

1. Introduction. Dans ce papier, K(C) désigne l’ensemble des com-
pacts non vides de C, A une algèbre de Banach d’élément unité 1A et de
dual A′, et H un espace de Hilbert complexe. Pour a ∈ A, σ(a) représente le
spectre de a et %(a) le rayon spectral de a. Le domaine numérique algébrique
de a est

V (a) = {f(a) : f ∈ N(A)},
où

N(A) = {f ∈ A′ : f(1A) = ‖f‖ = 1}.
Pour tout a de A, V (a) est un convexe compact de C. Soit A ∈ B(H),
l’ensemble des opérateurs lineaires bornés sur H. Le domaine numérique
spatial W (A) de A est défini par

W (A) = {〈Ax, x〉 : x ∈ H et ‖x‖ = 1},
qui est toujours convexe (voir [11]). De plus, V (A) = W (A) (voir [6]). Le
rayon numérique w(A) de A est sup{|z| : z ∈ W (A)}. Soient CK et RK
respectivement le centre et le rayon du plus petit disque DK contenant
K de K(C) et |K| = sup{|z| : z ∈ K}. Nous dirons dans la suite que
CK est le centre du compact K. Cette notion était utilisée par T. Furuta,
S. Izumino et S. Prasanna [10] dans les seuls cas où K représente W (A)
ou σ(A), A ∈ B(H). De même D. W. B. Somerset l’a exploitée dans le
cas d’une C∗-algèbre. Pour K ∈ K(C), nous montrons que les propriétés
suivantes sont équivalentes :
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(i) CK = 0.
(ii) |K| < |K + λ| pour tout λ ∈ C∗.

(iii) |K|2 + |λ|2 ≤ |K + λ|2 pour tout λ ∈ C.

Dans le cas d’une algèbre de Banach, ce résultat nous permet de démontrer
la continuité de l’application centre du domaine numérique algébrique et
dans deux cas particuliers (voir les corollaires 20 et 21) la continuité de
l’application centre du spectre qui n’est pas continue en général.

L. Baribeau [4] a démontré que si D est un domaine de C et f : D →
K(C) est analytique alors l’application Rf(α), α ∈ D, est sous-harmonique.
Des études dans cette direction sont faites par Vesentini [22] lorsque f est
l’application spectre. Dans cet esprit, nous montrons que pour T > 0, si
f : [0, T ] → K(C) est absolument continue au sens de Hausdorff alors nous
avons la dérivabilité presque partout de l’application Cf(t), t ∈ [0, T ].

Dans le paragraphe 3, nous donnons une condition nécessaire et suf-
fisante pour avoir d(a) = RK , où d(a) = inf{‖a − λ1A‖ : λ ∈ C} pour
a ∈ A et K représente le spectre ou le domaine numérique algébrique de a.
Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe H, K peut être aussi un parmi
d’autres types de spectres ou de domaines numériques de a. Cette égalité
était démontrée par J. G. Stampfli [20] mais seulement dans le cas où a ∈
B(H), a hyponormal et K = σ(a). Des études dans ce sens sont faites par
S. Prasanna [17] dans le cas d’un espace de Hilbert, en introduisant les
centröıdes, c’est-à-dire les opérateurs A tels que A−CW (A)I est normalöıde
(I est l’opérateur identité). Enfin, nous établissons des relations entre d(A)
et des éléments géométriques du domaine numérique W (A).

2. Centre d’un compact de C et applications

Définition 1. Soit K ∈ K(C). On définit le module de K par |K| =
supz∈K |z|.

Le résultat suivant se trouve dans [24]; on propose ici une démonstration
plus simple.

Proposition 2. Soit K ∈ K(C). Alors il existe un disque unique DK

contenant K, de centre CK et de rayon minimal RK parmi tous les disques
de C contenant K.

Preuve. Soient SK = {R ≥ 0 : ∃X ∈ C tel que K ⊂ D(X,R)} et
RK = inf SK . Il existe une suite décroissante (Rn)n∈N telle que Rn ∈ SK
qui converge vers RK . Pour chaque n ∈ N, soit Xn ∈ C tel que K ⊂
D(Xn, Rn). La suite (Xn) est bornée dans C. En effet, pour z fixé dans K,
on a D(Xn,Rn) ⊂ D(z, 2Rn). Donc |Xn| ≤ |z|+ 2Rn ≤ |z|+ 2R0. Par suite,
il existe X ∈ C et une sous-suite (Xnk) de (Xn) tels que (Xnk) converge
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vers X. On a K ⊂ D(X,RK). En effet, pour λ ∈ K nous avons

|λ−X| ≤ |λ−Xnk |+ |Xnk −X| ≤ Rnk + |Xnk −X| −→
k→∞

RK .

Montrons que le point X de C tel que K ⊂ D(X,RK) est uniquement
déterminé. Supposons qu’il existe un autre point Y tel que K ⊂ D(Y,RK).
Alors il est facile de vérifier que

K ⊂ D
(
Y +X

2
,

√
R2
K −

∣∣∣∣
Y −X

2

∣∣∣∣
2)
.

Par suite

RK ≤
√
R2
K −

∣∣∣∣
Y −X

2

∣∣∣∣
2

,

d’où Y = X.

Proposition 3. Soit K ∈ K(C). Alors

RK = sup
z∈K
|CK − z| = inf

λ∈C
sup
z∈K
|λ− z|.

Cet infimum est uniquement atteint par λ = CK .

Preuve. La fonction z 7→ |CK − z| est continue sur K et atteint son
maximum en un point z0. Donc K ⊂ D(CK , |CK − z0|) et RK ≤ |CK − z0|.
L’inégalité inverse résulte du fait que z0 ∈ K ⊂ D(CK , RK). Supposons
qu’il existe un scalaire λ différent de CK tel que RK > supz∈K |λ− z|. Alors
K ⊂ D(λ, supz∈K |λ − z|), ce qui est absurde, puisque RK est le plus petit
rayon des disques contenant K. Comme DK est unique, infλ∈C supz∈K |λ−z|
sera atteint seulement au point CK .

Proposition 4. Soit K ∈ K(C). Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) CK = 0.
(ii) |K| < |K + λ| pour tout λ ∈ C∗.

(iii) |K|2 + |λ|2 ≤ |K + λ|2 pour tout λ ∈ C.

Preuve. (i)⇔(ii). Cette équivalence provient de la proposition 3.
(iii)⇒(ii). Cette implication est évidente.
(ii)⇒(iii). Supposons qu’on a (ii), donc CK = 0. Soit λ ∈ C∗. DK étant

centré en 0 et de rayon |K|, DK+λ est centré en λ, de rayon |K| et de
frontière le cercle C. Soient ∆ la droite passant par λ et perpendiculaire à
0λ et (P ) le demi-plan fermé de frontière ∆ ne contenant pas 0. D’après
[19], il existe un point M dans C ∩ (P ) ∩ (K + λ); alors

|K + λ| ≥ |0M |2 = |0λ+ λM |2 = |0λ|2 + |K|2 + |0λ| |K| cos(0λ, λM),

où (0λ, λM) est l’angle entre les segments 0λ et λM , dont le cosinus est
positif. D’où le résultat.
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Corollaire 5. Soient K ∈ K(C) et c ∈ C. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) CK = c.
(ii) |K − c| < |K − (c+ λ)| pour tout λ ∈ C∗.

(iii) |K − c|2 + |λ|2 ≤ |K − (c+ λ)|2 pour tout λ ∈ C.

Preuve. Nous avons 0 = CK−CK et on applique la proposition 4.

Corollaire 6. Soient ϕ une application de A dans K(C) et a ∈ A tels
que

∀λ ∈ C, ϕ(a+ λ1A) = ϕ(a) + λ.

Alors pour c ∈ C, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Cϕ(a) = c.
(ii) |ϕ(a− c1A)| < |ϕ(a− (c+ λ)1A)| pour tout λ ∈ C∗.

(iii) |ϕ(a− c1A)|2 + |λ|2 ≤ |ϕ(a− (λ+ c)1A)|2 pour tout λ ∈ C.

Preuve. Il suffit d’appliquer le corollaire précédent avec K = ϕ(a).

Définition 7. Soient K et S deux compacts de C. On définit respec-
tivement l’excès et la distance de Hausdorff entre K et S par

e(K,S) = sup
x∈K

inf{|x− y| : y ∈ S}, h(K,S) = max(e(K,S), e(S,K)).

Remarque 8. Soient c un point de C et K,S ∈ K(C). Alors

|K − c| = e(K, {c}) ≥ e(c,K), e(S, cK) ≤ |S|+ |cK |.
Proposition 9. Soient K,S ∈ K(C) tels que

(∗) e(S,K) + |S − CS| ≥ |K − CS |.
Alors

2|CK − CS| ≤ e(S,K) + (e2(S,K) + 8e(S,K)RS)1/2.

Preuve. En premier lieu, on peut supposer que CS = 0. D’après la propo-
sition 4, si on prend λ = CK alors

|K|2 ≥ |CK |2 + |K − {CK}|2 = |CK |2 + e2(K,CK)

≥ |CK |2 + e2(S,K) + e2(S, {CK})− 2e(S,K)e(S, {CK})
≥ 2|CK |2 + e(S,K)[e(S,K)− 2e(S, {CK})] + |S|2 (par le corollaire 5)

≥ 2|CK |2 + (e(S,K) + |S|)2 − 2e(S,K)|CK | − 4e(S,K)|S|
(par la remarque 8)

≥ 2|CK |2 + |K|2 − 2e(S,K)|CK | − 4e(S,K)|S| (par (∗)).
Donc |CK |2 − e(S,K)|CK | − 2e(S,K)|S| ≤ 0 et

2|CK | ≤ e(S,K) + (e2(S,K) + 8e(S,K)|S|)1/2.
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Ensuite, on va supposer que CS 6= 0. Soient K1 = K−CS et S1 = S−CS .
Alors K1 est centré en CK − CS et S1 est centré en 0. Par application du
premier cas on obtient

2|CK − CS | ≤ e(S − CS ,K − CS)

+ [e2(S − CS ,K − CS) + 8e(S − CS ,K − CS)|S − CS |]1/2

= e(S,K) + [e2(S,K) + 8e(S,K)RS ]1/2.

Proposition 10. Soient K,S ∈ K(C). Alors

2|CK − CS | ≤ h(S,K) + (h2(S,K) + 8h(S,K) inf(RS, RK))1/2.

Preuve. On adopte la démonstration de la proposition précédente pour
la distance de Hausdorff h qui vérifie (∗).

Corollaire 11. Soit (Kn)n∈N une suite d’éléments de K(C) convergeant
au sens de Hausdorff vers un compact K. Alors la suite (CKn) converge
vers CK .

Corollaire 12. Soit (an)n∈N une suite convergeant vers a dans A.
Alors la suite CV (an) converge vers CV (a).

Preuve. Pour cela, on applique le corollaire précédent et le fait que V (an)
converge au sens de Hausdorff vers V (a). En effet,

e(V (an), V (a)) = sup
f∈N(A)

inf
g∈N(A)

‖f(an)− g(a)‖

≤ sup
f∈N(A)

‖f(an − a)‖ ≤ ‖an − a‖,

d’où le résultat.

Proposition 13. Soient T ≥ 0 et F une multifonction de [0, T ] dans
K(C) absolument continue au sens de Hausdorff. Alors l’application t 7→
CF (t) est absolument continue sur [0, T ].

Preuve. Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T , var(F, s, t) désigne la variation de F au
sens de Hausdorff entre s et t. Nous avons

h(F (s), CF (s)) ≤ h(F (s), F (T )) + h(F (T ), CF (0)) + |CF (0) − CF (s)|
≤ var(F, 0, T ) + h(F (T ), CF (0)) + |CF (0) − CF (s)|.

De plus,

2|CF (0) − CF (s)|
≤ h(F (0), F (s)) + (h2(F (0), F (s))) + 8h(F (0), F (s))h(F (0), CF (0)))

1/2

≤ var(F, 0, T ) + (var2(F, 0, T ) + 8 var(F, 0, T )h(F (0), CF (0)))
1/2.

Par suite, il existe une constante M > 0 telle que
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2|CF (s) − CF (t)| ≤ h(F (s), F (t)) + (h2(F (s), F (t)) + 8Mh(F (s), F (t)))1/2

≤ var(F, s, t) + (var2(F, s, t) + 8M var(F, s, t)1/2.

Puisque var(F, s, t) = var(F, 0, t)− var(F, 0, s) et var(F, 0, .) est absolument
continue (voir [16, chapitre 0, page 2]), on peut obtenir facilement le résultat
cherché.

Corollaire 14. Soit F une application de [0, T ] dans A absolument
continue. Alors l’application t 7→ CV (F (t)) est absolument continue sur [0, T ].
Si de plus F vérifie F (t)F (s)=F (s)F (t) pour t, s dans [0, T ], alors l’applica-
tion t 7→ Cσ(F (t)) est aussi absolument continue sur [0, T ].

Preuve. Comme dans la preuve du corollaire 12, on a

h(V (F (s)), V (F (t))) ≤ ‖F (s)− F (t)‖.
En vertu du théorème 3.4.1 de [3], nous avons aussi

h(σ(F (s)), σ(F (t))) ≤ ‖F (s)− F (t)‖.
Ceci implique la continuité absolue des applications σ(F (·)) et V (F (·)) sur
[0, T ] et on applique alors la propositon précédente.

Définition 15. Soient X et Y deux espaces de Banach et F une ap-
plication de X à valeurs dans l’ensemble des parties de Y . La multifonc-
tion F est dite semi-continue supérieurement , s.c.s. (resp. semi-continue
inférieurement , s.c.i.) en un point x0 de X si pour tout ouvert U de Y tel
que F (x0) ⊂ U (resp. F (x0) ∩ U 6= ∅), il existe un voisinage V de x0 dans
X tel que pour tout x ∈ V , F (x) ⊂ U (resp. F (x) ∩ U 6= ∅).

Définition 16. Si F est à valeurs compacts, F est dite Hausdorff semi-
continue supérieurement ,H-s.c.s. (resp. Hausdorff semi-continue inférieure-
ment , H-s.c.i.) en x0 de X si pour tout ε > 0 il existe η > 0 tel que pour
tout x de B(x0, r) (boule de centre x0 et de rayon r), F (x) ⊂ F (x0)+B(0, ε)
(resp. F (x0) ⊂ F (x) +B(0, ε)).

Proposition 17 ([5], [7]). Avec les notations de la définition précéden-
te, F est H-s.c.s. (resp. H-s.c.i.) si et seulement si F est s.c.s. (resp. s.c.i.).

Remarque 18. La proposition précédente permet d’obtenir facilement
le résultat suivant : F estH-s.c.s. (resp.H-s.c.i.) en x0 si et seulement si pour
tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tout x ∈ B(x0, η), e(F (x), F (x0)) < ε
(resp. e(F (x0), F (x)) < ε).

Corollaire 19. Soient ϕ une application de A dans K(C), a ∈ A et
(an) une suite convergeant vers a dans A tels que pour tout λ ∈ C,

ϕ(an + λ1A) = ϕ(an) + λ, ϕ(a+ λ1A) = ϕ(a) + λ.

On suppose que l’une des deux hypothèses suivantes est vérifiée :
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(H.1) ϕ est s.c.i. en a et pour tout n,

e(ϕ(a), ϕ(an)) + |ϕ(a− Cϕ(a)1A)| ≥ |ϕ(an − Cϕ(a)1A)|.
(H.2) ϕ est s.c.s. en a et pour tout n,

e(ϕ(an), ϕ(a)) + |ϕ(an − Cϕ(an)1A)| ≥ |ϕ(a− Cϕ(an)1A)|.
Alors la suite des centres Cϕ(an) converge vers Cϕ(a).

Preuve. Par le corollaire 6, nous avons

2|Cϕ(an) − Cϕ(a)| ≤ e(ϕ(a), ϕ(an))

+ [e2(ϕ(a), ϕ(an)) + 8e(ϕ(a), ϕ(an))|ϕ(a)− Ca|]1/2.
Si ϕ est s.c.i., cette expression par la remarque précédente tend vers 0
lorsque n tend vers l’infini. Le raisonnement est analogue dans le cas de
la s.c.s.

Corollaire 20. Soit (an) une suite convergeant vers a dans A. Sup-
posons que pour tout entier n on a

e(σ(an), σ(a)) + |σ(an)− Cσ(an)| ≥ |σ(a)− Cσ(an)|.
Alors la suite Cσ(an) converge vers Cσ(a).

Preuve. La multifonction spectre est semi-continue supérieurement en a
(voir [3, théorème 3.4.2]) et on applique le corollaire précédent.

Corollaire 21. Soit (an) une suite convergeant vers a dans A tels que
ana = aan pour tout n ∈ N. Alors la suite Cσ(an) converge vers Cσ(a).

Preuve. D’après [3, théorème 3.4.1], puisque an commute avec a, alors
h(σ(an), σ(a)) ≤ ‖an − a‖ et on utilise la proposition 10.

Les deux propositions suivantes montrent bien qu’on n’a pas générale-
ment la continuité au sens de Hausdorff de l’application spectre ni la conti-
nuité de l’application centre du spectre.

Proposition 22 ([2]). Soit M un opérateur hermitien sur H de spectre
[0, 1]. Alors M est limite uniforme d’opérateurs nilpotents sur H.

Proposition 23 ([12]). Soit M un opérateur normal sur H. Alors M
est limite uniforme d’opérateurs nilpotents sur H si et seulement si le spectre
de M est connexe et contient l’origine.

Par la proposition précédente, on peut construire un exemple de suite
d’opérateurs dont les spectres ne sont pas continus et dont les centres des
spectres sont continus. En effet, soitD(0, 1) le disque fermé de centre l’origine
et de rayon 1. On peut construire facilement un opérateur M normal sur un
espace de HilbertH dont le spectre estD(0, 1); par la proposition précédente
M est limite uniforme d’opérateurs nilpotents sur H.
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Soit A ∈ B(H). Rappelons que le domaine numérique maximal d’un
opérateur A, noté W0(A), est défini comme l’ensemble de tous les λ ∈ C tels
qu’il existe une suite (xn) de la sphère unité de H vérifiant ‖Axn‖ → ‖A‖ et
〈Axn, xn〉 → λ. L’opérateur dérivation δA sur B(H) est défini par δA(X) =
AX −XA pour tout X ∈ B(H). D’après [20], ‖δA‖ = 2d(A).

Proposition 24 ([20]). Pour A ∈ B(H), les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) 0 ∈W0(A).
(ii) ‖δA‖ = 2‖A‖.

(iii) ‖A‖ < ‖A+ λ‖ pour tout λ ∈ C∗.
(iv) ‖A‖2 + |λ|2 ≤ ‖A+ λ‖2 pour tout λ ∈ C.

Commentaire. Cette proposition est l’analogue du corollaire 6 sauf
qu’on n’a pas la deuxième propriété de la proposition 24. En effet, si dans
le corollaire 6 l’application ϕ désigne le spectre ou le domaine numérique
spatial de A avec

A =




1 0 0
0 j 0
0 0 j2




et j = cos(2π/3) + i sin(2π/3), alors nous avons w(δA) 6= 2w(A) et %(δA) 6=
2%(A). Effectivement, A est normal, σ(A) = {1, j, j2} et W (A) est le plus
petit convexe contenant 1, j et j2. De plus, w(A) = 1 et d’après Fong [9],
w(δA) = diamW (A), où diamW (A) dénote le diamètre de W (A). Or

diamW (A) = diamσ(A) < 2, w(A) = %(A) = 1.

Donc w(δA) 6= 2w(A) et %(σ(A)) 6= 2%(A).

La proposition suivante permet de localiser le centre de tout compact
de C.

Proposition 25. Soit K ∈ K(C) dont l’enveloppe convexe CoK con-
tient l’origine. Alors nous avons la majoration optimale |CK | ≤ |K|/

√
2.

Preuve. Soit S un compact de C de centre l’origine. Comme dans la
démonstration de la proposition 9, et sans utiliser (∗), nous avons, en rem-
plaçant K par CoK,

|CoK|2 ≥ 2|CCoK |2 + e2(S,CoK) + |S|2 − 2e(S,CoK)e(S, {CCoK}).
Or |CoK| = |K| et DK = DCoK , alors

|K|2 ≥ 2|CK |2 + e2(S,CoK) + |S|2 − 2e(S,CoK)e(S, {CK}).
Pour S = 0 nous avons l’inégalité cherchée qui est optimale comme le montre
le cas où K = {0, eiπ/4, e−iπ/4}.
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3. Extension d’un résultat de Stampfli. Rappelons que pour a ∈ A,
la distance de a aux scalaires est

d(a) = inf{‖a− λ1A‖ : λ ∈ C}.
Cet infimum est atteint en un point unique λa appelé centre de a.

Proposition 26. Soient a ∈ A et ϕ une application de A dans K(C)
tels que

|ϕ(a)− λ| ≤ ‖a− λ1A‖ pour tout λ ∈ C.
Alors on a les deux propriétés suivantes :

(a) Rϕ(a) ≤ d(a).
(b) Rϕ(a) = d(a) si et seulement si |ϕ(a)− Cϕ(a)| = ‖a− Cϕ(a)1A‖.

Si de plus, ϕ vérifie ϕ(a+ λ1A) = ϕ(a) + λ pour tout λ ∈ C, alors

(c) Cϕ(a) ∈ V (a).

Preuve. Puisque |ϕ(a)− λ| ≤ ‖a− λ1A‖, alors

inf
λ∈C
|ϕ(a)− λ1A| ≤ inf

λ∈C
‖a− λ1A‖ = d(a).

D’après la proposition 3, on a

Rϕ(a) = inf
λ∈C
|ϕ(a)− λ1A|,

donc Rϕ(a) ≤ d(a).
Supposons que Rϕ(a) = d(a). On a |ϕ(a)− λa| ≤ ‖a− λa1A‖, et

‖a− λa1A‖ = |ϕ(a)− Cϕ(a)| ≤ inf
λ∈C
|ϕ(a)− λ1A|.

La dernière inégalité est dûe à la proposition 3. Or

inf
λ∈C
|ϕ(a)− λ1A| ≤ |ϕ(a)− λa|.

Donc |ϕ(a)−λa| = |ϕ(a)−Cϕ(a)|. L’unicité de Cϕ(a) obtenue dans la propo-
sition 3 donne λa = Cϕ(a). Par suite,

|ϕ(a)− Cϕ(a)| = ‖a− λa1A‖.
Supposons maintenant que |ϕ(a)− Cϕ(a)| = ‖a− Cϕ(a)1A‖. Or

d(a) = ‖a− λa1A‖ ≤ ‖a− Cϕ(a)1A‖ = |ϕ(a)− Cϕ(a)| = Rϕ(a).

Donc d(a) ≤ Rϕ(a) et d’après le (a) de cette proposition, on a Rϕ(a) ≤ d(a),
d’où l’égalité.

Montrons que Cϕ(a) ∈ V (a). Par [23], pour tout z ∈ C,

z ∈ V (a) ⇔ 0 ∈ V (a− z1A) ⇔ |λ| ≤ ‖a− (z + λ)1A‖, ∀λ ∈ C.
Par le corollaire 6, on a

|λ| ≤ |ϕ(a− (Cϕ(a) + λ)1A)| ≤ ‖a− (Cϕ(a) + λ)1A‖, ∀λ ∈ C.
Ceci achève la démonstration de la proposition.
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Remarque 27. 1. L’application ϕ dans le corollaire 6 et dans la propo-
sition 26 peut être une fonction assez connue, par exemple l’application
spectre ou l’application domaine numérique algébrique.

2. Dans le cas d’un espace de Hilbert H, pour a ∈ B(H), ϕ(a) peut être
aussi un parmi d’autres types de spectres ou de domaines numériques dont
voici quelques exemples :

• π(a) = {λ ∈ C : inf{‖(a− λI)x‖ : ‖x‖ = 1} = 0}, le spectre ponctuel
approché.
• σδ(a) = {λ ∈ C : (a− λI) est non surjectif}, le spectre de défaut.
• σP(a) = {λ ∈ C : (a− λI) est non injectif}, le spectre ponctuel.
• σPn(a) = {λ ∈ C : ∃x 6= 0, (a−λI)x = 0 et (a∗−λI)x = 0}, le spectre

ponctuel normal.
• πn(a), le spectre ponctuel normal approché, défini comme l’ensemble

de tous les complexes λ tels qu’il existe une suite (en), avec ‖en‖ = 1, telle
que limn(a− λI)en = 0 et limn(a∗ − λI)en = 0.
•We(a), l’image numérique essentielle de a, qui est l’ensemble de tout les

scalaires λ tels qu’il existe une suite orthonormée (en) avec λ=limn〈aen, en〉.
Définition 28. Soit A∈B(H). A est dit paranormal si pour tout x∈H,

on a ‖Ax‖2 ≤ ‖A2x‖ · ‖x‖. Si A− λI est paranormal pour tout λ ∈ C, alors
A est dit totalement paranormal (T.P.N.).

Proposition 29 ([14]). Tout opérateur hyponormal A (i.e. A∗A−AA∗
≥ 0) est T.P.N., et si A est T.P.N. alors pour tout λ ∈ C, on a w(A−λI) =
‖A− λI‖.

Commentaire. J. G. Stampfli [20] a montré que si A est hyponormal
alors Rσ(A) = d(A). Dans ce cas, il est évident que Rσ(A) = RW (A). Dans
la proposition 26, nous avons donné une condition nécessaire et suffisante
pour avoir RW (A) = d(A). Dans la proposition suivante, nous donnons une
classe plus grande que celle des hyponormaux telle que RW (A) = d(A).

Proposition 30. Si A est T.P.N. alors RW (A) = d(A).

Preuve. Si A est T.P.N., d’après la proposition 29 on a

w(A− CW (A)I) = ‖A− CW (A)I‖,
et par (b) de la proposition 26, on a RW (A) = d(A).

Proposition 31. Si A∈B(H), nous avons l’inégalité optimale suivante :

d(A) ≤ diamW (A).

Preuve. On sait que

4〈Ax, y〉 = 〈A(x+ y), x+ y〉 − 〈A(x− y), x− y〉
+ i〈A(x+ y), x+ iy〉 − i〈A(x− iy), x− iy〉.
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Donc

2〈Ax, y〉 =
〈
A

(
x+ y√

2

)
,
x+ y√

2

〉
−
〈
A

(
x− y√

2

)
,
x− y√

2

〉

+ i

〈
A

(
x+ iy√

2

)
,
x+ iy√

2

〉
− i
〈
A

(
x− iy√

2

)
,
x− iy√

2

〉
.

Si 〈x, y〉 = 0 et 〈x, x〉 = 〈y, y〉 = 1 alors
〈
A

(
x+ αy√

2

)
,
x+ αy√

2

〉
∈W (A),

avec α ∈ {1,−1, i,−i}. Donc d ≤ diamW (A). Cette inégalité est optimale si
par exemple A =

(0 0
1 0

)
. En effet, dans ce cas W (A)=D(0, 1/2) et d(A)=1.

Proposition 32. Si A ∈ B(H), nous avons l’inégalité optimale sui-
vante :

d2(A) ≤ 2w(A)‖A‖ − w′2(A) avec w′(A) = inf{|z| : z ∈W (A)}.
Preuve. Soient

B = {(x, y) ∈ H ×H : ‖x‖ = ‖y‖ = 1 et 〈x, y〉 = 0},
et C2(H) l’espace de Hilbert–Schmidt muni du produit scalaire suivant :

〈U, V 〉 = tr(UV ∗) pour U, V ∈ C2(H),

où tr(U) désigne la trace de U (voir [18]). Soit M2,A,A∗ l’opérateur produit
sur C2(H) tel que

M2,A,A∗(U) = LARA∗(U) = AUA∗ pour tout U ∈ C2(H),

avec LA(U) = AU et RA∗(U) = UA∗. Pour (x, y) ∈ B posons

U =
1√
2
x⊗ x+

1√
2
y ⊗ y.

Alors 〈U,U〉 = 1 et

|〈M2,A,A∗(U), U〉| = 1
2 |〈Ax, x〉|2 + 1

2 |〈Ay, y〉|2 + 1
2 |〈Ax, y〉|2 + 1

2 |〈Ay, x〉|2.
D’après [13], puisque LA commute avec RA et (RA∗)∗ = RA, on peut con-
clure que

w(M2,A,A∗) ≤ w(LA)‖RA∗‖ = w(A)‖A‖.
Donc

1
2 |〈Ax, y〉|2 ≤ w(A)‖A‖ − 1

2(|〈Ax, x〉|2 + |〈Ay, y〉|2)

≤ w(A)‖A‖ − 1
2w
′2(A).

Par [1], d(A) = sup{|〈Ax, y〉| : (x, y) ∈ B}, d’où le résultat. L’inégalité
obtenue est optimale si A =

(0 0
1 0

)
. Dans ce cas w(A) = 1/2, w′(A) = 0,

‖A‖ = 1 et d(A) = 1.
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Remarque. Si M2,A,A∗ est convexöıde (ce qui est le cas si A est hy-
ponormal, voir [15]) alors la même démonstration nous donne d2(A) ≤
2w2(A)− w′2(A).

L. Fialkow [8] a démontré que diamW (A) ≤ 2d(A). Prenons dans la
proposition suivante le cas extrême où diamW (A) = 2d(A).

Proposition 33. Si diamW (A) = 2d(A) alors nous avons l’inégalité
optimale suivante :

d2(A) ≤ w(A)‖A‖ − 1
2w
′2(A).

Preuve. D’après N. K. Tsing (voir [21]), nous avons

diamW (A) = sup{|〈Ax, y〉+ 〈Ay, x〉| : (x, y) ∈ B},
donc

2d(A) = diamW (A) = sup{|〈Ax, y〉|+ |〈Ay, x〉| : (x, y) ∈ B} ≤ 2d(A).

La dernière inégalité est dûe à Ando [1]. Par conséquent il existe une suite
(xn, yn)n∈N d’éléments de B telle que

|〈Axn, yn〉|+ |〈Ayn, xn〉| → 2d(A).

Donc 〈Axn, yn〉 → d(A) et 〈Ayn, xn〉 → d(A). Par suite,

sup{|〈Ax, y〉|2 + |〈Ay, x〉|2 : (x, y) ∈ B} = lim
n
|〈Axn, yn〉|2 + |〈Ayn, xn〉|2

= 2d2.

Les démarches de la démonstration de la proposition précédente nous don-
nent

1
2(|〈Axn, yn〉|2 + |〈Ayn, xn〉|2) ≤ w(A)‖A‖ − 1

2w
′2(A).

D’où d2(A) ≤ w(A)‖A‖ − 1
2w
′2(A). Cette inégalité est optimale si on prend

A =
(−1 0

0 1

)
. En effet, dans ce cas W (A) = [−1, 1], d(A) = w(A) = ‖A‖ = 1

et w′(A) = 0.

Remarque. Si M2,A,A∗ est convexöıde, on remplace dans la démonstra-
tion précédente w(A)‖A‖ par w2(A) et on obtient d2(A) ≤ w2(A)− 1

2w
′2(A).

Proposition 34. Si A ∈ B(H), on a la majoration optimale suivante :

‖A‖2 ≤ w2(A) + d2(A).

Preuve. On sait que ‖A‖ = sup{|〈Ax, y〉| : ‖x‖ = ‖y‖ = 1}. Soient x, y
deux vecteurs unitaires de H. Alors y = αx+ βu avec 〈u, u〉 = 1, 〈x, u〉 = 0
et |α|2 + |β|2 = 1. On a alors

〈Ax, y〉 = 〈Ax,αx+ βu〉 = α〈Ax, x〉+ β〈Ax, u〉.
Donc |〈Ax, y〉| ≤ |α|w(A) + |β|d(A) = |α|w(A) +

√
1− |α2|. Or la fonction

t 7→ tw(A) +
√

1− t2 d(A), t ∈ [0, 1], atteint son maximum
√
d2 + w2(A)
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au point t0 = w(A)/
√
d2(A) + w2(A). Donc ‖A‖2 ≤ w2(A) + d2(A). Cette

majoration est optimale comme le montre le cas où A est un scalaire.
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