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Opérateurs de Riesz dont le coeur
analytique est fermé

par

Wipap BouaMaMA (Lille)

Résumé. Dans ce travail nous donnons plusieurs caractérisations, en termes spec-
traux, d’opérateurs de Riesz dont le coeur analytique est fermé. Notamment, nous mon-
trons que pour un opérateur de Riesz T, le coeur analytique est fermé si et seulement si
sa dimension est finie si et seulement si zéro est isolé dans le spectre de T si et seule-
ment siT = Q + F avec QF = FQ = 0, F de rang fini et () quasinilpotent. Ce dernier
résultat montre qu’un opérateur de Riesz dont le coeur analytique est fermé admet la
décomposition de West. D’autre part, plusieurs conditions équivalentes sont données pour
que zéro soit un pole d’ordre fini de la résolvente de T'.

1. Préliminaires. Soient X un espace de Banach complexe et B(X)
lalgebre des opérateurs linéaires bornés de X dans lui-méme. Si T' € B(X),
on note N(T), R(T) et o(T) respectivement le noyau, I'image et le spectre
de T'. On notera également nul(T") = dim N(7T') et def(T") = codim R(T).

L’opérateur T est dit de Fredholm si l'image de T est fermée et
max{nul(7"),def(T")} est fini. Dans ce cas l'indice de T sera noté ind(7T);
par définition, ind(7") = nul(T") — def(T).

KC(X) désignera l'idéal fermé dans B(X) des opérateurs compacts. Soit
C(X) = B(X)/K(X) l'algebre de Calkin et soit 7 : B(X) — C(X) la
surjection canonique.

L’ensemble des opérateurs de Fredholm sera noté ¢(X). Par le théoreme
d’Atkinson on a

(1.1) T e d(X) & 7(T) est inversible dans C'(X).
La partie quasinilpotente de T sera notée par

Ho(T) = {u € X; lim ||T"u|'™ = 0}.

Elle a été introduite dans [13, p. 418], dans le cas ou 0 est un point isolé du
spectre de T'.
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Soit K(T) le coeur analytique défini par
K(T)={ue X;3a>0Vn>0 Jv, € X vérifiant :
(1) vo = u et Tvpq1 = vp,
(2) |lvn]l < a™||u|| pour tout n > 0}.

Notons que la condition (2) de la définition de K(7T') peut étre remplacée
par limsup,, ., |Jva||*/" < cc.

Les sous-espaces Ho(T') et K(T') ont été introduits dans [11] et étudiés
dans [2, 5, 8, 11-15]. Les deux lemmes suivants regroupent quelques pro-
priétés des sous-espaces Ho(T') et K(T') dans le cas ou T' est un opérateur
borné (voir [11-13, 15]).

LEMME 1.1. Soit T un opérateur borné. Alors :

(i) Ho(T) est un sous-espace non nécessairement fermé de X.
(ii) Pour tout j >0, N(T7) C Hy(T).
(i) z € Ho(T) & Tz € Ho(T).
(iv) Ho(T) = X & T est quasinilpotent (i.e. o(T) = {0}).

LEMME 1.2. Soit T' un opérateur borné. Alors :

(1) K(T) est un sous-espace non nécessairement fermé de X .

(2) T(K(T)) = K(T).

(3) Si Xo est un sous-espace fermé de X avec T(Xo) = Xo alors Xo C
K(T).

(4) Si T est quasinilpotent alors K(T') = {0}.

Pour la preuve du théoréme suivant voir [11, 15, 8].

THEOREME 1.3. Soit T € B(X). Alors \o est un point isolé dans o(T)
si et seulement st X = K(T — \oI) ® Ho(T — MoI) et Ho(T — \oI) # {0}
(@ désigne la somme directe topologique) si et seulement si K(T — Aol) est
fermé et X = K(T — NI) @ Ho(T — MoI) et Ho(T — NoI) # {0} (ici ®
désigne la somme directe algébrique).

De plus, Ay est pole d’ordre fini de la résolvente de T si et seulement
s’il existe d entier tel que Ho(T — XoI) = N(T — MI)?® et K(T — M\oI) =
R(T — XoI)?. Dans ce cas X = N(T — \I)? @ R(T — \oI)2.

2. Résultats

DEFINITION. T € B(X) est dit opérateur de Riesz (et on note T € R(X))
si pour tout A € C\ {0}, T'— A est de Fredholm.

Autrement dit, par (1.1), T € R(X) si et seulement si T est quasinilpo-
tent dans l'algébre de Calkin (< le spectre essentiel oo(T) = o(n(T)) =
{0}). On a K(X) C R(X). Pour plus de détails sur les opérateurs de Riesz
voir [1, 3, 4].
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REMARQUE. Pour un opérateur 7' € R(X), on a :
(1) 0 € o(T) et o(T) est au plus dénombrable ayant pour seul point

d’accumulation eventuel zéro.
(2) YA #0, ind(T — M) = 0. En particulier pour A # 0,
N(T'—XI)=0 < T — M inversible.
(3) Si A € o(T) \ {0} alors X est isolé dans le spectre de T, en plus la
projection spectrale associée a ’ensemble spectral {\} est de rang fini.

Pour la preuve du lemme suivant, on a besoin de la théorie spectrale
locale ; nous renvoyons a la référence [9].

LEMME 2.1. Si T € R(X) alors Hy(T) est fermé.

Démonstration. Puisque les opérateurs de Riesz ont la propriété de Dun-
ford (C), Ho(T) = {z € X; or(z) C {0}} est fermé (voir [9, pp. 27 et 42]),
ou or(x) est le spectre local de T en x.

REMARQUE. La condition “Hy(7T") fermé” n’est pas sufisante pour que 0
soit isolé dans o(7") : nous démontrerons dans le théoreme 2.3 qu’il faut en
plus que codim Hy(T') soit finie.

LEMME 2.2. Soit T € B(X), et supposons qu’il existe Q) et F' dans B(X)
tels que T = Q + F, Q quasinilpotent et FQ = QF = 0. Alors :

(1) Ho(T) = Ho(F).

(2) Si F est de rang fini, alors codim Hy(T') est finie aussi.

Démonstration. (1) QF = F@Q = 0 implique que pour tout n > 1,

(2.1) " = Q" + F™.

Soient x € Ho(F') et € > 0. Alors il existe N € N tel que pour tout n > N,
[F™z]| < (g/2)™ et [|Q™x|| < (¢/2)™ (Q étant quasinilpotent). D’ou, en
utilisant (2.1), [|[T"z| < ||Q"x| + [[F™z| < 2(¢/2)", ce qui implique que
|IT"x|| converge vers zéro. Par conséquent, x € Ho(T') et donc Ho(F) C
Hy(T).

Puisque, par (2.1), F* =T™ — Q™ pour tout n > 1, en utilisant le méme
raisonnement que plus haut, on obtient Ho(7T') C Ho(F).

(2) Supposons que F est de rang fini et soit 'application F' : X/N(F) —
R(F). Alors F' est une bijection. D’ott codim N(F) = dim(X/N(F)) =
dim R(F’) est finie. Il résulte alors que la codimension de Hy(T") est finie,
puisque N(F') C Ho(F) = Ho(T)).

REMARQUE. Dans [5], et pour un opérateur 7' compact, W. Gong et
L. Wang démontrent le résultat suivant :

K(T) est fermé < 0 est isolé dans o(T) < K(T) est de dim finie

< o(T) est fini.
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En utilisant des preuves analogues, il est facile de vérifier que ces équiva-
lences sont également vraies pour les opérateurs de Riesz.

Dans ce papier, nous allons démontrer que si T est un opérateur de Riesz,
ces propriétés sont aussi équivalentes au fait que codim Hy(T') est finie.

THEOREME 2.3. Soit T € B(X) un opérateur de Riesz. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) K(T) est fermé.

2)T=Q+F, ouQ,F e B(X), avee QF = FQ =0, 0(Q) = {0} et F
de rang fini.

(3) codim Hy(T) est finie.

(4) o(T) est un ensemble fini.

(5) K(T™) est fermé.

(6) codim Hy(T™) est finie.

Démonstration. (1)=(2). K(T) étant fermé, d’apres la remarque pré-
cédente, on déduit que 0 est isolé dans o(T'), il existe alors deux sous-espaces
X1 et Xy fermés de X invariants par T et tels que X = X7 ® Xo. Soit
T; = Tix,, i = 1,2. Alors ¢(T1) = {0}. Soit P la projection sur Xj. Alors
P commute avec T' et puisque T' € R(X), I — P est de rang fini. D’autre
part, on a ||[T"P||"/" = || T%||'/", qui tend vers 0. Donc si on pose Q = T'P
et = (I—P)T,alorsT =Q+ F, F est de rang fini, () est quasinilpotent
et QF = FQ = 0.

(2)=(3). Voir Lemme 2.2.

(3)=(4). Puisque T' € R(X), Ho(T) est fermé (voir Lemme 2.1). Sup-
posons que codim Hy(T') est finie; alors il existe M sous-espace de X, de
dimension finie tel que X = Ho(T) & M. Soit T' = (gon) la représentation
matricielle de T suivant cette décomposition. Alors, o(Tp) = {0} par le
Lemme 1.1(iv) et o(7}) est fini puisque dim M < oo. Or o(T) C o(Tp) U
o(T1). D’ot 0(T') est un ensemble fini.

(4)=-(1). Supposons que o(T") = {0} U{A1,..., A\, } est un ensemble fini.
Puisque T' € R(X), la projection spectrale associée a ’ensemble spectral
{A1,...,\n} est de rang fini. On en déduit que X = Hy(T) ® M, avec
la dimension de M finie. D’autre part, 0 étant isolé dans o(T'), le Théo-
reme 1.3 implique que X = Ho(T') & K(T); il résulte alors que dim K(7T') =
codim Hy(T') = dim M est finie et donc K(7T) est fermé.

On a donc les équivalences entre (1), (2), (3) et (4); pour vérifier celles
de (5) et (6), il suffit de remarquer que si T" est de Riesz, alors T 1’est aussi,
et si 0 est isolé dans o(T'), alors il l'est aussi dans o(7T™), et d’appliquer les
mémes arguments que précédemment.

Comme conséquence directe du théoréeme précédent, on a le corollaire
suivant :
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COROLLAIRE 2.4. Soit T € R(X) avec K(T') fermé. Alors il existe Q €
B(X) quasinilpotent et K € B(X) compact tel que

T=Q+K.
En fait, K est de rang fini et QK = KQ = 0.

REMARQUE. Le corollaire précédent donne une réponse partielle posi-
tive a la question encore ouverte suivante, concernant le relevement des
opérateurs quasinilpotents.

QUESTION. Si T € B(X), X espace de Banach de dimension infinie,
quasinilpotent dans 1’algebre de Calkin (i.e. T € R(X)), a-t-on T = Q + K,
ou @ € B(X) est quasinilpotent et K € B(X) est compact 7

Rappelons que si X = H est un espace de Hilbert alors la réponse a cette
question est positive. Ce résultat est da & T. T. West [17] (voir aussi [4]).

DEFINITION. Pour T' € B(X), on appelle ascente de T et on note asc(T)
le plus petit entier p tel que N(T?) = N(TP*1); si un tel entier n’existe pas
alors asc(T) = oo.

On appelle descente de T et on note desc(T") le plus petit entier ¢ tel
que R(T?) = R(T"1); si un tel entier n’existe pas alors desc(7T) = oc.

REMARQUE. Pour un exposé détaillé sur I'ascente et la descente d’un
opérateur on peut consulter [16, Ch. V].

Un opérateur T' € B(X) est dit méromorphique si pour tout A € C\ {0},
max{asc(T — AI); desc(T — M)} < oco. Ceci est équivalent a dire que tout
A € C\ {0} est un pole d’ordre fini de la résolvente de T'.

Il est facile de voir que si T est un opérateur de Riesz alors T est
méromorphique (voir [16]). Par contre, un opérateur méromorphique n’est
pas toujours de Riesz : comme contre-exemple, il suffit de considérer une
projection bornée dont le noyau est de dimension infinie. Elle est bien sur
d’ascente et de descente finies, mais n’est pas de Riesz.

Par un raisonnement analogue a celui utilisé dans la preuve du Théoreme
2.3, on obtient sans difficulté le résultat suivant :

THEOREME 2.5. Soit T € B(X) un opérateur meromorphique. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) K(T) est fermé.

(2) 0 € o(T) est isolé.

B)T=Q+F, ouQ,F € B(X), avec QF = FQ =0, o(Q) = {0} et
o(F) fini.

(4) codim Hy(T') est finie.

(5) o(T) est un ensemble fini.

De plus o(T) = {0} & K(T) = {0}.
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PROPOSITION 2.6. Soit T € B(X) et d un entier. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) T4 = 0.
(ii) o(T) = {0} et desc(T) < d.
(iii) o(T) = {0}, asc(T) < d et R(T) est fermé.

Démonstration. Les implications (i)=-(ii) et (i)=-(iii) sont évidentes.
D’autre part, 'opérateur T étant borné, R(T?) muni de la norme |||y||| =
lyll +inf,ex, =7, [|7| est un espace de Banach. Soit Tp = T : R(T?Y) —
R(T?). Alors il est facile de voir que o(Tp) C o(T) = {0}.

Montrons que (ii) implique (i). Puisque desc(T') < d, Tp est surjectif.
Par continuité de l'indice (Tp étant surjectif et o(Tp) € {0}), on déduit
que Tp est inversible. Par conséquent, o(Tp) est vide, ce qui implique que
R(T?%) = {0} et donc T? = 0.

Montrons maintenant que (iii) implique (i). Puisque asc(T") < d, N(Tp) =
N(T) N R(T%) = {0} et donc Tp est injectif. D’autre part, R(T%*!) fermé
implique que l'image de Ty est fermée. Par conséquent, Ty est injectif a
I’image fermée. Par continuité de l'indice, on déduit que Ty est inversible.
Par conséquent, o(Ty) est vide, ce qui implique que R(T¢) = {0} et donc
T =0.

REMARQUE. Les résultats de la proposition 2.6 ont déja été obtenus
dans [6] et [16], mais ici la preuve est nouvelle.

Comme conséquence directe de la proposition précédente, on a le corol-
laire suivant (voir [6, 15]).

COROLLAIRE 2.7. Soit T € B(X) avec d = desc(T") finie. Alors

o(T)={0} & T¢=0.

PROPOSITION 2.8. Soit T € B(X) avec d = desc(T) finie. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Ho(T) est fermé.

(b) Ho(T) = N(T?).

(c) asc(T) est finie.

(d) Zéro est un pole d’ordre fini de la résolvente de T'.

Démonstration. (a)=-(b). Ho(T') étant fermé donc un espace de Banach,
soit To = T : Ho(T) — Ho(T). Alors o(Tp) = {0} (voir Lemme 1.1(iii)).
D’autre part, en utilisant encore le Lemme 1.1(ii), on voit facilement que

R(T¢) = R(TY) N Ho(T) = R(T) 0 Hy(T) = R(TE).
Donc d = desc(Tp) finie. Maintenant, le Corollaire 2.7 implique que 7§ = 0.
D'ott N(T9) C Ho(T) = N(T¢) € N(T?) et donc Ho(T) = N(T9).
(b)=(c). Puisque Vj >0, N(T7) C Ho(T) = N(T?), asc(T) est finie.
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(¢)=(d). Conséquence directe du [15, Théoreme 10.2].
(d)=(a). Conséquence du Théoréme 1.3.

Un opérateur T € B(X) est dit algébrique si il existe un polynoéme P
non nul tel que P(T") = 0.

THEOREME 2.9. Soit T € B(X) un opérateur de Riesz. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) 0 € o(T) est un péle d’ordre fini de la résolvente de T

(2) T est algébrique.

(3) Il existe k > 0 tel que codim N(T*) < occ.

(4) j = asc(T) est finie et R(TVTL) est fermé.

B)T=Q+F, ouQ,F € B(X), avec QF = FQ =0, Q nilpotent et F
de rang fini.

REMARQUE. Dans [5], W. Gong et L. Wang démontrent le résultat sui-
vant : Si T est un opérateur compact, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) 1 existe d > 0 tel que dim R(T?) < oc.

(2) 11 existe n > 0 tel que K(T') = R(T").

(3) desc(T) < oo.

(4) 0 € o(T) est un pole d’ordre fini de la résolvente de T'.

En utilisant les mémes arguments, on vérifie facilement que ces équivalences
restent vrais également pour les opérateurs de Riesz.

Démonstration du Théoréme 2.9. (1)<(2). Le Théoreme 2.3 implique
que o(T) est un ensemble fini. D’autre part, ' € R(X) et I'hypothese (1)
impliquent que tout A € o(T") est un pole d’ordre fini de la résolvente de T';
ceci est équivalent a T algebrique (voir [9, Th. 4.1 et Th. 4.3]).

(1)=(3). D’aprés le Théoreme 1.3, il existe d entier tel que X = N(T%) @
R(T%). Donc dim R(T?%) = codim N(T?) = codim Hy(T) < oo par le Théo-
reme 2.3.

(1)=(4). Conséquence du Théoreme 1.3.

(3)=(2). L’application T* : X/N(T*) — R(T*) est une bijection. D’olt
dim R(T*) = dim X/N(T*) = codim N(T*) < oco. Puisque T* est de rang
fini, les Théoremes 11.1 et 11.2 de [14] impliquent qu’il existe un polynéme
P non nul tel que P(T*) = 0. Si on pose Q(z) = P(z*) alors Q est un
polynome vérifiant Q(T) = 0 et donc T est algébrique.

(4)=(1). Soit Ty =T : R(T?) — R(T’). Alors asc(T) = j implique que
N(Tp) = N(T)NR(T7) = {0} et donc Ty est injectif. D’autre part, R(T7+!)
fermé implique que Ty est & image fermée dans R(T7). Par conséquent,
Ty est injectif & image fermée dans R(T7). Or, I'ensemble des opérateurs
injectifs a image fermée forme un ouvert, donc il existe 6 > 0 tel que pour
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tout |[A[ < &, To — Al est injectif & image fermée (ot Ip = Ijp(sy). D'olt
{0} = N(Tp — Mo) = N(T — M) N R(T9) = N(T — \I) pour 0 < |A| < 4.
I1 résulte alors que T'— AI est inversible pour 0 < || < § (car T € R(X)).
Par la continuité de I'indice on déduit que Tj est surjectif. Par conséquent,
R(T7) = R(T’*1), ce qui montre que desc(T) < oo. Comme en plus, on a
asc(T') finie, donc d’apres la proposition 2.8, 0 est un pole d’ordre fini de la
résolvante.

(1)=(5). D’apres le Théoreme 1.3, il existe d entier tel que X = N(T%)@®
R(T?) avec dim R(T?) < oo (voir la preuve que (1)=>(3)). Soit P la pro-
jection sur N(T9) suivant la décomposition X = N(T9) @ R(T?). Alors P
commute avec T et on a (TP)? = TYP = 0 et R(I—P) = R(T?). Maintenant
sionpose F=T(I —P)et Q=TP alors T =Q + F avec QF = FQ =0,
@ nilpotent et F' de rang fini, et (8) est démontré.

(5)=(2). Puisque QF = FQ = 0, Q nilpotent, il existe d entier tel que
T¢ = F?. Par conséquent, dim R(T?) = dim F(T%) < oo, et en reprenant les
meémes arguments que dans (3)=>(2), on obtient que T est algébrique.

REMARQUE. Dans la condition (4) du théoréme 2.9, le fait que R(T7T!)
soit fermé est nécessaire, car il existe un opérateur compact dont 1’ascente
est fini mais la descente non finie (voir [7, Remark 1.3]).

Comme conséquence directe du Théoreme 2.9, on obtient la version du
Corollaire 2.7, dans ’algebre de Calkin, suivante :

COROLLAIRE 2.10. Soit T € B(X) avec d = desc(T) finie. Alors
0.(T) ={0} < T est nilpotent dans l’algébre de Calkin.

THEOREME 2.11. Soit T € B(X) un opérateur méromorphique. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) 0 € o(T') est un péle d’ordre fini de la résolvente de T

(2) T est algébrique.

(3) Il existe n > 0 tel que K(T) = R(T").

(4) desc(T) < 0.

(5) j = asc(T) est finie et R(TT1) est fermé.

6) T=Q+F, ou@Q,F € B(X), avec QF = FQ = 0, Q nilpotent et
fi

o(F) fini.
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