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�
�:���Z�����&�7�<�<�����������:�<���������9�&�������g�$�����R���]�:�F���Z�¡ x���m��¢�£¥¤¦���R� M �§�R� M �F¨£9���
�R¨©��ªI� M �Z�(���R� LD« ¨§� M=¬�­nL ¢R®D�R¨¯¤��
�����F°��§�R®R±����R�����R� LD« ¨§� M ���²ª L �R�R�³ªa���³£E ��¯���´�µ ¢:�F�(���¯�X�&���¯¶·� M �����m¢R�
� LD¸ ¨©��ª¹° LD¸Bº9» �³£@� L �§�(�¹� LD¸ � M �F�R�R�§�R® ¬�¼=L �
���R�
�³ªI���
�Z¨¯¤·±� ¸ X ���N�F�½�§� º �R�¯���I¾$£9� M �Z���
� L �:�F¨n�
���F¨n¿B�F�:��ª¹�À�
�:��ªI�D±����R�Z�1±�®D�¯¶·�Z�Á� «�L ¢R��£9�³£k±ªI¨ L �
�³£k±<ª L �(¶·� » �F��£Â� L �R� M �9�~¤Â�
�I� C �§�

X
�F��£@� M �F�R�R�§�R® T : C → C

±1���R�
Ã]Ä�Å�Ä�ÃNÆ�Ç�ÈFÄ�É$Ê�Ç§Æ·Ë¹ÌIÃNÌIÅ:Í7Ê:Î¹Ï(ÐIÇ¯ÌIÃ ���x� LNº ��£s���R� µ ¢:�F�(���¯�~¤

η(T ) = inf{‖x− Tx‖ : x ∈ C},ª³�F¨§¨§�³£s���R� Ã]Ä�Ã]Ä�ÃNÆ�Ç�ÈFÄ�É$Ê�Ç§Æ·Ë¹ÌIÃNÌIÅ:Í LD¸ T ¬Ñ L �ÓÒ1�§����ª¹�R�¯��ÔZ�©�F� M �F�R�R�§�R®·�e�§��¿B�F�:��ª¹�Õ�m�:��ªI�³�e���R�Ö�m��¢�£¥¤ LD¸ ���R� M � M � M �F¨£9���
�R¨©��ªI� M �Z�(�]�R� LD« ¨§� M �T�X�F�m���³£��§�
1973

�§�Õ�×�:�F���Z� LD¸�Ø²L � « �Z¨ J
ÙcÚ&Û�OX¬<Ü�L  5�I¶·�Z�
L �R¨¯¤½�§�

1983
¿5�Z�(¤�� M �§�R���F��£ÞÝ(���Z�
� ¸ �Z¨�£ J
Ùcß�Û�O ± ¸�L ¨§¨ L  n�§�R®Â���R�×  L �
° LD¸²à�L  B�F°

J
Ù¯á�â&Û�O ±<�R� L ¶·�³£@���:�&�g�§�@�I¶·�Z�m¤��§� º �R�¯���I¾$£9� M �Z���
� L �:�F¨n¿B�F�:��ª¹�½�m�:��ªI�ã���R�Z�
�ã� » ���T�¹�� º9» �³£=� L �§�(�
¾ ¸ �
�Z�ÓÒ7�§���
ª¹�R�¯��ÔZ�©�F� M �F�R�R�§�R® ¸ � LDM ���R�e¢R�R�¯��ªI¨ L �
�³£ « �F¨§¨��§�(� L �¯�¹�
�Z¨ ¸~¬
¼EL �
�_®D�Z�R�Z�¹�F¨§¨¯¤·±�Ò7�§�E�F��£�Ý(���Z�
� ¸ �Z¨�£=�R� L ¶·�³£s���R� ¸�L ¨§¨ L  n�§�R®Räå_æ�ç:è�é7ç�ê áeJ
Ù¯áIë�Û�OIìNí ÏFÎBÆFÅRî�Å�ÏFÅ�ÌIÃ�Ê�Í�î ± Å�ÏFÅ�ËXÏFÃ�ÊRÆ·ËZÍ ± Ð¹ÏFï¥Å�È·Ì¹È ± ËZÇ§ÏFÉIÌXÈ_ÆFÅ�ÈËXÏFÅRð�Ì¹ñÖÉ¹ï:ÐaÉZÌIÍ C Ïmò¡ÆFÅ
Ä�Å³óôÅRÄ�Í$ÌZõmÈFÄ�ÃÖÌaÅ�É¹Ä{Ï�Å�Æ�Ç7ö�ÆFÅ�Æ(Ëa÷sÉ!ÊRÆ·Ë¹ÌÓÍ�÷¥ÌIÎ�ÌgÌ�ñ�Ä�ÉaÍ�É¡Ægø�ÄiÊ�õ
ÉZËa÷(Ä�Í�ùaÄ{ÆFÅ
ÃÖÆXÊ·Ê:Ä�Å¥ú T : C → C òIÏFÎeûô÷·Ä{ËI÷ η(T ) > 0 üÝ L � ¸  5�g£9�Z� L ��� « ¤ L(k)

���R� ¸ � M �§¨¯¤ LD¸ �F¨§¨ k ¾$Ò7�§���
ª¹�R�¯��ÔZ�©�F� M �F�R�R�§�R®·� ¸ � LDM���R�NªI¨ L �
�³£¦¢R�R�¯� « �F¨§¨ B(X)
�§�(� L �¯�¹�
�Z¨ ¸ ±1���R�Ö� «�L ¶·� M �Z�(��� L �R�³£´�
�³�
¢R¨¯�¡�:�&��¢R�¹�F¨§¨¯¤¨§����£R�B� L ���R�e£9� º �R�¯��� L � LD¸ ���R� ¸ ¢R��ªa��� L �
ψX(k) = sup

T∈L(k)
η(T ),

ª³�F¨§¨§�³£N���R� Ã]Ä�ÅRÄ�ÃÖÆ�ÇkÈ�Ä�É!Ê�Ç§Æ·Ë¹ÌIÃNÌIÅ:Í�ËI÷¥ÆFÎ¹Æ·ËZÍ$ÌaÎaÄ�ÉXÍ�Ä{Ë LD¸ X ±¥�F��£N���R��� ¸ ¢R��ªa��� L ���������R�
M �F�§� LD«9ý �³ªa� LD¸ �m��¢�£¥¤×�
�Z¨©�&���§�R®þ� L ���R� M �§�R� M �F¨1£9���
�R¨©��ªI� M �Z�(���R� LD« ¨§� M=¬
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ÿ /�� � ���1dXy!`ip&`
� �R�_�³�
�
�Z�(���©�F¨1�R� L ���Z�m���§�³� LD¸ ���R� ¸ ¢R��ªa��� L � ψX(k)

ª³�F� « � ¸�L ¢R��£s�§�s���R� «�L�L °
« ¤ Ø�L � « �Z¨R�F��£��_�§�
° J
Ù¯á	��Û�OX¬D¼=L �
�x�
�³ªI�Z�(���
�³�
¢R¨¯�¹�ôª³�F� « � ¸�L ¢R��£g�§� Ù¯áaÛ �F��£ Ù�
FÛ
��Ù��FÛ ±
Ù��FÛ �F��£ Ù��&Û!¬� �R�¡�F� M LD¸ ���R���B�:�F���Z�B���5� L ®D�¯¶·�¡�]¨ L  5�Z� «�L ¢R��£ ¸�L �x���R� M �§�R� M �F¨1£9���m�R¨©��ªI�I¾
M �Z�(��ª¹�:�F�¹��ªa���Z�
���m����ª LD¸ X  ��R�Z�

X
�����²�
���F¨��§� º �R�¯���I¾$£9� M �Z���
� L �:�F¨ Ü �§¨ « �Z�m���
�:��ªI� ¬

�k�������������ô���<�<���þ�$�×���R���n�
�³ªa��� L �× x�_�R� L ¶·�_���R� ¸�L ¨§¨ L  ��§�R®N�
�³�
¢R¨¯�³ä

ψH(k) ≥ 1−
2
√√

2(k + 1)

k
,

 ��R�Z�
�
H
���n�F�=�§� º �R�¯���I¾$£9� M �Z���
� L �:�F¨<�
���F¨ Ü �§¨ « �Z�m�²�m�:��ªI� ¬� LÂLD« �X�F�§�Á���R���N¨ L  x�Z� «�L ¢R��£  x�=¢��m�=���R� Ü �§¨ « �Z�m���
�:��ªI� L2[0, 1]

�F��£ ���R�
¸�L ¨§¨ L  ��§�R® M �F�R�R�§�R®Rä ¸�L � k > 1

�F��£
f ∈ B(L2[0, 1])

£9� º �R� T1 : B(L2[0, 1]) →
B(L2[0, 1]) « ¤

(T1f)(t) =

{
1 + k|f(t)| if 0 ≤ t ≤ t(f),

0
� ¸ t(f) < t ≤ 1,

 ��R�Z�
�
t(f)

���x���R� L �R¨¯¤×� L ¨§¢9��� L �E�§� [0, 1] LD¸ ���R�e� µ ¢:�&��� L �
t�

0

(1 + k|f(s)|)2 ds = 1.

� �R��� M �F�R�R�§�R®N���n�m��¢�£9�§�³£×�§� Ù ë�Û ±R n�R�Z�
�e�¯�n���n�R� L ¶·�³£s���:�&�
Jmá�O ‖f − T1f‖ ≥ 1− 1/k.
� �e�m� L  ����:�&�n���R��� M �F�s�:�����]�:�F�m����ªI¢R¨©�F� Ü�� ¨�£9�Z�n�R� L ���Z�m�~¤ ¬

� é�è �:è !#"%$&"�è ' á·ìþí ÏFÎ]Ìað�ÌIÎaî f, g ∈ B(L2[0, 1])
±

‖T1f − T1g‖2 ≤ 2k‖f − g‖.
( Î�Ï�Ïmò ü Ò7�I� f, g ∈ B(L2[0, 1])

�F��£=�
¢R�R� L �m� t(f) ≤ t(g) ¬ � �R�Z�

‖T1f − T1g‖2 =

t(f)�

0

(k|f | − k|g|)2 +

t(g)�

t(f)

(1 + k|g|)2

=

t(f)�

0

(k|f | − k|g|)2 + 1−
t(f)�

0

(1 + k|g|)2

=

t(f)�

0

(k|f | − k|g|)2 +

t(f)�

0

(1 + k|f |)2 −
t(f)�

0

(1 + k|g|)2
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=

t(f)�

0

(k2|f |2 + k2|g|2 − 2k2|fg|+ 1 + 2k|f |+ k2|f |2 − 1− 2k|g| − k2|g|2)

=

t(f)�

0

(2k2|f |2 − 2k2|f | |g|+ 2k(|f | − |g|))

=

t(f)�

0

2k(|f | − |g|)(1 + k|f |) ≤ 2k

t(f)�

0

|f − g|(1 + k|f |)

≤ 2k
( t(f)�

0

|f − g|2
)1/2( t(f)�

0

(1 + k|f |)2
)1/2

≤ 2k‖f − g‖.

Remark.
�$� Ù ë�Û �¯�n���n�R� L ¶·�³£s���:�&�
‖T1f − T1g‖2 ≤ k2‖f − g‖2 + 2k(k + 1)‖f − g‖.

� �R� M �F�Á x���:�Z¶·�´£9�³��ªI�
� « �³£/��� LD« ¶¥� L ¢��m¨¯¤Þ� L �×Ò7�§���
ª¹�R�¯��ÔZ�©�F� � L  5�
�
�:�F¨§¨¢��
�����R�����³ª¹�R�R� µ ¢R� LD¸�Ù¯á	
&ÛNJ �
�Z�¦�F¨�� L Ù ë�Û ± Ù¯á	�&Û�O ±5���:�&�s���I± º ���T�ã x�
�
�³�T���
��ªa�×���R�
M �F�@� L �E�:�F�m����ªI¢R¨©�F�N�
¢ « �m�I� W̃ LD¸ B(L2[0, 1]) L �Õ n�R��ª¹�Õ���R�s�
�³�T���
��ªa��� L � ���þ�
Ò7�§����ª¹�R�¯��ÔZ�©�F� M �F�´�F��£E���R�Z�� x�Ó� » ���Z��£����R���²�
�³�m���
��ªa��� L �
� L ���R�g�
�:��ªI� H ¢��
�§�R®
���R� ���§���
Ô « �¹�F¢R�N� » ���Z���
� L �þ���R� L �
� M J
Ù¯áDáIÛ�OX¬·Ü�L  x�I¶·�Z�Z±�� L_LD« �X�F�§��� « �I�
���Z� «�L ¢R��£k± x�e�m�:�F¨§¨ « � MNL �
�eª³�F�
� ¸ ¢R¨��§�×���R�eª¹� L ��ªI� LD¸ W̃ ���:�F�=�§� Ù¯á	
&Û�¬�$� ¸ ��ªa�n x�� ��§¨§¨1¢��m�_���R� ¸�L ¨§¨ L  ��§�R®þ���R� L �
� M äå_æ�ç:è�é7ç�ê ß]J
Ù¯á�ß&Û�OIì ø7ÌZÍ ξ Ð�ÌBÆ�ÅgÄ�Å�ó�Å�Ä�Í$ÌnË¹Æ�Î�ÈFÄ�Å�Æ�Ç(ÅRï9ÃÖÐ�ÌIÎ�òIÏ�Î�ûô÷·Ä{ËI÷ ξℵ0 =ξ.� ÷¥ÌIÅ l2(ξ) ËXÏFÅ�Í$Æ�Ä�ÅRÉ�Æ √2 õmÈFÄ�É$ÊRÌaÎaÉIÌXÈxÊ�Î�Ï³ñ�Ä�Ã]Ä�Å�Æ�ÇRÉIÌZÍ W̃ ÉXï�ËI÷]Í�÷¥ÆDÍ inf{‖x−w‖ :

w ∈ W̃} ≤ 1 òIÏFÎ]Æ�Ç�Ç x ∈ l2(ξ).
� �¡�
�³ª³�F¨§¨����:�&�_�N�m¢ « �
�I� W LD¸ X ±� ��¯���
�&��¨§�����m���~  L � L �§�(�¹�Z±���� δ õmÈFÄ�É$ÊRÌaÎaÉIÌXÈ� ¸ ‖x − y‖ > δ ¸�L ������ª¹�¦�:�F�§� x, y LD¸ £9���T���§��ªa�e� L �§�(�¹� LD¸ W. � �
¢ « �m�I� W LD¸ X��� Ê:Î�Ï�ñFÄ�ÃgÄ�Å�Æ�Ç � ¸�¸�L �n����ª¹� x ∈ X ���R�Z�
�¡� » ���m�¹���F�=�Z¨§� M �Z�(� w(x) ∈ W �
¢�ª¹�×���:�&�

‖x− w(x)‖ = dist(x,W ) ¬
K � L�L �
� ε > 0

�F��£@ª L ���
��£9�Z�¡���R�ã�m�I� W = εW̃ ∩ B(l2(ξ))
�§�����R� Ü �§¨ « �Z�m��
�:��ªI�

l2(ξ) ¬���« ¶¥� L ¢��
¨¯¤×� ¸ x, y ∈W  x�_�:�Z¶·�
‖x− y‖ ≥ ε

√
2�F��£ ¸�L �n�I¶·�Z�m¤ x ∈ B(l2(ξ))

���R�Z�
�e� » ���m�¹��� z ∈W �m¢�ª¹�×���:�&�
‖x− z‖ ≤ ε.

� �_� M]« �³£ L2[0, 1]
�§�
l2(ξ)

���n�gªI¨ L �m�³£E�m¢ « �
�:��ªI�Ó�F��£s 5�e£9�Z� L ��� « ¤ P ���R�
L �m��� L ® L �:�F¨<�R� L�ý �³ªa��� L � L �(� L �¯� ¬ � ¸ T2 = T1P

���R�Z�
‖T2x− T2y‖2 ≤ 2k‖Px− Py‖ ≤ 2k‖x− y‖
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�F��£k± « ¤ Jmá�O ±
‖x− T2x‖2 = ‖x− Px+ Px− T1Px‖2 = ‖x− Px‖2 + ‖Px− T1Px‖2

≥ ‖x− Px‖2 + (1− 1/k)2 ≥ (1− 1/k)2.

à�L  Á¨§�I�
T3 « �n���R�n�
�³�m���
��ªa��� L � LD¸ T2

� L W ¬ � �R�Z� T3
�����eÒ1�§����ª¹�R�¯��Ô M �F�R�R�§�R® ��¯���=ª L ���m�X�F�(�

√√
2 k/ε ¬ �$� ¸ ��ªa�³±�� ¸ x, y ∈W ±9 x�_�:�Z¶·�

‖T3x− T3y‖ ≤
√

2 k‖x− y‖ ≤
√

2k‖x− y‖2√
2 ε

=

√√
2 k

ε
‖x− y‖.

� �
�§�R®_���R� �_�§���mÔ « �¹�F¢R�N���R� L �
� M  5�n� » ���Z��£ T3
� L �F¨§¨ l2(ξ)

°D�Z�Z�R�§�R®e���R���¹� M �Ò7�§����ª¹�R�¯��Ô�ª L ���T�X�F�(���F��£N 5�²ª³�F¨§¨:���R����� » ���Z���m� L � T4 ¬¥à�L ����ªI�����:�&� T4
�X�F°D�³��¶D�F¨§¢R�³�

�§�
co(T3(B(l2(ξ)))) ⊂ B(L2[0, 1]) ¬ Ñ �§�:�F¨§¨¯¤·±�£9�Z� L ��� « ¤ T ���R�e�
�³�m���
��ªa��� L � LD¸ T4� L B(L2[0, 1]). �²« ¶¥� L ¢��m¨¯¤ T ���g�EÒ7�§����ª¹�R�¯��ÔZ�©�F� M �F�R�R�§�R® ¸ � LDM B(L2[0, 1])

� L
B(L2[0, 1])

 n�¯���EÒ7�§���
ª¹�R�¯��ÔÓª L ���m�X�F�(�
√√

2 k/ε.

à�L   ¨§�I�
x ∈ B(L2[0, 1])

�F��£��X�F°D�
z ∈W �m¢�ª¹�s���:�&� ‖x− y‖ ≤ ε. � �²�:�Z¶·�

‖Tx− x‖ = ‖z − (z − x)− T4z − (T4z − Tx)‖
≥ ‖z − T4z‖ − ‖x− z‖ − ‖T4z − Tx‖

≥ (1− 1/k)− ε− ε
√√

2 k/ε.Ý L
ψL2(

√√
2 k/ε) ≥ (1− 1/k)− ε− ε

√√
2 k/ε�F��£ ¸ � LDM ���R���n�§�R� µ ¢:�F¨§�¯�~¤s x� LD« �X�F�§�

ψL2(k) ≥ 1−
√

2

εk2
− ε(1 + k).

� ¨§� M �Z�(�X�F�m¤�ª LDM �R¢9�X�&��� L ���x�
� L  /���:�&�5���R� L �9��� M �F¨�ª¹� L ��ªI�²��� ε = 4
√

2/k
√
k + 1 ¬Ý L  5� LD« �X�F�§�

J!ßDO ψH(k) ≥ 1−
2
√√

2(k + 1)

k
.

Remark.
�$� Ù ë�Û �¯�n���n�R� L ¶·�³£s���:�&�
ψH(k) ≥ 1− 2 + ε√

1 + ε(ε+ 2)k2 − 1
− ε(k + 1).

� �R��� ¸�L � M ¢R¨©�Õ�m�Z� M �ã� LÕ« � MNL �
�¦£9���NªI¢R¨¯�×� L �:�F��£9¨§�´ n�R�Z� ¤ L ¢/���m¤Þ� L½º ��£� » �R¨§��ªI�¯��¨¯¤¦���R� L �9��� M �F¨ô¶D�F¨§¢R� LD¸ ε. � �����R���F¢9��� L � LD¸_Ù ë�Û � L ����ªI�³�Z±7���R�þ¶D�F¨§¢R� LD¸
ψ(50)

���N®D�
���&���Z�Ö���:�F�
0.25 J �X�F°��§�R® ε = 0.005).

Ñ L � M ¢R¨©� J!ßDO ®D�¯¶·�³�ã�
¶D�F¨§¢R�®D�
���&���Z�n���:�F�
0.66 ¬

Remark. � ¨�� LÓ¸�L � M ¢R¨©� J!ßDO �F¨§¨ L  �� L �R��� L]º ��£ã�¡¨ L  x�Z� «�L ¢R��£ LD¸ ψ′(1).
�$�

¸ ��ªa�_�m�§��ªI�Ó���R� ¸ ¢R��ªa��� L � ψX ���²ª L ��ª³�Z¶·�Ó n�¯�����
�³�
���³ªa�²� L 1 J �
�Z� Ù¯á	� ±�� ¬1ß¥á�â�Û�O ±�� ¸
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r(k) = m(k−1)
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