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Idéaux fermés de certaines algebres de Beurling
et application aux opérateurs a spectre dénombrable

par

CYRIL AGRAFEUIL (Bordeaux)

Abstract. We denote by T the unit circle and by D the unit disc of C. Let s be a
non-negative real and w a weight such that w(n) = (1 +n)° (n > 0) and the sequence
(w(=n)/(1+ n)®)n>0 is non-decreasing. We define the Banach algebra

—+oo

Am ={recm:lfll= Y Ifmlwm) < +oc}.

If T is a closed ideal of A, (T), we set h®(I) = {2 € T: f(2) =0 (f € I)}. We describe all
closed ideals T of A, (T) such that h°(I) is at most countable. A similar result is obtained
for closed ideals of the algebra A (T) = {f € A, (T) : f(n) =0 (n < 0)} without inner
factor. Then we use this description to establish a link between operators with countable
spectrum and interpolating sets for @°°, the space of infinitely differentiable functions in
the closed unit disc D and holomorphic in D.

1. Introduction. On note T le cercle unité et D le disque unité. Pour
un entier p > 0, on note CP(T) 'algebre des fonctions p fois contintiment
dérivables sur T. Siw = (w(n))nez est une suite de réels strictement positifs,
on définit

400 N
A,T) = {f €M) |fllo = > 1fn)lw(n) < +o0},
n=-—00

~

ou f(n) désigne le n coefficient de Fourier de f. On dit qu’une suite
w = (w(n))nez est un poids si w(n) > 1 et w(m+n) < w(m)w(n) pour tout
m,n dans Z. Si w est un poids, A, (T) muni de la norme || ||,, est une algebre
de Banach. Elle est réguliere si et seulement si

=X 1o w(n)
3 loseln)
1+ n?

n=—oo

(voir [12, ex. 7, p. 118]). Soit p un entier positif tel que A, (T) C CP(T). Si
I est un idéal fermé de A, (T), on pose

ieme
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W) ={z€T: f(z)=--=fP)=0(feD} (ke{0,....p}).

Soit s un réel positif; on note [s] sa partie entiere. On dira qu’une suite
de réels strictement positifs w = (w(n))nez vérifie la condition (W) si
w(n) = (1+n)* (n=>0),
(W,) w(—n)

la suite [ ———— est croissante,
S
(1 + ’I’L) n>0

et quelle vérifie la condition (A) si
(A) w(=n) = 0(e*V™)  (n — +00) pour tout & > 0.

Soit w = (w(n))nez un poids vérifiant les conditions (W) et (A). On a alors
Iinclusion A, (T) C CHI(T), et A, (T) est une algébre de Banach réguliere.
Dans le cas particulier ot le poids w est défini par w(n) = (1+4|n|)® pour tout
n € Z, avec s un réel positif, on notera (As(T), || ||s) lalgebre (Au(T), || ||w)-
On remarque que Ag(T) = A(T) n’est rien d’autre que l’algebre de Wiener.
On posera également

A(T) = {f € A(T) : f(n) =0 (n < 0)}.
Pour f € AF(T), on note S(f) son facteur intérieur et on pose

Z5 () ={z€D: f(2) == fP(z) =0} (ke{0,....[s]})

Si I est un idéal fermé de A (T), on note Sy son facteur intérieur, c’est-a-dire
le plus grand diviseur intérieur commun a tous les éléments de I non nuls
(voir [10, p. 85]), et on pose

BE(D) = () Z5(6).
fel
Nous décrivons dans un premier temps tous les idéaux fermés I de A, (T)
lorsque h°(I) est au plus dénombrable et lorsque le poids w vérifie les con-
ditions (Wj) et (A). Plus précisément, nous montrons (théoreme 3.2) que,
sous ces conditions, on a

I={feA,(T): fU)(z) =0sur hI(I) (0<j<Is])}.

Dans le cas s = 0, nous retrouvons ainsi un résultat connu (voir [19]). Nous
déduisons alors de ce résultat une caractérisation des idéaux fermés I de
AT (T) sans facteur intérieur (c’est-a-dire tels que Sy = 1) tels que h9 (I) est
au plus dénombrable. On note H> (D) I’algebre des fonctions holomorphes
et bornées dans . Si Efg) C -+ C Ep sont des fermés de T et S une fonction
intérieure, on définit

I(S; Ey, ..., Ey)
— {f € AF(T): S|S(f), Eo C Z2(f)NT,...,Eq C Z¥(f)n'T},
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ou S|S(f) signifie que S divise S(f), c’est-a-dire que S(f)/S est dans
H>(D). Nous montrons que si I est un idéal fermé de AF(T) sans facteur
intérieur tel que h?r (I) est au plus dénombrable, alors

I=1(1; 9. NT,..., K51 NT).

Notons que dans le cas s = 0, les idéaux fermés I de AT(T) = A (T)
ont été caractérisés par J.-P. Kahane dans [11] lorsque h&(] ) est fini, par
C. Bennett et J. E. Gilbert dans [3] lorsque hY (I) est dénombrable, et enfin
par J. Esterle, E. Strouse et F. Zouakia dans [8] lorsque h9 (I) est le Cantor
triadique. D’autre part, J. Esterle a construit un idéal fermé I de A™*(T) tel
que I # I(Sr;h%.(I)), démontrant ainsi que la conjecture de C. Bennett et
J. E. Gilbert dans [3] est fausse.

Dans un deuxieme temps, nous allons utiliser ce résultat pour étudier
le comportement de certains opérateurs a spectre dénombrable et inclus
dans T. Soit £ un fermé de T et s, t deux réels positifs ou nuls. On désignera
par P(s,t, E) la propriété suivante : tout opérateur 7" inversible sur un espace
de Banach tel que SpT C E et qui vérifie les conditions

(1) |77 = 0" (n— +oc),
(2) T~ = O(e5V™)  (n — 400) pour tout & > 0,
vérifie également la propriété plus forte

(3) [T~ =0(n")  (n— +o0).

M. Zarrabi a montré dans [19, théoreme 3.1 et remarque 2.a] qu'un fermé
E de T vérifie la propriété P(0,0, E) si et seulement si E est dénombrable.
Nous nous proposons d’étudier la propriété P(s,t, E) pour n’importe
quel réel s > 0. On dira qu'un fermé E de T vérifie la condition de Carleson
si
2w

© s’ sy
) o8 G

et qu’il vérifie la condition (ATW) s’il existe des constantes C1, Co > 0 telles
que

dt < 400,

1

1
logt ————dt < Cilog— + Cy pour tout arc L de T,
) g

(ATW) I

otl | L| désigne la longueur de I'arc L, et d(e?, E) la distance de e & E.

La condition (ATW) vient de [1], ot les auteurs montrent que les ensem-
bles vérifiant (ATW) sont les ensembles d’interpolation pour A*°, 'espace
des fonctions holomorphes dans le disque unité et de classe C* dans D.

Nous montrons (théoreme 5.2) que si E est un fermé dénombrable de T,
alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) E vérifie la condition (ATW).
(ii) E vérifie la condition (C) et pour tout réel s > 0, il existe un réel ¢
tel que la propriété P(s,t, E) soit vérifiée.
Nous montrons ensuite que si F n’est pas dénombrable, alors la propriété
P(0,t, E) n’est vérifiée pour aucun réel ¢ > 0.

Je voudrais remercier mon directeur de these, Mohamed Zarrabi, pour
les nombreuses discussions que j’ai eues avec lui, et qui sont a 'origine de
cet article.

2. Unité approchée pour certains idéaux de A, (T). Nous allons
établir ici que lorsque le poids w satisfait la condition (Wj), alors 1’al-
gebre A, (T) vérifie la condition de Ditkin analytique forte (au sens de
[3, p. 4]). Pour cela, nous avons besoin des trois lemmes élémentaires
suivants :

LEMME 2.1. Soient 8 un réel tel que 0 < B < 1 et j un entier positif.
Alors pour tout réel x tel que 0 < x < 1, nous avons l'inégalité suivante :

“+o00

4+ 1)P7 it
1+ k)Pt < U .
Z( Tk s 1—x +(1—x)ﬁ+1

k=j
Démonstration. Soit x un réel tel que 0 < x < 1; posons

“+o00 . . .
G+1)Pzi gt
f(z) = kz:;(l +k)Pak — 1-z  (1-z)ftL

En développant en série les fonctions z — 1/(1 —z) et 2 — 1/(1 — z)5+1,

on montre que

avec a; = (j +2)% — (j + 1) — 1 et pour tout k > 2,
(B+1) - (F+k=1)
(k—1)! )
Il est facile de voir que a; < 0. Pour démontrer ce lemme, il suffit donc de

montrer que pour tout k > 2, ar < 0. On commence par remarquer que,
pour tout k > 2, la fonction

ar=(k+j+1)7 - (j+1)% -

B+1---(B+Ek—-1)
(k=1
est décroissante sur [—1,400). Par conséquent, pour tout k£ > 2, on a
1) (Bk—1)
(k—1)! '

t— (k+t+1)° —(t+1)° -

(4) akgkzﬂ—(
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Puisque 3 < 1, on a (14 t)? < 1 + ft pour tout réel ¢ positif. En utilisant
cette inégalité, on obtient

(6+1)(-];_(€;!Fk_1) :(1+5)<1+§>'“<1+%>

1\* 1\
z(1+1)3<1+§> “'<1+ﬁ> = kP,

On déduit alors de cette inégalité et de (4) que ax < 0 pour tout k > 2, ce
qu’il s’agissait de démontrer. =

LEMME 2.2. Soit w = (w(n))nez une suite de réels strictement positifs
telle que :

(i) les suites (w(—n)/(14+n))pn>0 et (w(n)/(1+n)),>0 soient croissantes.
.. . wn+1) w(n+1)
0 f ————= _— .
(i) 0 < net w(n) < iﬁg w(n) S e
On note A = infczw(n+1)/w(n) et B = sup,czw(n+1)/w(n), et on
définit la suite w; = (w1(n))nez par

w(n)

wl(n) = 1+ ‘n‘

(n€Z).

Alors on a les deux propriétés suivantes :

~

(1) On a la double inégalité A||f'llw; < || fllw < |£(0)|w(0) + 3B f||w,-

(2) Soit f dans A, (T) qui s’annule au point 1; alors f/(a — 1) est dans
Ay, (T), ot vz 2z — 2.
Démonstration. (1) Cela découle immédiatement de la relation f’(n) =
n+1)f(n+1) (neZ). R
(2) On écrit f =312 f(n)(a™—1), d’'on

f —1 R “+o00 N
——=- Y )@+ +a )+ fm)(L 4+,
n=—00 n=1
Ainsi
f L
(5) 1l = > ) (wi(n) + - + wi(-1))

+ 3 1 )|@i(0) + - - +wi(n - 1)).
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Comme les suites (w1(—n))n>0 et (w1(n))n>0 sont croissantes, on déduit de
(5) que

Z\f )| [nfws (n +er )|nws(n

n—=——oo
Z |f <+OO ™
n=-—00

LEMME 2.3. Soient 0 < 3 < 1 un réel et w = (w(n))nez une suite
vérifiant la condition (Wg). On définit une suite de fonctions de A, (T) par

a—1
- >1
a—1—-1/n (n21),
ot « est la fonction z — z. Alors pour toute fonction f dans A, (T) telle
que f(1) =0, on a

(6) €n =

(7) [(en = 1) flle < 3[[f]]w
0 i (e — 1)l = 0.

Démonstration. Soit f dans A, (T) telle que f(1) = 0. En écrivant f =
f—f)= j_oo  J(G) (a7 —1), on voit que (7) sera démontré si on vérifie
que

l(en = 1)(a? = Dlw <3w(j) (j €2).
Soit n > 1. Un simple calcul montre que

1 400 n k
=1- k
e n+1z<n+1>a’

k=0

et

(en—1)(ad —1) = — ! +Z°° z koﬂ*'“—i-Lf z kak
" n—I—lk_D n+1 n—{—lk_o n+1 ’

Supposons que j > 0. On a

J—1 k
len =0 = Dl = 7 3 () (407
k=0

(n+1)/n) —1<X/ n \F
+ n+1 pu <n+1> (141"

On a alors I'inégalité suivante :

o) el
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En effet, ((n +1)/n)? —1 < ((n+ 1)/n)?, ce qui prouve 'inégalité ci-dessus
dans le cas ot j > n. Dans le cas ou j < n et j # 0, on déduit de 'inégalité
des accroissements finis que

n1\ g (ntl\ G (n41)
n “n\ n Cn4+1\ n ’
Par conséquent, dans le cas j < n, on a
J : J
(n—i—l) _1§l<n+1>
n n n

(le cas j = 0 étant évident). On déduit alors de I'inégalité (9) et du lemme 2.1
appliqué pour z = n/(n + 1) la majoration suivante :

Jj—1 k
10) e — D)o — Dlly < — Z( n )<1+k>ﬂ

n+1k:0 n+1

sanin(1,2) (G4 + 0+ 1)),

En observant maintenant que

j—1

k
nLZ(ﬂJ (1+0)7 < (1+))7,

k=0
et en distinguant les cas j < n et j > n+ 1, on obtient

[(en — 1)(a? = 1)l < 3(1 +5)7 = 3w(j).

Supposons maintenant que j < —1. On a

-1

k—j
llen =@ =Dl = 37 3 ()

k=3
L= (n/(n+ 1) T X n \*
1+ k)%
+ n+1 k;zo n+1 (L+ k)
Avec les mémes arguments que ceux utilisés précédemment, on obtient
A e D@Dl 5 ()
en —1)(ad — — w
" Y= n4+1 —\n +1
=j

+2min <1, —l> (n+ 1)8.
n

Grace aux hypotheses faites sur le poids w, on a (1+|j])? < w(j) et w(k) <
w(j) si j <k < —1. On en déduit alors que

l(en — 1)(0? = 1)]lw < w(f) +2(1 + [5])7 < 3w(j).
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On vient donc de démontrer que pour tout j € Z,
l(en = D)(a? = Dlw < 3w(j),
ce qui entraine (7). Pour (8), on pose fp, = ;r:m_m f(j)(aj — 1), de sorte
que limy,— 4o || f — finllw = 0. On a alors, en utilisant (7),

(12) len = D fllw < [l(en = 1) fnllw + l[(en = D(f = frn)lles

< ll(en = D fmllw +3If = finllo-
De (10) et (11), on déduit que pour j € Z, lim,,_, 1o ||(€n —1)(c? —1)]|, = 0,
ce qui entraine que lim,, 4 ||(en, — 1) fim|lw = 0. Il est maintenant facile de
voir que limy, 4o [[(én, — 1) f|lo =0. m

PROPOSITION 2.4. Soit w un poids satisfaisant (Wg). On pose
(13) U, = el (0> 1),

ol ey, est la fonction définie en (6). Alors pour toute fonction f dans A, (T)
telle que £ (1) = 0 pour 0 < k < [s], on a

(tun — l)wa =0.

Démonstration. Dans cette démonstration on posera p = [s] et on notera,
pour 0 < k < p, wi, = (wk(n))nez la suite définie par

lim ||
n—-4o00

w(n)
wi(n) = .
H) = Tl
En utilisant les relations e, = n(a — 1)(e, — 1) et (a — 1)el, = —(e,, — 1)ey,
(n > 1), on montre par récurrence que pour tout k dans {0,...,p}, on a
en — 1
(14) (up — 1)(k) - h Pi(en,) (n>1),

ou Py est un polynome de degré inférieur a k + p ne dépendant pas de n.
Soit maintenant f dans A, (T) telle que f(1) = 0. D’apres le lemme 2.2,
il s’agit de montrer que

(15) i [ = 1) /)P, =0,
(16) i (w0~ D)) =0 (0 <k <p—1),

Les conditions (16) se montrent facilement & ’aide du théoreme de con-
vergence dominée, il reste donc & montrer (15). En utilisant la formule de
Leibniz et I'identité (14), on obtient

=~ (p
a0 =01 =3 (7)) - 00

k=0

B " /p flo—k)
— 0 (k) (en — 1) m Pr(ey).
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Or les hypotheses sur le poids w nous permettent d’utiliser le lemme 2.2 qui
nous assure que
f=F)

(a—1)%
De plus, w), vérifie la condition (Wg) avec f = s — p. On déduit alors du
lemme 2.3 que si g € A, (T) et g(1) = 0, alors ||eng|lw, < 4lg[lw, (n > 1). Et
comme pour tout k € {0,...,p}, la fonction fP% /(o —1)* s’annule en 1,
on peut alors trouver une constante C' > 0 indépendante de n et de k telle
que

€ A,,(T) (0<k<p).

f=F) f=F)
(18) (Gn — 1) m Pk;(en) . S C (Gn — 1) m .
De plus, toujours d’apres le lemme 2.3,
) fe=k)
e |en = D g mye||, =0 ©=k<p)

Par conséquent, on déduit alors de (17) et (18) que
tim [~ D), = 0. =

3. Idéaux fermés de A, (T) et de AF(T). Il est montré dans [2] que
si w est un poids vérifiant (Wy) et (A), et I un idéal fermé de A, (T) tel
que h°(I) = {20}, alors il existe j dans {1,...,[s]} tel que I = {f € A, (T) :
f(z0) = --- = fY(z) = 0}. Nous allons montrer que ce résultat s’étend
aux fermés dénombrables. Introduisons d’abord la notation suivante : si f
est dans A, (T), et I un idéal fermé de A, (T), on pose I(f) = {g € Au(T) :
fg € I}. On a le résultat suivant :

LEMME 3.1. Soit w un poids vérifiant (W) et (A), et I un idéal fermé
de A, (T) tel que h°(I) ait un point isolé zg. Soit k = max {j € {0,...,[s]} :
z0 € WI(I)}. Alors il existe g dans I de la forme g = (a — 20)"™y, avec
b € Au(T) et Y(z0) # 0.

Démonstration. Comme 2y est un point isolé dans hO(I), il existe ¢ €
Au(T) telle que

1 sur un voisinage de zgq,
V= { 0 sur un voisinage de h°(I) \ {20}
L’algebre A, (T) étant réguliere, 1 —) € I(¢)), ce qui prouve que h¥(I(3))) C
{20}. Puisque v ¢ I, on a I(x)) # Au(T), et donc h°(I(¢)) = {20}. Par
conséquent, comme w vérifie les conditions (W;) et (A), on déduit de la
proposition 6 de [2] qu’il existe un entier v, 0 < v < [s], tel que

I() = {f € Au(T) : f(z0) = --- = f)(29) = 0}.
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Comme I C I(¢)), on a v < k. D’autre part (a — 29)?*! appartient & I(1)),
et donc la fonction g = (a — z)? 1 appartient & I. Comme g*)(29) = 0 et
¥(z9) #0, on ay > k. Donc v = k, et la fonction g ainsi définie convient. m

THEOREME 3.2. Soit w un poids vérifiant (Ws) et (A), et I un idéal
fermé de A, (T) tel que h°(I) est dénombrable. Alors

IT={feA,(T): fU) =0 sur W) (0<j<I[s])}

Démonstration. Soit I un idéal fermé de A, (T) tel que h°(I) est dénom-
brable, et notons J = {f € A,(T) : fU) = 0 sur W/ (I) (0 < j < [s])}.
L’inclusion I C J étant évidente, il reste a montrer 'autre. Soit f € J.
Nous allons montrer que I(f) = A,(T). Soient zg € hO(I) \ hl¥I(I) et
k€ {0,...,[s] — 1} tels que zg € h*(I)\ RETL(I). Tl est facile de voir que

J C (a— zo)k“Aw(’]I‘)| lw. Par conséquent, il existe une suite (fp,)m>0 de
fonctions de la forme f,, = (o — 20)* ' dn, avec ¢, € Ay (T), telle que
limy, 400 || f = fmllw = 0. De plus, comme zy ¢ hl¥l(I), le point zy est
nécessairement isolé dans h°(I). Donc d’apres le lemme précédent, il existe
g dans I qui s’écrit g = (o — 20)** 1 avec ¢ € A,(T) et 1(z) # 0. Posons
alors

Ui = ¢mg = fm¥  (m >0).
Pour tout entier m > 0 on a ¥, € I et limy,— oo || — fY]w = 0. Comme
I est fermé, on a donc fip € I, c’est-a-dire ¢ € I(f). Par conséquent,
z0 & RO(I(f)) (car ¥(29) # 0). Finalement, on en déduit dans un premier
temps que

(19) hO(I(f)) € REN(T).

Supposons que h(I(f)) # 0; alors h°(I(f)) admet un point isolé &g.
Sans perte de généralité, on va supposer que &y = 1. L’algebre A, (T) étant
réguliere, il existe une fonction @ telle que

5 { 1 sur un voisinage de 1,

0 sur un voisinage de h°(I(f))\ {1}.

On pose Ly = {h € A,(T) : h® € I(f)}, I'idéal de division de I(f) par ®.
Onal—@® € Lg, et donc h%(Lg) C {1}. Comme w vérifie les conditions
(A) et (Wy), on déduit de la proposition 6 de [2] que {f € A,(T) : f(1) =
<o = fO)(1) = 0} C Lg. Par conséquent, la suite (uy)n>1 définie en (13)
appartient & Lg. D’aprés 'inclusion hO(I(f)) C hlI(I) établie en (19), on
a f®)(1) = 0 pour 0 < k < [s]. Et comme le poids w vérifie la condition
(Ws), on déduit du lemme 2.4 que limy, 4 |[(un — 1) f|lo = 0. Puisque
up@f € I (n > 1) et limyioo ||un@f — @f|lo = 0, on a &f € I, ce qui
contredit le fait que 1 € hO(I(f)). Finalement, on a montré que h°(I(f)) = 0,
et donc I(f) = Ay (T), ce qui signifie exactement que f € I.
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On va maintenant s’intéresser aux idéaux fermés de A (T). Puisque
lalgebre A,(T) vérifie la condition de Ditkin analytique forte, le théoréeme
B de [3] nous assure que tout idéal fermé I de AJ(T) tel que h9 (I) est fini,
est de la forme

I =TI%nSH®(D),

olt I4s est I'idéal fermé de A, (T) engendré par I. Par conséquent, compte
tenu du théoreme 3.2, I est de la forme

I={fe€ANT):S/|S(f) et fW) =0sur W(I)NT (0<j<[s])}
Soit I un idéal fermé non nul de A (T). On note
m  AL(T) — AL(T)/T
la surjection canonique. On a alors le résultat suivant :

LEMME 3.3. Soient s un réel positif et I un idéal fermé non réduit a

{0} de AF(T) tel que Sy = 1. Alors
|7t (@)™ = 0(e¥V™)  (n — +00) pour tout & > 0.

Démonstration. C’est un résultat établi par A. Atzmon dans la preuve
de la proposition 8 de [2] dans le cas ou I = {f € AF(T) : fijg = 0}, et qui
est une conséquence du lemme 5.c de [2] (voir aussi [19, proposition 2.1]).
Le résultat ci-dessus se démontre de facon analogue. =

Nous avons alors le théoreme suivant :

THEOREME 3.4. Soient s un réel positif et I un idéal fermé de A (T)
tel que Sy =1 et h9(I) est au plus dénombrable. Alors

(20) I=1(1; 89.(I),...,h (1)),

Démonstration. Soit I un idéal fermé sans facteur intérieur de Af(T)
tel que h9 (I) est au plus dénombrable. On déduit du lemme 3.3 que

|75 (@)™ = 0(e5V™)  (n — +o0) pour tout & > 0.
On consideére alors le poids w défini par
wn) = (1+mn)° (n=>0),
{ w(=n) = (1 +n)*supgp<, |75 (@)7F (0> 0),
et on définit I'application continue 6 : A, (T) — AF(T)/I par

+oo
0(f) =Y J)m ().

n=—oo

On a 0, 4+ (p) = 7, et donc

(21) Ker0 N AF(T) = 1.
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Si I« désigne I'idéal fermé de A, (T) engendré par I, on a

4w (D)
" =Jam1

n>0
Or il est facile de voir que a™"1 C Ker 6 pour tout n > 0, et donc
I N AF(T) c Ker6 n AH(T) = I.
L’autre inclusion étant évidente, on a donc
I =T1%nAF(T).

Puisque S; =1, on a h% (I) C T pour tout 0 < k < [s]. Il est alors facile de
voir que h¥(I4«) = hk (I) pour tout 0 < k < [s]; on déduit finalement du
théoreme 3.2 que

I=1(1; 85.(),...,n(1)). u

4. Interpolation. On note C*°(T) l’ensemble des fonctions de classe
C° sur le cercle, que I'on équipe de sa topologie d’espace de Fréchet usuelle
définie par les normes (g, ),cr+ définies par

+o0
> I+ n”.

n=—oo

On note également
> = a>°(D) = {f holomorphe dans D : f € C(D) et fip € C>(T)},

que l'on regardera comme 'ensemble des fonctions de C*°(T) & coefficients
de Fourier strictement négatifs nuls. Soit £ un fermé du cercle unité; on
définit ‘
Lno(E) = {f € C(T): f) =0 (i > 0)},

et on pose I1(E) = I[(E) N Q™.

Le dual de C*(T) est D'(T), I’ensemble des distributions sur T. On
associe a chaque distribution T' € D’ (’]I‘) une suite de coefficients de Fourier
(T(n))nez;, ou pour tout entier n, T( ) = (@™, T) (avec a : z — z), qui

vérifient |T(n)| = O(|n|™) pour un certain entier m > 0. La dualité entre
C>(T) et D'(T) est donnée par la formule

+oo
> fWT(=n) (f€C™(T),T €D'(T)).

n=—oo

Io(E)* (vesp. I1(E)*) désigne I'ensemble des distributions s’annulant sur
I(E) (resp. sur I1(E)). De méme (A°°)* est I'ensemble des distributions
s’annulant sur A, c’est-a-dire les distributions & coefficients négatifs nuls.
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Dans le cas particulier ou le poids w est défini par w(n) = (1 + n)*
et w(—n) = (1 + n)! pour tout n > 0, avec t et s deux réels, on notera
(Ast(T), || |ls,e) Talgebre (Ay(T), | ||lw). Nous supposerons dorénavant que
t > s, de sorte que Ag;(T) satisfait les conditions (W) et (A). Si E est
un fermé de T, on notera

Is,t(E) = {f S A57t(T) : f\E‘ E f|(£[§D —_ 0}7

et I7(E) = I (E)N A (T). On identifiera le dual de A ¢(T) (que I'on note
(A5+(T))") au sous-espace de D'(T) formé des distributions T telles que
sup IT(n)] + sup [T () < +o0
n<o (1+n])*  nso (147)"
I+ (E)* (vesp. I} (E)'1) désigne 'ensemble des éléments de (As(T))" s’an-
nulant sur I5;(F) (resp. sur I} (E)). De méme Af(T)! est 'ensemble des
éléments de (As4(T)) s’annulant sur A (T), c’est-a-dire les éléments de
(As+(T))" & coefficients négatifs nuls.

DEFINITION 4.1. Soient s et ¢ deux réels positifs tels que ¢ > s. On dira
qu'un fermé E du cercle unité est d’interpolation pour Ag4(T) si

VfEA&t(T),ElgGAj(T): f|E —Q‘E (0<i<[s),
c’est-a-dire si AT (T) 4+ I;+(E) = Ag4(T). On dira qu'un fermé E du cercle

unité est d’interpolation pour > si
Viec (), dgeax: =gy (i20),
c’est-a-dire si A + I (E) = C>(T).
H. Alexander, B. A. Taylor et D. L. Williams [1] ont donné une ca-
ractérisation géométrique des ensembles d’interpolation pour (°°. Ils ont
montré qu’un fermé du cercle unité est d’interpolation pour ° si et seule-

ment si E vérifie la condition (ATW). On a également la caractérisation
suivante de ces ensembles :

PROPOSITION 4.1. Soit E un fermé du cercle unité. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) E est un ensemble d’interpolation pour A>°.
(il) IZ(E)* = Io(E)" + (a)+
(ili) Pour tout s > 0, il existe une constante C > 0 et t > 0 tels que

T(n)] T(n)] n
ATy = S Ay B

Démonstration. L’équivalence (i)<(ii) a été établie dans [1, proposition
2.1]. On va achever la preuve en prouvant que (i)<(iii). On sait que E est
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d’interpolation pour A si et seulement si 'injection canonique
i:A°/IL(E) — C®(T)/I(E)

est surjective. Puis en utilisant la proposition 4 du paragraphe IV.30 de [4],
qui caractérise les surjections entre espaces de Fréchet, on déduit que E est
d’interpolation pour A si et seulement si pour tout s > 0, il existe une
constante C' > 0 et ¢ > 0 tels que pour tout T dans I.(E)*,

(£ D) < 0s(f), f€Q¥/IL(E)) = ((f. T)| < Car(f), f€C(T)/Ino(E)),

c’est-a-dire si et seulement si pour tout s > 0, il existe une constante C' > 0
et t > 0 tels que

T(n) L> T(n)
sup————— <1, T e I.(FE = sup ———— < C,
<n<‘3 A+l = (B) U AT )l

ce qui est clairement équivalent a (iii). m

On a également un résultat analogue concernant les ensembles d’interpo-
lation pour Ag+(T) (t > s) :

ProproSITION 4.2. Soit E un fermé du cercle unité et s,t deux réels
positifs tels que t > s. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) E est un ensemble d’interpolation pour Ag4(T).
(ii) IS (E)*" = L (E)* + AF(T)*.
(iii) Il existe une constante C > 0 telle que

Tl gy T, (T

1
Ay =S Ay (TS B

sup
n>0 (1 +n|)

On est maintenant en mesure d’énoncer un résultat qui fait le lien entre

les ensembles d’interpolation pour A°° et les ensembles d’interpolation pour
A (T) (t > s).

THEOREME 4.3. Soit E un fermé du cercle unité T.

(i) Si E est d’interpolation pour A, alors pour tout s > 0, il existe
t > s tel que E soit d’interpolation pour Ag(T).

(ii) Réciproquement, si E est dénombrable et si pour tout s > 0, il
existe t > s tel que E soit d’interpolation pour As.(T), alors E
est d’interpolation pour A°°.

Démonstration. (i) Cette assertion découle directement des caractérisa-
tions (iii) des propositions 4.1 et 4.2 puisque I5 ;(E)" s’injecte dans I (E)~.
(ii) Supposons que E vérifie les hypotheses de D’assertion (ii); on va
montrer que F satisfait la propriété (iii) de la proposition 4.1. Soit s un
réel positif; il existe t > s tel que E soit d’interpolation pour Ay (T). Donc
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d’apres la proposition 4.2, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
élément de Is’t(E)J-,

(22) sup L oy 1T

n>0 (1 + |n|)t n<0 (1 + |n|)s
Soit alors T’ un élément de Ioo (E)L. Sisup,, < |T(n)|/(1 + |n|)* = +oo, alors
T vérifie trivialement (22). -

Supposons donc que sup,,<q |T(n)|/(1 + |n|)* < +oo. 1l existe alors ¢/ >t
tel que T soit dans (A, (T)). Notons K la fermeture de I.(F) dans
Ag ¢(T). On vérifie facilement que K est un idéal fermé de Ay (T) tel que
h(K) C E, et ainsi d’apres le théoreme 3.2, I »(F) C K. L’inclusion inverse
étant acquise, on a finalement K = I, y(E). Et comme T est dans Io(E)*,
T appartient & I S,t/(E)l par continuité de T sur A, (T). Mais puisque F
est d’interpolation pour A, (T), les inclusions naturelles

AL(T)/IF(E) C Asp(T) /L (E) C Asi(T) /154 (E)

sont en réalité des égalités. Par conséquent, leurs duaux sont égaux et donc
T € I+(E)*. Ainsi T vérifie la propriété (22), ce qui achéve la démonstra-
tion. m

5. Interpolation dans A,;(T) et opérateurs

PROPOSITION 5.1. Soit E un fermé du cercle unité, s et t deux réels
positifs tels que t > s.
(i) St on suppose que E est dénombrable et d’interpolation pour As(T),
alors E vérifie la propriété P(s,t, E).
(ii) Réciproquement, si E vérifie la condition de Carleson (C) et la pro-
priété P(s,t, E), alors E est d’interpolation pour Ag(T).

Démonstration. (i) Soit T' un opérateur inversible sur un espace de Ba-
nach X vérifiant les conditions (1) et (2). On définit alors le poids w par

{w(TZ) =(1+n)° (n>0),
w(=n) = (L+n)*supoy<, [T75| (n > 0).

Puisque T vérifie la condition (1), on peut définir un opérateur borné @ de
Ay (T) dans L(X) par

+oo
O(f)=f(T)= > fn)I"  (f € A,(T)).

n=-—00
Puisque A, (T) est réguliere, on a h(Ker®) = SpT C E (voir [7, théoréeme
2.5]), et donc {f € Au(T) : flg = - = fl(E[SD = 0} C Ker® d’apres le
théoreme 3.2. En utilisant le fait que E est d’interpolation pour A (T)
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et des méthodes similaires & celles utilisées dans [20] pour la preuve du
théoréeme 2.6, on montre que, pour n > 0,

177" < Clla™" s = C(1 +n),
ce qui prouve que T vérifie la propriété (3).
(ii) Pour la réciproque, on considere 'opérateur T' défini sur AF (T) /I (E)
par
T:xi(f) = al(af) (f€AI(T)),
olt 7 est la surjection canonique de Al (T) sur AF(T)/I}(E). Ona |T"|| =
O(n®) (n — +00). Or, puisque E est de Carleson, IJ(E) est non réduit a

{0} (voir [5]). De plus, I] (E) est sans facteur intérieur, donc en utilisant le
lemme 3.3, on obtient 1’évaluation

(23) IT~"|| = O(e*V"™)  (n — +oc) pour tout € > 0.
Et puisque SpT = Spnf(a) = E, on a
177" = |7 () "] = O(n")  (n — +o0),
ce qui montre que E est un ensemble d’interpolation pour Ag(T). m

Le résultat suivant, annoncé dans l'introduction, est alors une consé-
quence directe du théoreme 4.3 et de la proposition 5.1.

THEOREME 5.2. Soit E un fermé dénombrable du cercle unité T. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) E wvérifie la condition (ATW).
(ii) E vérifie la condition (C), et pour tout s > 0, il existe t > s tel que
la propriété P(s,t, E) soit vérifiée.

Nous allons conclure en montrant que les hypotheses du théoréeme sont
optimales. Soit £ un ensemble fermé du cercle unité et p une mesure a
support dans E. Soit J, la fonction singuliere associée a , a savoir
2 .
§r et + 2

0 et — 2

1
J = —— du(t <1).
e = oxp{ 5 uor} (<)
On pose Ho = H*(D) 5 J, H*(D), ott H?*(D) désigne I'espace de Hardy usuel.
On note Py, la projection orthogonale sur Hy et a : z — z. On définit alors
lopérateur 1), sur Hy par

(24) Tu(f) = Pro(ef)  (f € Ho).

D’apres [15, proposition 5.1, p. 117], on a SpT), = Suppp C E.

Si on remplace la condition “pour tout e > 0” dans la propriété P(s,t, E)
par une condition a ¢ fixé, alors la propriété P(0,¢,{1}) n’est vérifiée pour
aucun réel ¢t > 0. En effet, soient g > 0, p = 2%53 91 (ou 1 est la mesure de
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Dirac en 1) et T} = T}, Popérateur défini en (24). Alors T est un opérateur
non unitaire tel que SpT; = {1} et

I = O(e**V™)  (n — +o0)

(voir [20] pour plus de détails). Le théoreme 6.4 de [6] nous montre alors
que 77" = O(n') (n — +00) n’est satisfait pour aucun réel ¢ > 0.

Nous allons maintenant montrer que ’hypothese de dénombrabilité de
FE dans le théoreme 5.2 est essentielle. Pour cela, on a besoin du lemme
suivant :

LEMME 5.3. Tout fermé non dénombrable et de mesure nulle du cercle
unité contient un ensemble parfait qui vérifie la condition de Carleson (C).

Démonstration. Soit S un fermé non dénombrable et de mesure nulle du
cercle unité. Sans perte de géneralité, on peut supposer que 1 ¢ S. On écrit
alors S = {e : t € E}, ot E est un fermé de R inclu dans ]0, 27[, et on se
ramene ainsi a la droite réelle. Soit P la partie parfaite de E. On pose

Po={reP:3e>0tel que ]z —c,z[NP =0 oulz,z+e[NP =0},

c’est-a-dire I’ensemble des points de P qui sont limites d’un seul c6té d’une
suite de points de P. Montrons dans un premier temps que Py est au plus
dénombrable. On pose pour cela

Qn={zePy:lz—1/n,z[NnP=0oulz,z+1/n[NnP =0} (n>1).

11 est clair que Py = U:g Q.. et que chaque @, est fini. Par conséquent, P
est au plus dénombrable.

Soient ag et by deux points de P\ Py tels que ag < by et |ag — bo| < 1;
on pose Iy = [ag,bo]. Ala premiere étape, on retire de Iy un intervalle
ouvert Jl(l) dont les extrémités sont dans P\ Py, de sorte qu'il reste deux

(

intervalles fermés I 11) et 12(1) qui soient non vides, non réduits a un singleton
et de longueur inférieure a %(bo — agp) (un tel choix est possible car Py est
au plus dénombrable). On note F; I’ensemble constitué des deux intervalles
fermés Ifl) et Iél). Le fait que les extrémités de ces deux intervalles soient
dans P\ Py permet de réitérer le procédé sur chacun d’eux.

Ainsi, & lissu de la n'®™ étape, on obtient un ensemble fermé F), con-
stitué de 2" intervalles fermés de longueur inférieure & 37" (by —aop), en ayant
retiré de nouveau 2" ! intervalles ouverts J,gn) (1 <k <2771 & extrémités
dans P\ Py. On pose alors

+oo
F=)Fn
n=1

F est clairement un ensemble parfait contenu dans P. Il reste a vérifier que
n—1
F satisfait la condition de Carleson (C). On a Ip \ F = [J/ 2:1 J]E,n).
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Comme F' est de mesure nulle, il satisfait la condition de Carleson si et
seulement si

400 271
n 1
n=1 k=1 |Jk |

Or chaque intervalle J,gn) est de longueur inférieure & 3~(*~D(by — ap).
Comme la fonction z — zlogz ™! est croissante sur [0,e7 1], pour n assez
grand, on a

2n—1

n 1 — -
Z |J,g )| log o < gnt b(:))’n_ibo log
k=1 Phad

3n—1

bp — ag

n—1
< (o~ ao)((0 1) 1og3 —logtto —an))(3)

et par conséquent (25) a bien lieu. m

PROPOSITION 5.4. Soit EE un ensemble fermé non dénombrable du cercle
unité. Alors la propriété P(0,t,{1}) n’est vérifiée pour aucun réel t > 0.

Démonstration. Soit E un ensemble fermé non dénombrable du cercle
unité. D’apres le lemme précédent, E contient un ensemble parfait F' qui
vérifie la condition de Carleson. Soit alors y une mesure continue a support
inclu dans F' et T}, 'opérateur défini en (24). T}, est une contraction dont le
spectre est inclu dans F, et on montre en utilisant le lemme 2 de [2] que

1T, = O(esﬁ) (n — +00) pour tout £ > 0.

Maintenant on conclut par des arguments bien connus (voir [9]) que
limy,—, oo |7, ™[] = 400, et donc que T, n’est pas unitaire. Puis on déduit
du théoreme 6.4 de [6] que T,™ = O(n') (n — +00) n’est satisfait pour
aucunréel t > 0. m
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