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�_ ¢¡=£'¤K¥I¦I§)¡�¨t¤¢ �©«ªR¬j­ e�b¯®±°)²R³ ¬j­�´jµ
­ c ­q¶ ³ ´ e ´·­qµ bdcW³�°
b ¶ ³ µ °¹¸Yº1» ­ e�c�b¯® ´j¼¯­

e ¶ ¸½º ¶ b¯¾ ­ ¸¿e ´j´jµ °Ge#» ¬ ³�° ¬ b¯À ¬j­qµ ° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄE°)²RÂ·°#³ ¬ÇÆ °)Â·° ¼¯­_È e ¶ ¸É�Ê ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c�° ¶ c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸�À µ °)º ´ cqË ª{¬j­ c ­ À µ °)º ´ c µ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³Ìe ¼ e µ À ­ ²;e�®�b ¼ ÄÍ°)²
¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�À ­ °)® ­ ³ µ b ­ c_Î1Ï ¬ bd» ¬ e ¼ c
°�b ¶ » ¼ º1¸ ­ÑÐ º1» ¼ bd¸ ­ e ¶ c ´ e#» ­ cWÒÃÓ�Ô'Õ!Ë4Ö1° µ b ¶ c@³oe ¶ » ­ Î
³ ¬j­9×�­ bdc ­q¶ Â ­qµ À�À µ °)º ´ bdc�e{Ï ­q¼¯¼GØ�¶ °�Ï ¶Ù­_Ú e�® ´j¼¯­ °)²1e ¶ ° ¶ »_°)®�®ÑºY³oe'³�b È2­ c@³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸
À µ °)º ´ Ò Û�Ü'Õ!Ëª{¬j­ » ¼ e#c�c
bd»=e ¼4¶ °#³�b¯° ¶ c�°)² Æ °)Â·° ¼¯­_È ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c9e ¶ ¸«°)²¢²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c�Ï�bÃ³ ¬ Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸È e µ b�e'³�b¯° ¶¿­_Ú ³ ­q¶ ¸½³�°Ý³ ¬j­ À ­q¶j­qµ e ¼ »_° ¶ ³ ­_Ú ³Þ°)²�c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸[À µ °)º ´ c«e#cW²t° ¼¯¼ °�Ï�cqËIß ­
»_° ¶ c
bd¸ ­qµI¼¯­ ²�³Ib ¶GÈ e µ b�e ¶ ³ È2­ »�³�° µ ¾ ­q¼ ¸jc X1, . . . ,Xm e ¶ ¸àÏ ­ cfeqÄ�³ ¬ e'³�e ¼ °¹»=e ¼¯¼ ÄÌc
ºj®«á
®�e�Â ¼¯­ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ u ° ¶ e ¶ ° ´·­q¶ c�ºjÂ1c ­ ³ Ω °)²Keàc@³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸âÀ µ °)º ´ G ¬ e#cRã�ä
å�æ#ç¹è·éGêféë#ì�í�î.ì#ï;î æ�èÇb¯²{bÃ³fcÙ¸Ybdc�³ µ b¯ÂjºY³�b¯° ¶ e ¼ ¸ ­qµ b È e'³�b È2­ Xju bdcWeð¾ ¶ bÃ³ ­�ñ e#¸Y° ¶ ® ­ e#c�º µ
­ ²t° µ­_È2­qµ Ä j = 1, . . . ,m Ë�ò%²Ìe ¼¯¼ ¸Ybdc@³ µ b¯ÂjºY³�b¯° ¶ e ¼ ¸ ­qµ b È e'³�b È2­ c Xj1 · · ·Xjpu e µ
­ ® ­ e'á
c
º µ
­ c9²t° µ�­_È2­qµ Ä p ≤ k e ¶ ¸ js ∈ {1, . . . ,m} ²t° µ�­_È2­qµ Ä s = 1, . . . , p ÎG³ ¬j­q¶ Ï ­ cfeqÄ
³ ¬ e'³ u ¬ e#cWãàä
å�æ�ç¹è¢é2êoé k á ë#ì�í�î.ì#ï;î æ�è1ÎCe ¶ ¸
Ï µ bÃ³ ­ u ∈ BVk

H(Ω) Ë ª{¬j­�× á Æ °)Â·° ¼¯­_È
c ´ e#» ­ W k,p

H (Ω) bdcÙ¸ ­ ¾ ¶j­ ¸½b ¶ e ¶ e ¼ °)À)°)º1cÙÏ�eqÄ¢óN³ ¬j­ » ­q¶ ³ µ e ¼�µ ° ¼¯­�´j¼ eqÄ ­ ¸,ÂGÄô³ ¬j­È2­ »�³�° µ ¾ ­q¼ ¸jc Xj bdc�³ ¬j­q¶ » ¼¯­ e µ ËNò ¶ ²;e#»�³=Î·³ ¬j­ ÄÝc ´ e ¶ ³ ¬j­ ¾ µ c@³ ¼ eqÄ ­qµ °)²V³ ¬j­ c�³ µ e'³
áb¯¾ ­ ¸?e ¼ À ­ Â µ eMe ¶ ¸QÄ¹b ­q¼ ¸õ³ ¬j­ À ­ °)® ­ ³ µ Äõ°)²Ì³ ¬j­ À µ °)º ´ Î�¸ ­ ¾ ¶ b ¶ ÀÇ³ ¬j­ c�°#á%»=e ¼¯¼¯­ ¸ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ Ä�¸Ybdc�³oe ¶ » ­ `;c ­q­ÑÆ�­ »�³�b¯° ¶ ÓàÂ ­q¼ °�Ï�goË
ò ¶ ° µ ¸ ­qµ ³�°�c�³oe'³ ­ °)º µ�µ
­ c�º ¼ ³fcqÎ�Ï ­ b ¶ ³ µ °¹¸Yº1» ­ ³ ¬j­{¶ °#³�b¯° ¶ °)²Iù Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ á

bÃ³ÅÄW°)²1° µ ¸ ­qµ k úfË#ò ¶ ³ ¬j­RÐ º1» ¼ bd¸ ­ e ¶ »_° ¶ ³ ­_Ú ³�³ ¬ bdc�¸ ­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ À)° ­ c�Â4e#» Ø ³�° ö e ¼ ¸ ­qµ
û)¶
e ¶ ¸
ü4Ä¹À)®Ñº ¶ ¸[Ò�ý�Õ!ÎIÒ�Ô�Õ!Ë·þÿ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ u ∈ Lploc(Ω) bdc�c�e�bd¸ð³�°âÂ ­ Lp é î � ê í ê_è ï;î.ì å��¯ê
æ��Ùæ í é2ê í k e'³ x ∈ Ω b¯²K³ ¬j­qµ
­à­_Ú bdc�³fc�e ´ ° ¼ Ä ¶ °)®âb�e ¼ P[x] °)² ¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1c�¸ ­ À µ
­q­¼¯­ c�cR³ ¬ e ¶ ° µ�­�� º4e ¼ ³�° k c
º1» ¬ ³ ¬ e'³
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`�Ó�g ( �

Bx,r

|u(y)− P[x](y)|p dy
)1/p

= o(rk) e#c r → 0+.

ªR¬j­ e ¶ bdc
°#³ µ ° ´ Ä�°)²�c@³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸
À µ °)º ´ c µ
­�� ºjb µ
­ c�³ ¬j­Ñ¶ °#³�b¯° ¶ °)² ¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1cà¸ ­ á
À µ
­q­ °)²�e ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ Î�Ï ¬ bd» ¬ e�®�°)º ¶ ³fcW³�°�³oe Ø)­ b ¶ ³�°,e#»q»_°)º ¶ ³Þ³ ¬j­ ù%Ï ­ b¯À ¬ ³�ú�°)²­_È2­qµ Ä½»_°�° µ ¸Yb ¶ e'³ ­ `;c ­q­ Æ ºjÂ1c ­ »�³�b¯° ¶ Ó#Ë�Ü)goË ªR¬j­â´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ P[x] bdcÌº ¶ b � º ­q¼ Ä[¸ ­ á¾ ¶j­ ¸Ee ¶ ¸,bÃ³WbdcÙ»=e ¼¯¼¯­ ¸,³ ¬j­ ù Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ °)² u °)²9° µ ¸ ­qµ k úfË���°#³ ­ ³ ¬ e'³ ­_È2­qµ Ä
²tº ¶ »�³�b¯° ¶ u Ï ¬ bd» ¬ bdc Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ °)²�° µ ¸ ­qµ k e'³ x ∈ Ω c�e'³�bdc
¾ ­ cR³ ¬j­Ì­�� ºjb È á
e ¼¯­q¶ ³�»_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶

`!Ü)g lim
r→0+

�

Bx,r

( |u(y)− P[x](y)|
%(x, y)k

)p
dy = 0,

e#c�Ï ­ c ¬ °�Ï�b ¶��K­ ®�®�e�Ó#ËdÓ=ý¹ËNò!³àbdc�Ï ­q¼¯¼�Ø�¶ °�Ï ¶ ³ ¬ e'³ Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ
³�º µ
¶ c
°)ºY³ð³�°EÂ ­ ³ ¬j­ ¶ e'³�º µ e ¼ »_° ¶ » ­q´ ³ð³�°¿c�³�º1¸¹Äõ¾ ¶j­ô´jµ ° ´·­qµ ³�b ­ cð°)²Ù²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c Ï�bÃ³ ¬
Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸ È e µ b�e'³�b¯° ¶ e ¶ ¸ Æ °)Â·° ¼¯­_È ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cWb ¶½Ð º1» ¼ bd¸ ­ e ¶ c ´ e#» ­ cqËIò ¶ ³ ¬ bdcÙ»=e#c ­
Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ¿e ¶ ¸Ee ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³�b¯° ¶ ³ ¬j­ ° µ
­ ®âcW²t° µ«Æ °)Â·° ¼¯­_È ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c«»=e ¶
Â ­ ²t°)º ¶ ¸�²t° µ b ¶ c@³oe ¶ » ­ b ¶ Ò�Ü�Õ!Î8Ò Û)ÕÃ÷¢Ò�Ô�Õ!ÎNÒÃÓ	�'Õ!ó¹c ­q­ e ¼ c
°ðÒ Û1Ó�Õ!ÎNÒ ÛGý'ÕKe ¶ ¸â³ ¬j­�µ
­ ² ­qµ
­q¶ » ­ c
³ ¬j­qµ
­ b ¶ Ë

a µ
­_È b¯°)º1c µ
­ c
º ¼ ³fc�° ¶Ý¬ b¯À ¬j­qµ ° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄÍb ¶ c@³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸ÝÀ µ °)º ´ c�»=e ¶
Â ­ ²t°)º ¶ ¸Eb ¶ ÒÃÓ�Õ!Ë ª{¬j­ b¯® ´ ° µ ³oe ¶ » ­ °)² ¬ b¯À ¬j­qµ ° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ¿c@³ ­ ®âcÑ²t° µ
b ¶ c�³oe ¶ » ­ ² µ °)® ³ ¬j­ôµ
­ » ­q¶ ³Íb ¶ ³ ­qµ
­ c�³ðb ¶ c@³�º1¸¹Ä¹b ¶ ÀMc ­ »_° ¶ ¸ ° µ ¸ ­qµ ´ °)b ¶ ³ÅÏ�bdc ­ ¸Yb¯²�á
² ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄQ°)² × á%»_° ¶GÈ2­_Ú ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ côÒÃÓ�
'Õ!Î�Ò�Ü'Û#Õ!Î�Ò�Ü#ý'Õ!Î�Ò�
�Û#Õ!Î�Ò�
)ý'Õ!Ë ª{¬j­�´jµ
­ c ­q¶ ³´ e ´·­qµ »=e ¶ Â ­ ³ ¬ °)ºjÀ ¬ ³ °)²âe#côe ¸ ­_È2­q¼ ° ´ ® ­q¶ ³ô°)²�ÒÃÓ_Õ!ó�Ï ­[­_Ú ³ ­q¶ ¸�³ ¬j­E´jµ
­_È bÃá
°)º1c µ
­ c
º ¼ ³fcðe#¸Y° ´ ³�b ¶ ÀÇe½c
b¯® ´j¼¯­qµ e ´j´jµ °Ge#» ¬ Ï ¬ bd» ¬ e ¼ c�°Çe ´j´j¼ b ­ c�³�° × á Æ °)Â·° ¼¯­_È
²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cqË ×�­qµ
­ Ï ­ ¸Y° ¶ °#³Ñº1c ­ ®�e Ú b¯®�e ¼ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c«e ¶ ¸ ñ e#¸ ­ ®�e#» ¬j­qµ�
 cÙ³ ¬j­ °#áµ
­ ®ÍË�� ¶ ³ ¬j­ »_° ¶ ³ µ e µ Ä2ÎKe#c�e«ÂGÄ ´jµ °¹¸Yº1»�³à°)²�°)º µ�µ
­ c�º ¼ ³fcàe ¶ ¸�°)² �N­ ®â®�e�
¹ËdÓ#Ë���b ¶
ÒÃÓ=ý�Õ!ÎCÏ ­ e ¼ c�° ´jµ ° È bd¸ ­ e ¶ °#³ ¬j­qµÞ´jµ °�°)²�°)² ñ e#¸ ­ ®�e#» ¬j­qµ�
 cÑ³ ¬j­ ° µ
­ ®±° ¶ c@³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸
À µ °)º ´ cqË

��º µ ¾ µ c@³R° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ�³ ¬j­ ° µ
­ ® bdc{c@³oe'³ ­ ¸ðe#c9²t° ¼¯¼ °�Ï�c_Ë �K­ ³ u : Ω →
R Â ­ eÞ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ °)² × á!Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸ È e µ b�e'³�b¯° ¶ e ¶ ¸ ¼¯­ ³ β = Q/(Q− 1) ÎjÏ ¬j­qµ
­ Q bdc
³ ¬j­�× e�º1c�¸Y° µ Á�¸Yb¯® ­q¶ c�b¯° ¶ °)²1³ ¬j­ À µ °)º ´ Ë ªR¬j­q¶ u bdc�e¹Ë ­ Ë Lβ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ e ¶ ¸ÞbÃ³fc
¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ »_° µ
µ
­ c ´ ° ¶ ¸jc9³�°Ñ³ ¬j­ ¸ ­q¶ c�bÃ³ÅÄ�°)² DHu

a ÎGÏ ¬ bd» ¬ bdc�³ ¬j­ e�Â1c
° ¼ ºY³ ­q¼ Ä�»_° ¶ á
³�b ¶ ºj°)º1c ´ e µ ³�°)²�³ ¬j­ ³ ¬j­ ® ­ e#c
º µ
­ DHu `;c ­q­ÑÆ�­ »�³�b¯° ¶ ÓÌ²t° µ�´jµ
­ »_bdc ­ ¸ ­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ cfgoËªR¬j­ÑÐ º1» ¼ bd¸ ­ e ¶
È2­qµ c
b¯° ¶ °)²V³ ¬ bdc µ
­ c
º ¼ ³ ¬ e#c�Â ­q­q¶ ¾ µ c�³ ´jµ ° È2­ ¸
ÂGÄ ö e ¼ ¸ ­qµ
û)¶ e ¶ ¸
ü4Ä¹À)®Ñº ¶ ¸ Ò�ý'ÕÌ`;c ­q­ e ¼ c
°ôÖ ­ ¸ ­qµ
­qµ�
 c ´jµ °�°)²�b ¶¿ª{¬j­ ° µ
­ ®±ÛjË���Ë��j`!Ü#ý2gW°)²WÒÃÓ=ý'Õ�goËVÖ�b µ c�³
° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ µ
­ c�º ¼ ³fcà²t° µÙÆ °)Â·° ¼¯­_È ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c�Ï�bÃ³ ¬ 1 < p < ∞ e µ
­ e ¼ áµ
­ e#¸¹Ä Ø�¶ °�Ï ¶ b ¶ ³ ¬j­ À ­q¶j­qµ e ¼ c ­ ³
³�b ¶ À�°)²�¸Y°)ºjÂ ¼ b ¶ Àâ® ­ ³ µ bd»Ùc ´ e#» ­ c�e#¸Y®�bÃ³
³�b ¶ À�³ ¬j­
a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄÇÒ�
'Õ!Ë���º µ ® ­ ³ ¬ °¹¸�²t° µ ¾ µ c�³à° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ e ¼ c
°Íe ´ á´j¼ b ­ c{³�° Æ °)Â·° ¼¯­_È ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c�²t° µ e ¶ Ä p ≥ 1 Ë ªR¬j­ ®�e�b ¶ ² ­ e'³�º µ
­ cR°)²I°)º µ e ´j´jµ °Ge#» ¬
»_° ¶ c
bdc@³Wb ¶ ³ ¬j­ º1c ­ °)²�³ ¬j­�Æ °)Â·° ¼¯­_È ÷�a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄQ`��2g�e ¶ ¸ ³ ¬j­ c�°#á%»=e ¼¯¼¯­ ¸
ù µ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe'³�b¯° ¶ ²t° µ ®Þº ¼ e�úfÎ¢c�³oe'³ ­ ¸ e#c�²t° ¼¯¼ °�Ï�cqË ªR¬j­qµ
­Ñ­_Ú bdc�³fc�e�¸Yb¯® ­q¶ c
b¯° ¶ e ¼ »_° ¶ á
c�³oe ¶ ³ C c
º1» ¬ ³ ¬ e'³�²t° µ�­_È2­qµ Äð²tº ¶ »�³�b¯° ¶ u b ¶ C∞(Ω) e ¶ ¸ ­_È2­qµ Äð° ´·­q¶ Â4e ¼¯¼ Bx,2r
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»_°)® ´ e#»�³ ¼ ÄÍ»_° ¶ ³oe�b ¶j­ ¸ðb ¶ Ω Î1³ ¬j­à´ °)b ¶ ³ÅÏ�bdc ­Ù­ c@³�b¯®�e'³ ­

`�
2g |u(x)− uBx,r | ≤ C
�

Bx,r

|∇Hu(y)|
%(x, y)Q−1

dy

¬ ° ¼ ¸jcqÎYÏ ¬j­qµ
­ % bdc9³ ¬j­ ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ ÄÍ¸Ybdc�³oe ¶ » ­ `;c ­q­WÆ�­ »�³�b¯° ¶ Ó�²t° µ ®�° µ
­
¸ ­ ³oe�b ¼ cogoË ªR¬ bdc�²t° µ ®Ñº ¼ e�° ¶ c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸ôÀ µ °)º ´ c ¬ e#c�Â ­q­q¶ ´jµ ° È2­ ¸ôÂGÄ � ºMÒ�
YÓ_Õ�`;c ­q­
e ¼ c
°�ÒÃÓ�
�Õ!ÎCÒÃÓ���Õ!ÎCÒÃÓ��'Õ�e ¶ ¸½Ò�
 ��Õ�goËª{¬j­ »_° µ
­ °)²�³ ¬j­�´jµ
­ c ­q¶ ³ ´ e ´·­qµÙ´·­qµ ³oe�b ¶ cà³�° ¬ b¯À ¬j­qµ ° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ2Î
Ï ¬ bd» ¬M´ °2c ­ c ¶ ° È2­q¼ ¸Yb��â»_º ¼ ³�b ­ cqÎ�¸Yº ­ ³�° ³ ¬j­Í¶ ° ¶ »_°)®�®ÞºY³oe'³�b È bÃ³ÅÄÇ°)²�³ ¬j­ÍÈ2­ »�³�° µ
¾ ­q¼ ¸jc X1, . . . ,Xm Ë1ò ¶ ²;e#»�³=Îj³ ¬j­ » ¬ e µ e#»�³ ­qµ b���e'³�b¯° ¶ °)²I³ ¬j­ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ P[x] b ¶ `�Ó�g
º1c
b ¶ ÀÇ¸Ybdc@³ µ b¯ÂjºY³�b¯° ¶ e ¼ ¸ ­qµ b È e'³�b È2­ c °)² u µ
­�� ºjb µ
­ cÍe,Â4e#c
bdc�°)² ¼¯­ ²�³ b ¶GÈ e µ b�e ¶ ³Í¸Yb¯²�á
² ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ cÑ° ¶ G Ë É Ä ³ ¬j­ aI°)b ¶ »=e µ
ø ÷ É b µ
Ø�¬ °)Á4÷2ßõbÃ³
³«³ ¬j­ ° µ
­ ® ° ¶j­ »=e ¶­_Ú¹´j¼ bd»_bÃ³ ¼ ÄQ»_° ¶ c�³ µ º1»�³ðc
º1» ¬ e Â4e#c
bdcâÂGÄMbÃ³ ­qµ e'³ ­ ¸õ»_°)® ´ °2c
bÃ³�b¯° ¶ c�°)² X1, . . . ,Xm Îc ­q­q¶ e#c�¾ µ c�³ ° µ ¸ ­qµ ¼¯­ ²�³ b ¶GÈ e µ b�e ¶ ³Í¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ c_Ë�þ�c e[»_° ¶ c ­�� º ­q¶ » ­ Î
a µ ° ´ °2c
bÃ³�b¯° ¶ 
¹ËdÓ ´jµ ° È bd¸ ­ câe
» ¬ e µ e#»�³ ­qµ b���e'³�b¯° ¶ °)² P[x] Ë ªR¬ bdc ´jµ ° ´ °2c
bÃ³�b¯° ¶Ç´j¼ eqÄYc
eð» µ º1»_b�e ¼�µ ° ¼¯­ b ¶ ³ ¬j­ e µ À)ºj® ­q¶ ³WÂGÄôb ¶ ¸Yº1»�³�b¯° ¶ Ï ¬ bd» ¬ »_° ¶j¶j­ »�³fcW¾ µ c@³W° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯²�á
² ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ ³�° ¬ b¯À ¬j­qµ ° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ2ËKß ­ c ¬ °�Ï�³ ¬ e'³ ­_È2­qµ Ä
²tº ¶ »�³�b¯° ¶
u ∈ BVk

H(Ω) bdc L1 ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ °)²{° µ ¸ ­qµ k e ¶ ¸ ³ ¬ e'³Wb ¶ ³ ¬j­ »=e#c ­ k < Q bÃ³
bdc Lγ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ °)²�³ ¬j­ c�e�® ­ ° µ ¸ ­qµ Î8Ï ¬j­qµ
­ γ = Q/(Q − k) Ë8ò ¶ Ð º1» ¼ bd¸ ­ e ¶
c ´ e#» ­ c9³ ¬ bdc µ
­ c
º ¼ ³R¾Y³fc{b ¶ ªR¬j­ ° µ
­ ® Ó2`�btg�°)²�ÒÃÓ	�'Õ!Ë ��°#³ ­ ³ ¬ e'³9³ ¬j­àÐ º1» ¼ bd¸ ­ e ¶ð´jµ °�°)²
°)²àÒÃÓ	�'Õ�º1c ­ cÙ®�b ¶ b¯®�b��qb ¶ À ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ cqÎKÏ ¬ bd» ¬ c
ºjbÃ³oe�Â ¼ Ä µ
­q´j¼ e#» ­ ³ ¬j­�ª eqÄ ¼ ° µÙ­_Ú á´ e ¶ c
b¯° ¶ °)²C³ ¬j­ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ Î ¬j­q¶ » ­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ À�eÞ»_°)® ´j¼¯­ ³ ­q¼ Äð¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�e ´j´jµ °Ge#» ¬ Ë·ò ¶
e ¶ e ¼ °)À)°)º1c�Ï�eqÄ2Î1Ï ­Ì´jµ ° È2­ ³ ¬ e'³ ­_È2­qµ ÄÍ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ u b ¶ W k,p

H (Ω) bdc�e¹Ë ­ Ë Lp ¸Yb¯Á ­qµ á­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ °)²�° µ ¸ ­qµ k e ¶ ¸
³ ¬ e'³àb ¶ ³ ¬j­ »=e#c ­ kp < Q bÃ³àbdcàe¹Ë ­ Ë Lη ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ Î
Ï ¬j­qµ
­ η = Qp/(Q− kp) Ë

ÖIb ¶ e ¼¯¼ Ä2Î�Ï ­ À)b È2­ eÍÂ µ b ­ ²�° È2­qµ�È b ­ Ï °)²{³ ¬j­�´jµ
­ c ­q¶ ³ ´ e ´·­qµ Ë Æ�­ »�³�b¯° ¶ ÓâbdcÞ¸ ­ áÈ °#³ ­ ¸ ³�° ´jµ
­q¼ b¯®�b ¶ e µ Ä ¶ °#³�b¯° ¶ c e ¶ ¸ Â4e#c
bd»Í³�°�° ¼ c�º1c ­ ¸ b ¶ ³ ¬j­ c
ºjÂ1c ­�� º ­q¶ ³ðc ­ »�á
³�b¯° ¶ cqË4ß ­Ù´jµ ° È2­ �K­ ®�®�eðÓ#ËdÓ=ý�e ¶ ¸ÍÏ ­ À)b È2­ eâc�b¯® ´j¼¯­ e µ À)ºj® ­q¶ ³ ¼¯­ e#¸Yb ¶ À�³�°â³ ¬j­Ø)­ Ä ­ c@³�b¯®�e'³ ­ cÌ`!Ü�
2g{e ¶ ¸ `!Ü¹Ó�goË1ò ¶ÍÆ�­ »�³�b¯° ¶ ÜÌÏ ­�´jµ ° È2­ ³ ¬j­ c
ºjÂYá ñ b ­ ®�e ¶j¶ b�e ¶ È2­qµ á
c
b¯° ¶ °)²¢³ ¬j­ Ï ­q¼¯¼4Ø�¶ °�Ï ¶ ö e ¼ ¸ ­qµ
û)¶ ÷Yü4Ä¹À)®Þº ¶ ¸�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄâ°)²8²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c�Ï�bÃ³ ¬
Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸ È e µ b�e'³�b¯° ¶ Ëjþ�c9eàÂGÄ ´jµ °¹¸Yº1»�³{°)²N°)º µ ¾ µ c@³{° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ µ
­ c
º ¼ ³fc_Î
Ï ­ À)b È2­ e ¶ °#³ ¬j­qµW´jµ °�°)²{°)²9³ ¬j­�ñ e#¸ ­ ®�e#» ¬j­qµ ³ ¬j­ ° µ
­ ® ° ¶ c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸½À µ °)º ´ cqË�ò ¶Æ�­ »�³�b¯° ¶ 
�Ï ­�´jµ ° È2­�¬ b¯À ¬j­qµ ° µ ¸ ­qµ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ�°)²8²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c9b ¶ BVk

H(Ω) e ¶ ¸
b ¶ W k,p

H (Ω) Ë
� §��N C¤������¹¥����� !�¹ ·¡#"#© ò�e�® À ¼ e#¸Þ³�°à³ ¬ e ¶jØ%$ e ¶ b ­q¼¯­'& ° µ Âjbd¸ ­q¼¯¼ b4²t° µ e�² µ ºjbÃ³
á

²tº ¼ ¸Ybdc�»_º1c
c
b¯° ¶ ¸Yº µ b ¶ À�³ ¬j­ ù%ß,° µ
Ø c ¬ ° ´ ° ¶ þ ¶ e ¼ ÄYc�bdc�e ¶ ¸)( ­ °)® ­ ³ µ ÄÍb ¶ ö e µ
¶ °#³�÷ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ Äôc ´ e#» ­ c@ú ¬j­q¼ ¸ e'³àþ µ
Ø e ¶ c�e#c+* ¶ b È2­qµ c�bÃ³ÅÄ
° ¶)& e µ » ¬ Ô�á,�'³ ¬ ÎIÜ�
-
 
¹ËNò
e ¼ c
°â³ ¬ e ¶jØ ³ ¬j­ ° µ ÀGe ¶ b�� ­qµ � º1»=e ö e ´ °)À ¶ e�²t° µ�¬ bdc Ø b ¶ ¸Ýb ¶GÈ bÃ³oe'³�b¯° ¶ ËNò!³�bdc�e ´j¼¯­ e'á
c
º µ
­ ³�° ³ ¬ e ¶jØ � ºjb¯À)bVþ�®ÑÂ µ °2c
b¯°�²t° µà¬ bdc È e ¼ º4e�Â ¼¯­ c�ºjÀ)À ­ c�³�b¯° ¶ cqËCòRÏ�bdc ¬ ³�°�³ ¬ e ¶jØ
(�b¯° È e ¶j¶ bÌþ ¼ Â ­qµ ³�bÌe ¶ ¸/.Ge ¶0& e ¼21 ²t° µ »=e ¼¯¼ b ¶ ÀÇ®WÄQe'³
³ ­q¶ ³�b¯° ¶ ³�° $ ° µ
µ ° ¶ c�° µ ° 
 c´ e ´·­qµ Ë
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� ©��à£#����¨  ½¨� ��1£�¨���"#© þ�� ï;í�ì#ï;î 	 êfé�
 í æ�ç
�Ùbdc�e�c
b¯® ´j¼ ÄÞ»_° ¶j¶j­ »�³ ­ ¸ ¶ b ¼¯´ °#³ ­q¶ ³ � b ­

À µ °)º ´ G ­q¶ ¸Y°�Ï ­ ¸ÍÏ�bÃ³ ¬ e«À µ e#¸ ­ ¸ � b ­ e ¼ À ­ Â µ e G ÎjÏ ¬ bd» ¬ bdc�¸ ­ »_°)® ´ °2c ­ ¸Ýb ¶ ³�° e
¸Yb µ
­ »�³�c
ºj® °)²Cc�ºjÂ1c ´ e#» ­ c Vj c
ºjÂ�� ­ »�³9³�°W³ ¬j­ »_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶ Vj+1 = [Vj , V1] ²t° µ9­_È2­qµ Ä
j ∈ N \ {0} ÎVe ¶ ¸ Vj = {0} Ï ¬j­q¶j­_È2­qµ j bdcÑÀ µ
­ e'³ ­qµ ³ ¬ e ¶ e ´ °2c�bÃ³�b È2­ b ¶ ³ ­ À ­qµ Ë
ß ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ÂGÄ ι ³ ¬j­ ®�e Ú b¯®Ñºj® b ¶ ³ ­ À ­qµ c
º1» ¬ ³ ¬ e'³ Vι 6= {0} e ¶ ¸ðÏ ­ »=e ¼¯¼ bÃ³�³ ¬j­è î � �jæ ï ê_è��fê�é2ê�
 í êfê�° µ ³ ¬j­ � ï ê��Ì°)²4³ ¬j­ À µ °)º ´ Ë ñ�­ »=e ¼¯¼ ³ ¬ e'³�²t° µ e µ ÂjbÃ³ µ e µ Ä«c
ºjÂ1c ´ e#» ­ c
V,W ⊂ G Ï ­ ¸ ­ ¾ ¶j­ [V,W ] = span{[X,Y ] | X ∈ V, Y ∈W} Ëª{¬j­ e#c
c
ºj® ´ ³�b¯° ¶ ³ ¬ e'³ G bdcàc
b¯® ´j¼ Ä
»_° ¶j¶j­ »�³ ­ ¸½e ¶ ¸ ¶ b ¼¯´ °#³ ­q¶ ³ ­q¶ c�º µ
­ c�³ ¬ e'³
³ ¬j­ ­_Ú¹´ ° ¶j­q¶ ³�b�e ¼ ®�e ´ exp : G → G bdcðeE¸Yb¯Á ­ °)®�° µ
´j¬ bdc�®ÝË ªR¬j­ À µ e#¸Yb ¶ ÀÇ°)²
G e ¼¯¼ °�Ï�câº1c�³�°[¸ ­ ¾ ¶j­ ¸Yb ¼ e'³�b¯° ¶ c�° ¶ ³ ¬j­ À µ °)º ´ Î9b.Ë ­ Ë�®�e ´ c δt : G → G Ï�bÃ³ ¬
δt(
∑ι

j=1 vj) =
∑ι

j=1 t
jvj ÎjÏ ¬j­qµ
­ t > 0 e ¶ ¸ ∑ι

j=1 vj ∈ G bdcR³ ¬j­ º ¶ b � º ­Ùµ
­q´jµ
­ ác ­q¶ ³oe'³�b¯° ¶ °)²�e È2­ »�³�° µ °)² G Ï�bÃ³ ¬ vj ∈ Vj ²t° µ�­_È2­qµ Ä j = 1, . . . , ι Ë ªR¬ bdc ¶ °#³�b¯° ¶ °)²
¸Yb ¼ e'³�b¯° ¶ bdcR®�°#³�b È e'³ ­ ¸ðÂGÄ�³ ¬j­ ²;e#»�³R³ ¬ e'³�³ ¬j­ »_°)® ´ °2c
bÃ³�b¯° ¶ exp ◦ δt ◦ ln : G→ G
bdc�eÞÀ µ °)º ´Ý¬ °)®�°)®�° µ
´j¬ bdc
®ÍÎjÏ ¬j­qµ
­ ln = exp−1 Ëjß ­ Ï�b ¼¯¼ º1c ­ ³ ¬j­ cfe�® ­ c@Ä¹®ÞÂ·° ¼
³�°Í¸ ­q¶ °#³ ­ ¸Yb ¼ e'³�b¯° ¶ càÏ ¬ bd» ¬ e µ
­«µ
­ e#¸ô° ¶ ³ ¬j­ À µ °)º ´ Ë ª{¬j­ º ¶ ¸ ­qµ
¼ Ä¹b ¶ ÀÝ® ­ ³ µ bd»Þ°)²
³ ¬j­ À µ °)º ´ bdcWe ¼¯­ ²�³Wb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³ ñ b ­ ®�e ¶j¶ b�e ¶ ® ­ ³ µ bd» g c
º1» ¬ ³ ¬ e'³Ù³ ¬j­ c
ºjÂ1c ´ e#» ­ c
Vj e µ
­ ° µ ³ ¬ °)À)° ¶ e ¼ ³�° ­ e#» ¬ °#³ ¬j­qµ ËGß ­ Ï�b ¼¯¼ e ¼ Ï�eqÄYc µ
­ ² ­qµ ³�°Ì³ ¬j­ c ­ ® ­ ³ µ bd»qcqÎ�»=e ¼¯¼¯­ ¸
 í�ì éGêfé���ê ï;íoî ���oË ª{¬j­àñ b ­ ®�e ¶j¶ b�e ¶�È ° ¼ ºj® ­ ° ¶ G À)b È2­q¶ ÂGÄ�eÙÀ µ e#¸ ­ ¸�® ­ ³ µ bd»�Ï�b ¼¯¼
Â ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ¸QÂGÄ vg Ë�ò!³�bdc�» ¼¯­ e µ ³ ¬ e'³ vg bdc ¼¯­ ²�³�b ¶GÈ e µ b�e ¶ ³=Î ¬j­q¶ » ­ bÃ³�bdc�e × e)e µ® ­ e#c
º µ
­ °)²V³ ¬j­ À µ °)º ´ ËNÖ1° µ�­ e#c ­ °)² ¶ °#³oe'³�b¯° ¶ Î¢Ï ­ Ï�b ¼¯¼ e ¼ c
°�Ï µ bÃ³ ­ vg(A) = |A| Î
Ï ¬j­qµ
­ A ⊂ G bdc�e,® ­ e#c
º µ e�Â ¼¯­ c ­ ³=Î{e ¶ ¸MÏ ­ Ï�b ¼¯¼ º1c ­ ³ ¬j­ c@Ä¹®ÞÂ·° ¼ dx Ï ¬j­q¶
b ¶ ³ ­ À µ e'³�b¯° ¶ bdcÞ»_° ¶ c�bd¸ ­qµ
­ ¸EÏ�bÃ³ ¬Eµ
­ c ´·­ »�³Þ³�°
³ ¬j­ðñ b ­ ®�e ¶j¶ b�e ¶[È ° ¼ ºj® ­ ® ­ e#c
º µ
­
vg Ë ªR¬j­ e È2­qµ e�À ­ ¸ b ¶ ³ ­ À µ e ¼ °)²Ñe[c
ºj®�®�e�Â ¼¯­ ®�e ´ u : A → R bdc�¸ ­ ¾ ¶j­ ¸?e#c
uA = � A u = |A|−1 � A u Ëª{¬j­ ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ Ä½¸Ybdc@³oe ¶ » ­ Â ­ ³ÅÏ ­q­q¶ ³ÅÏ9° ´ °)b ¶ ³fc x e ¶ ¸ x′ bdcà°)ÂYá
³oe�b ¶j­ ¸ðÂGÄ�³oe Ø b ¶ ÀÞ³ ¬j­ b ¶ ¾j®Þºj® °)²C³ ¬j­à¼¯­q¶ À#³ ¬ cR°)²�e�Â1c
° ¼ ºY³ ­q¼ Äð»_° ¶ ³�b ¶ ºj°)º1c�»_º µ�È2­ c
e¹Ë ­ ËR³oe ¶ À ­q¶ ³Ý³�°Ç³ ¬j­ ¬ ° µ b��q° ¶ ³oe ¼ c�ºjÂjÂjº ¶ ¸ ¼¯­ e ¶ ¸ »_° ¶j¶j­ »�³�b ¶ À x Ï�bÃ³ ¬ x′ Ë ªR¬j­¼¯­q¶ À#³ ¬ °)²�»_° ¶j¶j­ »�³�b ¶ À[»_º µ�È2­ c«bdc«»_°)® ´ ºY³ ­ ¸ÇÂGÄ¿e
À µ e#¸ ­ ¸Ç® ­ ³ µ bd» g Î ¬j­q¶ » ­ ³ ¬j­ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ ÄE¸Ybdc@³oe ¶ » ­ % bdc ¼¯­ ²�³Ùb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³Þe ¶ ¸,bÃ³ ¬ e#cà³ ¬j­ b¯® ´ ° µ ³oe ¶ ³
c�»=e ¼ b ¶ À ´jµ ° ´·­qµ ³ÅÄ %(δtx, δtx

′) = t%(x, x′) ÎIÏ ¬j­qµ
­ x, x′ ∈ G `;c ­q­ ²t° µ b ¶ c@³oe ¶ » ­
Ò�Ü �'Õ�goË¹ß ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ÂGÄ Bx,r ³ ¬j­ ° ´·­q¶ Â4e ¼¯¼ °)²I» ­q¶ ³ ­qµ x e ¶ ¸ µ e#¸Yb¯º1c r > 0 Ï�bÃ³ ¬ µ
­ á
c ´·­ »�³�³�°à³ ¬j­ ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ Ä�¸Ybdc�³oe ¶ » ­ Ë É e ¼¯¼ c�°)² µ e#¸Yb¯º1c r » ­q¶ ³ ­qµ
­ ¸�e'³�³ ¬j­
º ¶ bÃ³ ­q¼¯­ ® ­q¶ ³ e °)²·³ ¬j­ À µ °)º ´ Ï�b ¼¯¼ Â ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ¸�c�b¯® ´j¼ Ä«ÂGÄ Br Ë)ß ­ Ï�b ¼¯¼ ² µ
­�� º ­q¶ ³ ¼ Äº1c ­ ³ ¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ Àâc�»=e ¼ b ¶ À ´jµ ° ´·­qµ ³ÅÄ��
`�Û�g |Bx,r| = |B1|rQ

²t° µR­_È2­qµ Ä x ∈ G e ¶ ¸ðe ¶ Ä r > 0 Ë ª{¬j­ b ¶ ³ ­ À ­qµ Q bdc9³ ¬j­à× e�º1c�¸Y° µ Á
¸Yb¯® ­q¶ c�b¯° ¶ °)²
G Ï�bÃ³ ¬Wµ
­ c ´·­ »�³�³�°�³ ¬j­ ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ ÄÞ¸Ybdc�³oe ¶ » ­ e ¶ ¸WbÃ³�bdc�c@³ µ bd»�³ ¼ ÄÙÀ µ
­ e'³ ­qµ
³ ¬ e ¶ ³ ¬j­ ³�° ´ ° ¼ °)À)bd»=e ¼ ¸Yb¯® ­q¶ c
b¯° ¶ q °)²�³ ¬j­ À µ °)º ´ Ï ¬j­q¶j­_È2­qµ G bdc ¶ °#³Wþ�Â ­q¼ b�e ¶ Ë& ° µ
­ b ¶ ²t° µ ®�e'³�b¯° ¶ ° ¶ c@³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸ÍÀ µ °)º ´ cR»=e ¶ Â ­ ²t°)º ¶ ¸ð²t° µ b ¶ c�³oe ¶ » ­ b ¶ ÒÃÓ�Ü�Õ!ÎKÒÃÓ�Ô'Õ
e ¶ ¸½Ò Û�Ü'Õ!Ë
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ß ­ b ¶ ³ µ °¹¸Yº1» ­ ³ ¬j­�� æ í�î�� æ#è ï%ì ��� � ì �fê HpG = {X(p) | X ∈ V1} e'³ p ∈ G e ¶ ¸
»_° ¶ c
bd¸ ­qµ ³ ¬j­ ¸Ybdc �@°)b ¶ ³«º ¶ b¯° ¶ °)²�e ¼¯¼ ³ ¬j­ c ­ c
ºjÂ1c ´ e#» ­ cÑÏ�bÃ³ ¬ ³ ¬j­ µ
­q¼¯­_È e ¶ ³ È2­ »�³�° µ
Âjº ¶ ¸ ¼¯­ ³�° ´ ° ¼ °)À#Ä2Ë ª{¬ bdc�»_° ¼¯¼¯­ »�³�b¯° ¶ ²t° µ ®�cÞ³ ¬j­ c�°#á%»=e ¼¯¼¯­ ¸ � æ í�î�� æ#è ï%ì � �fç4å�å�ç¹è¢é �¯ê_Î
¸ ­q¶ °#³ ­ ¸�ÂGÄ HG Ë Æ ®�°�°#³ ¬ c ­ »�³�b¯° ¶ c9°)²8³ ¬j­�¬ ° µ b��q° ¶ ³oe ¼ c�ºjÂjÂjº ¶ ¸ ¼¯­ e µ
­ »=e ¼¯¼¯­ ¸ � æ í äî�� æ�è ï%ì � ë ê�� ï æ í 	 ê �¯é
�fËVß ­ e#c�c�ºj® ­ ³ ¬jµ °)ºjÀ ¬ °)ºY³�³ ¬j­ð´ e ´·­qµ ³ ¬ e'³ Ω bdcâe ¶ ° ´·­q¶
c
ºjÂ1c ­ ³�°)²�e�c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸�À µ °)º ´ G Ë ªR¬j­ c ´ e#» ­ °)²Vc
®�°�°#³ ¬Ý¬ ° µ b��q° ¶ ³oe ¼IÈ2­ »�³�° µ ¾ ­q¼ ¸jc
°)² Ω bdcÌ¸ ­q¶ °#³ ­ ¸ ÂGÄ Γ (HΩ) e ¶ ¸ô³ ¬j­ ° ¶j­ °)²9»_°)® ´ e#»�³ ¼ Ä c�º ´j´ ° µ ³ ­ ¸ ¬ ° µ b��q° ¶ ³oe ¼È2­ »�³�° µ ¾ ­q¼ ¸jc�ÂGÄ Γc(HΩ) Ë ��°#³ ­ ³ ¬ e'³{e ¬ ° µ b��q° ¶ ³oe ¼4È2­ »�³�° µ ¾ ­q¼ ¸ ϕ »=e ¶ Â ­ Ï µ bÃ³
³ ­q¶
e#c ∑m

j=1 ϕjXj Î1Ï ¬j­qµ
­ (X1, . . . ,Xm) bdc�eÞÂ4e#c
bdc�°)²�³ ¬j­ ¾ µ c�³ ¼ eqÄ ­qµ V1 ⊂ G Ë ªR¬j­
ãàä�é îtë ê í 
2ê_è��fêV°)² ϕ bdc�¸ ­ ¾ ¶j­ ¸�e#c ∑m

j=1Xjϕj e ¶ ¸�bÃ³�bdc�¸ ­q¶ °#³ ­ ¸âÂGÄ divH ϕ Ë ��°#³ ­³ ¬ e'³�³ ¬j­ ¸ ­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ °)² × á%¸Yb È2­qµ À ­q¶ » ­ ¸Y° ­ c ¶ °#³�¸ ­q´·­q¶ ¸Ñ° ¶ ³ ¬j­ » ¬ °)bd» ­ °)²1³ ¬j­ Â4e#c�bdc
°)² V1 Ë ª{¬j­ c ­«¶ °#³�b¯° ¶ cÙe ¼¯¼ °�Ï º1c�³�°ðb ¶ ³ µ °¹¸Yº1» ­ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cÌ°)²�Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸ È e µ b�e'³�b¯° ¶ c¶ e'³�º µ e ¼¯¼ Ä e#c
c
°¹»_b�e'³ ­ ¸�³�°�³ ¬j­ c
ºjÂYá ñ b ­ ®�e ¶j¶ b�e ¶ c@³ µ º1»�³�º µ
­ °)²�³ ¬j­ À µ °)º ´ `;c ­q­ Ò��'Õ!Î
Ò�Ü�
�ÕK²t° µ ®�° µ
­ b ¶ ²t° µ ®�e'³�b¯° ¶ goË

�����	��
���
�����
 Ó#ËdÓ�` × á É�Ê ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cog��Wß ­ cfeqÄ�³ ¬ e'³�eÌ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ u ∈ L1(Ω) bdc
eÞ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ °)² H á_å�æ�çYè·é2êoé ë#ì�í�î.ì#ï;î æ�è
`�²t° µ c ¬ ° µ ³=Î¢e ¶ ãàä���� �fç¹è�� ï;î æ#èNg9b¯²
|DHu|(Ω) := sup

{ �

Ω

u(x) divH ϕ(x) dx
∣∣∣ϕ ∈ Γc(HΩ), |ϕ| ≤ 1

}
<∞.

ß ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ÂGÄ BVH(Ω) e ¶ ¸ BVH,loc(Ω) ³ ¬j­ c ´ e#» ­ °)²N²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c9°)² × á!Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸È e µ b�e'³�b¯° ¶ e ¶ ¸ð°)² ¼ °¹»=e ¼¯¼ Ä × á!Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸ È e µ b�e'³�b¯° ¶ Î µ
­ c ´·­ »�³�b È2­q¼ Ä2Ë
É Ä�³ ¬j­�ñ b ­ c � µ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe'³�b¯° ¶ ³ ¬j­ ° µ
­ ®�Ï ­ À ­ ³C³ ¬j­�­_Ú bdc@³ ­q¶ » ­ °)²1e ¶ ° ¶j¶j­ ÀGe'³�b È2­ñ e#¸Y° ¶ ® ­ e#c
º µ
­ |DHu| e ¶ ¸W°)²·e É ° µ
­q¼ c ­ »�³�b¯° ¶ ν °)² HΩ c�º1» ¬ ³ ¬ e'³ |ν(x)| = 1 ²t° µ

|DHu| áÅe¹Ë ­ Ë x ∈ Ω Ë & ° µ
­ ° È2­qµ ²t° µ�­_È2­qµ Ä φ ∈ Γc(HΩ) ³ ¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ À�b ¶ ³ ­ À µ e'³�b¯° ¶
ÂGÄ ´ e µ ³fc�²t° µ ®Ñº ¼ e ¬ ° ¼ ¸jc �
` �)g �

Ω

u(x) divH φ(x) dx = −
�

Ω

〈φ, ν〉 d |DHu|.

ªR¬j­RÈ2­ »�³�° µ á È e ¼ º ­ ¸�® ­ e#c
º µ
­ ν |DHu| bdc�¸ ­q¶ °#³ ­ ¸�ÂGÄ DHu Ë ª{¬j­ c@Ä¹®ÑÂ·° ¼ c |DHu|ae ¶ ¸ |DHu|s c�³oe ¶ ¸ ²t° µ ³ ¬j­ e�Â1c�° ¼ ºY³ ­q¼ Ä,»_° ¶ ³�b ¶ ºj°)º1c ´ e µ ³Ñe ¶ ¸ô³ ¬j­ c�b ¶ À)º ¼ e µÙ´ e µ ³°)² |DHu| Î µ
­ c ´·­ »�³�b È2­q¼ Ä2Ë¢ß ­ e ¼ c
°�¸ ­ ¾ ¶j­ ³ ¬j­WÈ2­ »�³�° µ ® ­ e#c�º µ
­ c Da
Hu = ν |DHu|ae ¶ ¸ Ds

Hu = ν |DHu|s Ëª{¬j­ ¸ ­q¶ c�bÃ³ÅÄ[°)² Da
Hu Ï�bÃ³ ¬Eµ
­ c ´·­ »�³Ñ³�°
³ ¬j­ × e)e µ ® ­ e#c
º µ
­ °)²�³ ¬j­ À µ °)º ´ bdc

¸ ­q¶ °#³ ­ ¸½ÂGÄ ∇Hu ËCò ¶ °)º µ e µ À)ºj® ­q¶ ³fcÌÏ ­ Ï�b ¼¯¼ »_° ¶ c
bd¸ ­qµ ∇Hu e#cÙe ® ­ e#c
º µ e�Â ¼¯­È2­ »�³�° µ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ Ï�bÃ³ ¬ðÈ e ¼ º ­ c�b ¶ Rm Ë ª{¬ bdc�bdc ´ °2c
c
b¯Â ¼¯­ Ï ¬j­q¶j­_È2­qµ Ï ­Ìµ
­ ² ­qµ ³�°�e ¶
° µ ³ ¬ ° ¶ ° µ ®�e ¼ Â4e#c�bdc (X1, . . . ,Xm) °)² V1 Ë ��°#³ ­ ³ ¬ e'³«b¯² u bdcÑ°)²�» ¼ e#c
c C1 ÎI³ ¬j­q¶
∇Hu = (X1u, . . . ,Xmu) Ë

�����	��
���
�����
 Ó#Ë�Ü�` × á É�Ê k ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cog�� É Ä�b ¶ ¸Yº1»�³�b¯° ¶ ° ¶ k ≥ 2 Ï ­ c�eqÄ�³ ¬ e'³
e½® ­ e#c
º µ e�Â ¼¯­ ®�e ´ u : Ω → R

¬ e#cÝã�ä
åfæ�ç¹è¢é2êfé k ä ë#ì�í�î.ì#ï;î æ�è?`�²t° µ c ¬ ° µ ³=ÎRe ¶× á BVk �fç¹è � ï;î æ�èNg�b¯²9²t° µ e ¶ Ä i = 1, . . . ,m ³ ¬j­ ¸Ybdc@³ µ b¯ÂjºY³�b¯° ¶ e ¼ ¸ ­qµ b È e'³�b È2­ c Xiu



�
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e µ
­�µ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe�Â ¼¯­ ÂGÄ�²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c9Ï�bÃ³ ¬�× á!Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸ (k− 1) á È e µ b�e'³�b¯° ¶ Ë¹ß ­ ¸ ­q¶ °#³ ­
ÂGÄ BVk

H(Ω) ³ ¬j­ c ´ e#» ­ °)²Ve ¼¯¼C× á BVk ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cqË
�����	��
���
�����
 Ó#Ë�
Ç` × á Æ °)Â·° ¼¯­_È ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cfg��Þþ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ u ∈ Lp(Ω) Â ­q¼ ° ¶ À2c

³�° W k,p
H (Ω) b¯²N²t° µ e ¼¯¼ js ∈ {1, . . . ,m} e ¶ ¸ s = 1, . . . , k ³ ¬j­qµ
­�­_Ú bdc@³fc�eÌ²tº ¶ »�³�b¯° ¶

vj1,...,jk ∈ Lp(Ω) c
º1» ¬ ³ ¬ e'³
`.ý2g �

Ω

u(y)(Xj1 · · ·Xjkφ)(y) dy = (−1)k
�

Ω

vj1,...,jk(y)φ(y) dy

²t° µ�­_È2­qµ Ä φ ∈ C∞c (Ω) Î#Ï ¬j­qµ
­ (X1, . . . ,Xm) bdc�e ¶ ° µ ³ ¬ ° ¶ ° µ ®�e ¼ Â4e#c�bdc�°)² V1 Ë)ß ­
¸ ­q¶ °#³ ­ ÂGÄ W k,p

H,loc(Ω) ³ ¬j­ c ´ e#» ­ °)²�® ­ e#c�º µ e�Â ¼¯­ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c�¸ ­ ¾ ¶j­ ¸Ý° ¶ Ω Ï ¬ bd» ¬
Â ­q¼ ° ¶ À�³�° W k,p

H (Ω′) ²t° µR­_È2­qµ Ä ° ´·­q¶ c ­ ³ Ω′ »_°)® ´ e#»�³ ¼ Äð»_° ¶ ³oe�b ¶j­ ¸Íb ¶ Ω Ë
� ��������� Ó#Ë�Û��Ìß ­ °)Â1c ­qµ�È2­ ³ ¬ e'³ $�­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ c�Ó#Ë�ÜÙe ¶ ¸�Ó#Ë�
Ù¸Y° ¶ °#³{¸ ­q´·­q¶ ¸�° ¶

³ ¬j­ » ¬ °)bd» ­ °)²C³ ¬j­ ° µ ³ ¬ ° ¶ ° µ ®�e ¼ Â4e#c�bdc (X1, . . . ,Xm) Ë� © � ©
	 æ î è � ì�í���ì è¢é�
¢æGåfæ �¯ê ë�� 	 æ î è � ì�í���î è¢ê��_ç ì � î�ï;î ê����Ùò%® ´ ° µ ³oe ¶ ³�³�°�° ¼ c�²t° µ °)º µ
c�³�º1¸¹Ä¿e µ
­ ³ ¬j­ aI°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄÇe ¶ ¸½³ ¬j­ÝÆ °)Â·° ¼¯­_È ÷�a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄE° ¶
c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸ À µ °)º ´ c_Ë ªR¬j­ c ­ b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³�b ­ c ¬ ° ¼ ¸�²t° µ c
®�°�°#³ ¬ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c{° ¶ ®�° µ
­ À ­q¶ á­qµ e ¼ ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ Äâc ´ e#» ­ c ­q¶ ¸Y°�Ï ­ ¸«Ï�bÃ³ ¬ e�c�ÄYc�³ ­ ® °)² ×��)µ ®�e ¶ ¸ ­qµVÈ2­ »�á
³�° µ ¾ ­q¼ ¸jc_Ë8þ�c ´ °)b ¶ ³ ­ ¸�°)ºY³�b ¶ Ò�
2Ü'Õ!Î . ­qµ bdc
° ¶�
 c µ
­ c
º ¼ ³�Ò�Ü��'Õ�b ¶ » ¼ º1¸ ­ c�³ ¬j­ aI°)b ¶ »=e µ
ø
b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄEÏ�bÃ³ ¬¿µ
­ c ´·­ »�³«³�°
³ ¬j­ Lp ¶ ° µ ®±²t° µÞ­_È2­qµ Ä p ∈ [1,∞[ Ë�þ ¶ °#³ ¬j­qµ e ´ á´jµ °Ge#» ¬ ³�° ³ ¬j­ a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄô²t° µ�È2­ »�³�° µ ¾ ­q¼ ¸jc ¬ e#c µ
­ » ­q¶ ³ ¼ Ä
Â ­q­q¶ ¸ ­_È2­q¼ á
° ´·­ ¸ ÂGÄ � e ¶ »_° ¶j­q¼¯¼ b{e ¶ ¸ & ° µ Âjbd¸ ­q¼¯¼ b�Ò�Ü ��Õ!ËCò ¶ ³ ¬j­ »=e#c ­ °)² � b ­ À µ °)º ´ cWeðc�b¯® ´j¼¯­´jµ °�°)²�°)²K³ ¬j­ a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ ¬ e#c{Â ­q­q¶ À)b È2­q¶ ÂGÄ Ê e µ ° ´ °)º ¼ °2cÙÒ Û 
'Õ�`;c ­q­ e ¼ c
°
Ò�Ü)Ô'ÕIe ¶ ¸½Ò Û 
�Õ�goË
��� ��������� Ó#Ë��ô`;a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ1g����Cê ï Ω å�ê ì è½æ��jê�è �oç4å �_ê ï æ"� G ì è·é

�¯ê ï 1 ≤ p < ∞ ��� � ê_è ï � ê í êôê�� î � ï � ì �oæ�è � ï%ì è ï C > 0 �fç � � ï � ì#ï �_æ í ê ë ê í��
u ∈ C∞(Ω) ì è·é ì è � å ì � � Bx,2r �oæ
� � ì � ï � � �oæ�è ï%ì#î è·êoé î è Ω ��ê � ì�ë ê�

Bx,r

|u(y)− uBx,r |p dy ≤ Crp
�

Bx,r

|∇Hu(y)|p dy.`!Ô)g
ª{¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ À Æ °)Â·° ¼¯­_È ÷�a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ ¬ e#c�Â ­q­q¶ô´jµ ° È2­ ¸
b ¶ ÒÃÓ���Õ!ÎVÒ�
YÓ_Õ

e ¶ ¸½Ò�
2Ô'Õ!Ë
��� ��������� Ó#Ë~ýM` Æ °)Â·° ¼¯­_È ÷�a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ1g�� �Kê ï Ω åfê ì èMæ��jê_è �fç4å �_ê ï

æ�� G ì è¢é �¯ê ï 1 ≤ p < Q �!� � ê_è ï � ê í ê�ê�� î � ï � ì �fæ�è � ï%ì è ï C > 0 �fç � � ï � ì#ï �_æ í
ê ë ê í"� u ∈ C∞(Ω) Î �qê ï.ï;î è 
 γ = Qp/(Q− p) Î#��ê � ì�ë ê

( �

Bx,r

|u(y)− uBx,r |γ dy
)1/γ

≤ Cr
( �

Bx,r

|∇Hu(y)|p dy
)1/p

.` �2g
Æ ®�°�°#³ ¬ e ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³�b¯° ¶ °)²·²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c�°)²·Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸ È e µ b�e'³�b¯° ¶ bdc�e ¼ c�°We È e�b ¼ e�Â ¼¯­

b ¶ À ­q¶j­qµ e ¼ ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ ÄÞc ´ e#» ­ c�Ò�Ü�
'Õ!ÎjÒ�Ü)Ü'Õ!ó�³ ¬j­q¶ ³ ¬j­�´jµ
­_È b¯°)º1c Æ °)Â·° ¼¯­_È ÷
a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄðb ¶ ³ ¬j­ »=e#c ­ p = 1 »=e ¶ Â ­à­_Ú ³ ­q¶ ¸ ­ ¸Í³�° × á É�Ê ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c_Ë
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��� ��������� Ó#Ë�Ô � �Kê ï Ω åfê ì èMæ �Yê_è �fç·å��qê ï æ�� G ì è¢é �¯ê ï β = Q/(Q − 1) �

� � ê_è ï � ê í êÞê�� î � ï � ì �fæ�è � ï%ì è ï C > 0 �fç � � ï � ì#ï �_æ í ê ë ê í�� u ∈ BVH,loc(Ω) ì è·éì è � å ì � � Bx,2r �oæ
� � ì � ï � � �oæ�è ï%ì#î è·êoé î è Ω ��ê � ì#ë ê
`��2g ( �

Bx,r

|u(z)− uBx,r |β dz
)1/β

≤ Cr |DHu|(Bx,r)
|Bx,r|

.

��°#³ ­ ³ ¬ e'³�e#cVe�»_° ¶ c ­�� º ­q¶ » ­ °)²�`��2gCÏ ­{¬ e È2­ ³ ¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ ÀÌaI°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ á
bÃ³ÅÄ ²t° µ�× á É�Ê ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c �
`�Ó�
2g �

Bx,r

|u(z)− uBx,r | dz ≤ Cr|DHu|(Bx,r).

� ©��8©�� � � í æ � î � ì#ï ê í ê�
#ç0� ì#íoî�ï � ì è·é Lp é î � ê í ê_è ï;î.ì å î � î�ï � æ���æ í é2ê í k �àò ¶ ³ ¬ bdc
c
ºjÂ1c ­ »�³�b¯° ¶ Ï ­ b ¶ ³ µ °¹¸Yº1» ­ c ­_È2­qµ e ¼R¶ °#³�b¯° ¶ c«°)²RÏ ­ e Ø½µ
­ À)º ¼ e µ bÃ³ÅÄE²t° µ ® ­ e#c
º µ e�Â ¼¯­
²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c�° ¶ c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸�À µ °)º ´ cqË4ß ­ Â ­ À)b ¶ ÂGÄ µ
­ »=e ¼¯¼ b ¶ Àâ³ ¬j­W¶ °#³�b¯° ¶ °)²�e ´j´jµ ° Ú bÃá
®�e'³ ­ »_° ¶ ³�b ¶ ºjbÃ³ÅÄ2Ë

�����	��
���
�����
 Ó#Ë �«`;þ ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³ ­ »_° ¶ ³�b ¶ ºjbÃ³ÅÄ1g��Wß ­ c�eqÄà³ ¬ e'³ u ∈ L1
loc(Ω,Rm)¬ e#c�e ¶ ì � � í æ � î � ì#ï ê�� î � î�ï λ ∈ Rm e'³ x ∈ Ω b¯²

lim
r→0+

�

Bx,r

|u(y)− λ| dy = 0.

ò ¶ ³ ¬j­ »=e#c ­ λ = u(x) Ï ­ cfeqÄÝ³ ¬ e'³ x bdc�e ¶ ì � � í æ � î � ì#ï ê �fæ#è ï;î è1ç î�ï � �jæ î è ï e ¶ ¸
Ï ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ÂGÄ Au ³ ¬j­ c
ºjÂ1c ­ ³�°)²Ve ¼¯¼ e ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³ ­ »_° ¶ ³�b ¶ ºjbÃ³ÅÄ ´ °)b ¶ ³fc�°)² u Ë
� ��������� Ó#Ë�� � ��°#³�bd» ­ ³ ¬ e'³�³ ¬j­ e ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³ ­�¼ b¯®�bÃ³�bdc�º ¶ b � º ­q¼ Äâ¸ ­ ¾ ¶j­ ¸ e ¶ ¸

bÃ³�¸Y° ­ c ¶ °#³�¸ ­q´·­q¶ ¸Ù° ¶ ³ ¬j­�µ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe'³�b È2­R­q¼¯­ ® ­q¶ ³I°)² u Ë'ò ¶ ³ ¬j­�¶j­_Ú ³ ´jµ ° ´ °2c
bÃ³�b¯° ¶
Ï ­�µ
­ »=e ¼¯¼ p áÅe ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³ ­ »_° ¶ ³�b ¶ ºjbÃ³ÅÄ�°)²K²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c{b ¶ Lp(Ω) º1c
b ¶ ÀW³ ¬j­ ¸Y°)ºjÂ ¼ b ¶ À´jµ ° ´·­qµ ³ÅÄÞ°)² G Ë)þ�c�e�»_° ¶ c ­�� º ­q¶ » ­ °)²1³ ¬ bdc µ
­ c
º ¼ ³�²t° µ p = 1 Ï ­R¬ e È2­ |Ω\Au| = 0 Ë

� � ������	 ��
�����
 Ó#ËdÓ�
 � �Cê ï u ∈ Lploc(Ω,R
m) ì è·é �¯ê ï 1 ≤ p < ∞ ��� � ê�è �_æ íì �tê � x ∈ Ω ��ê � ì�ë ê �

Bx,r

|u(y)− u(x)|p dy = 0.`�Ó)Ó�g
	 í æ�æ���� Æ ³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸½À µ °)º ´ c ­q¶ ¸Y°�Ï ­ ¸ôÏ�bÃ³ ¬ ³ ¬j­ b µÙ¼¯­ ²�³Ùb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³ È ° ¼ ºj® ­ ® ­ e'á

c
º µ
­ e µ
­ b ¶Ç´ e µ ³�bd»_º ¼ e µ ¸Y°)ºjÂ ¼ b ¶ À½c ´ e#» ­ cqË ª{¬j­qµ
­ ²t° µ
­�ª{¬j­ ° µ
­ ® Ü�Ë��¹Ë �
°)²ÞÒÃÓ=ý#ÕRbdc
e È e�b ¼ e�Â ¼¯­ e ¶ ¸ bÃ³{b¯® ´j¼ b ­ c�³ ¬ e'³R²t° µ e¹Ë ­ Ë x ∈ Ω e ¶ ¸�²t° µ{­_È2­qµ Ä q ∈ Qm ³ ¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�á
b ¶ À ¼ b¯®�bÃ³ ­_Ú bdc�³fc��

lim
r→0+

�

Bx,r

|u(y)− q|p dy = |u(x)− q|p.
ªR¬j­q¶ Ï ­ À ­ ³

lim sup
r→0+

( �

Bx,r

|u(y)− u(x)|p
)1/p

≤ 2 |u(x)− q| → 0 e#c q → u(x),

e ¶ ¸ ³ ¬ bdc�»_°)® ´j¼¯­ ³ ­ cR³ ¬j­à´jµ °�°)²ÅË
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 Ó#ËdÓ)Ó �Ìß ­ ¸ ­ ¾ ¶j­ nj = dimVj ²t° µ e ¶ Ä j = 1, . . . , ι Î m0 = 0

e ¶ ¸ mi =
∑i

j=1 nj ²t° µ e ¶ Ä i = 1, . . . , ι ËYß ­ cfeqÄ�³ ¬ e'³�eÑÂ4e#c�bdc (W1, . . . ,Wq) °)²
G bdc�e ¶ ì é ì � ï êoé å ì � î ��b¯²
`�Ó�Ü)g (Wmj−1+1, . . . ,Wmj)

bdc�eÞÂ4e#c
bdcR°)² Vj ²t° µ e ¶ Ä j = 1, . . . , ι Ë
ò ¶ ° µ ¸ ­qµ ³�°�³oe#» Ø�¼¯­ ³ ¬j­9¬ b¯À ¬j­qµ ° µ ¸ ­qµ e ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³ ­ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄÑ°)² × á BVk

²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cCÏ ­ Ï�b ¼¯¼2µ
­ »=e ¼¯¼ c
°)® ­ Ï ­q¼¯¼2Ø�¶ °�Ï ¶ ²;e#»�³fc�e�Â·°)ºY³ ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ cC° ¶ c@³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸
À µ °)º ´ cqË�ß ­ Ï�b ¼¯¼9µ
­ ² ­qµ ³�° ö ¬ e ´ ³ ­qµ Ó#Ë ö °)²ÑÒÃÓ�Ô'Õ!Ë�þ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ P : G → R bdcÞe
�jæ � � è·æ
� î.ì �{æ#è G b¯²R³ ¬j­ »_°)® ´ °2c
bÃ³�b¯° ¶ P ◦ exp bdc«e ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ ° ¶ G Ë �K­ ³Þº1c
¾ Ú e ¶ e#¸1e ´ ³ ­ ¸ðÂ4e#c�bdc (W1, . . . ,Wq) e ¶ ¸ bÃ³fc�¸Yº4e ¼ Â4e#c�bdcR°)²9Ó�á!²t° µ ®âc (η1, . . . , ηq) ËªR¬j­q¶ð­_È2­qµ Ä ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ P : G→ R »=e ¶ Â ­Ìµ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³ ­ ¸�e#c
`�Ó�
2g P =

∑

α

cαx
α,

Ï ¬j­qµ
­ (x1, . . . , xq) bdc�e�¾ Ú¹­ ¸â»_°�° µ ¸Yb ¶ e'³ ­ c�ÄYc�³ ­ ® ° ¶ G À)b È2­q¶ ÂGÄ xi = ηi ◦exp−1

²t° µ i = 1, . . . , q, Ï ­ c ­ ³ xα = xα1
1 · · ·x

αq
q ²t° µ�­_È2­qµ Ä α ∈ Nq ÎNe ¶ ¸�° ¶j¼ Ä
eâ¾ ¶ bÃ³ ­¶ ºj®ÑÂ ­qµ °)²�»_° ­ ��»_b ­q¶ ³fc cα ∈ R ¸Y° ¶ °#³ È e ¶ bdc ¬ Ëª{¬j­ ¸ ­ À µ
­q­ di °)² Wi bdc�Ï ­q¼¯¼ ¸ ­ ¾ ¶j­ ¸,ÂGÄô³ ¬j­�µ
­q¼ e'³�b¯° ¶ Wi ∈ Vdi Ë ª{¬j­q¶ Ï ­¸ ­ ¾ ¶j­ ³ ¬j­ � æ
��æ 
Gê_è·êoæ�ç �«é2ê�
 í êfê�°)²�e ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ P : G → R Ï�bÃ³ ¬
­_Ú¹´jµ
­ c�c
b¯° ¶

`�Ó�
2gRe#c ¬ á%¸ ­ À (P ) = max{d(α) | cα 6= 0},
Ï ¬j­qµ
­ d(α) =

∑q
k=1 dkαk Ë ª{¬j­ c ´ e#» ­ °)² ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ c�°)² ¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1c�¸ ­ À µ
­q­¼¯­ c�cR³ ¬ e ¶ ° µ�­�� º4e ¼ ³�° k Ï�b ¼¯¼ Â ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ¸ÍÂGÄ PH,k(G) Ë

� ­_Ú ³=ÎjÏ ­à­_Ú ³ ­q¶ ¸ð³ ¬j­ ¸ ­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ °)² Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄÍ°)²�° µ ¸ ­qµ k ³�°âc�³ µ e'³
á
b¯¾ ­ ¸ðÀ µ °)º ´ cqË ª{¬ bdc ¶ °#³�b¯° ¶ bdc�¸Yº ­ ³�° ö e ¼ ¸ ­qµ
û)¶ e ¶ ¸Ýü4Ä¹À)®Ñº ¶ ¸[`;c ­q­ Ò�ý'Õ�e ¶ ¸½Ò�Ô�Õ�goË

�����	��
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�����
 Ó#ËdÓ�ÜÑ` Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄÌ°)²¹° µ ¸ ­qµ k g��Ùþ[²tº ¶ »�³�b¯° ¶ u ∈ L1
loc(Ω)

bdc�c�e�bd¸«³�°àÂ ­ Lp é î � ê í ê_è ï;î.ì å��¯ê�æ���æ í é2ê í k ì#ï x ∈ Ω b¯²4³ ¬j­qµ
­�­_Ú bdc�³fc�e ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼
T[x] ∈ PH,k(G) c
º1» ¬ ³ ¬ e'³

( �

Bx,r

|u(y)− T[x](y)|p dy
)1/p

= o(rk) e#c r → 0+.`�Ó_Û�g
� ��������� Ó#ËdÓ�
 � ªR¬j­ Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ °)²N° µ ¸ ­qµ k bdc9e ¼ Ï�eqÄYc�º ¶ b � º ­q¼ Ä�¸ ­ ¾ ¶j­ ¸8Ë

ò ¶ ²;e#»�³=ÎVeÍ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ f Ï ¬ bd» ¬ bdc Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ °)²R° µ ¸ ­qµ k e'³ x bdcÑe ¼ c
° L1 á
¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ Î·c
b ¶ » ­

�

Bx,r

|u(y)− T[x](y)| dy ≤
( �

Bx,r

|u(y)− T[x](y)|p dy
)1/p

,

Ï ¬j­qµ
­ 1 ≤ p <∞ Ë ªR¬j­q¶ �N­ ®â®�e�Ó#ËdÓ_Û«b¯® ´j¼ b ­ cRº ¶ b � º ­q¶j­ c
cqË Æ b¯®�b ¼ e µ
¼ ÄNÎj° ¶j­ »=e ¶
» ¬j­ » Ø ³ ¬ e'³�®�° µ
­ À ­q¶j­qµ e ¼¯¼ Ä Lp ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄð°)²C° µ ¸ ­qµ k b¯® ´j¼ b ­ c Lr ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ á
³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄð°)²�° µ ¸ ­qµ k e'³�³ ¬j­ c�e�® ­à´ °)b ¶ ³�²t° µ e ¼¯¼ 1 ≤ r ≤ p Ë
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� ��� � � Ó#ËdÓ_Û�� �Cê ï P ∈ PH,k(G) åfê �fç � � ï � ì#ï

lim
r→0+

�

Bx,r

|P (y)|
rk

dy = 0.

� � ê_è P î � ï � êÙè1ç0� ���Yæ � � è¢æ
� î.ì � �
	 í æ�æ���� É Äõe ¼¯­ ²�³�³ µ e ¶ c ¼ e'³�b¯° ¶ e'³�³ ¬j­ º ¶ bÃ³ ­q¼¯­ ® ­q¶ ³ °)²�³ ¬j­ À µ °)º ´ Ï ­ »=e ¶

e#c�c�ºj® ­ ³ ¬ e'³ x = e Ë�ß ­ ¾ Ú e »_°�° µ ¸Yb ¶ e'³ ­ c�ÄYc@³ ­ ® (x1, . . . , xq) ° ¶ G Î ¬j­q¶ » ­Ï ­ »=e ¶ Ï µ bÃ³ ­ P (y) =
∑

d(α)≤k cαy
α Ë Æ º ´j´ °2c ­ ÂGÄð»_° ¶ ³ µ e#¸Ybd»�³�b¯° ¶ ³ ¬ e'³ P bdc ¶ °#³È e ¶ bdc ¬ b ¶ ÀjË ª{¬j­q¶ ³ ¬j­ b ¶ ³ ­ À ­qµ p = min{d(α) | cα 6= 0} bdc�Ï ­q¼¯¼ ¸ ­ ¾ ¶j­ ¸,e ¶ ¸ÝÏ ­

c ­ ³ P1(y) =
∑

d(α)=p cαy
α Ë É Ä�³ ¬j­Ì¬ °)®�°)À ­q¶j­ bÃ³ÅÄð°)² P1 bÃ³�²t° ¼¯¼ °�Ï�cR³ ¬ e'³

P (δry) = rp
(
P1(y) +

∑

d(α)>p

cαr
d(α)−pyα

)
.

$�­ ¾ ¶ b ¶ À Qr(y) =
∑

d(α)>p cαr
d(α)−pyα ÎYÏ ­à¶ °#³ ­ ³ ¬ e'³

sup
y∈B1

|Qr(y)| → 0 e#c r → 0+.

É ÄÍeÞ» ¬ e ¶ À ­ °)² È e µ b�e�Â ¼¯­ Ï ­à¬ e È2­
�

Br

|P (y)|
rk

dy =
�

B1

|P (δry)|
rk

dy → 0 e#c r → 0+.`�Ó	�)g
ªR¬j­q¶ ²t° µ e«c�º �â»_b ­q¶ ³ ¼ ÄÍc�®�e ¼¯¼ r ∈ ]0, 1[ Ï ­ °)ÂY³oe�b ¶

�

B1

|P (δry)|
rk

dy ≥ rp−k
( �

B1

|P1(y)| dy −
�

B1

|Qr(y)| dy
)
≥ 1

2

�

B1

|P1(y)| dy.

Æ b ¶ » ­ P1 bdc�e ¶ ° ¶GÈ e ¶ bdc ¬ b ¶ À ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ Î1³ ¬ bdcRb ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄÍ»_° ¶ ³ µ e#¸Ybd»�³fcÑ`�Ó	�)goË
� ��������� Ó#ËdÓ	� � ª{¬j­�¶j­_Ú ³ ¼¯­ ®�®�e ´jµ ° È2­ c�³ ¬ e'³R»_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶ `�Ó_Û�g�bdc ­�� ºjb È e ¼¯­q¶ ³

³�°
lim
r→0+

�

Bx,r

( |u(y)− T[x](y)|
%(x, y)k

)p
dy = 0.`�Ó=ý2g

� ��� � � Ó#ËdÓ=ý � �Cê ï g ∈ L1
loc(Ω) åfê �fç � � ï � ì#ï g ≥ 0 ì �tê � î è Ω ì è·é �Ãê ï α > 0 �

� � ê_è ï � ê��oæ�è·é î�ï;î æ�è � Bx,r g = o(rα) ì � r → 0+ î � � � î ê�� ï � ì#ï

lim
r→0+

�

Bx,r

g(y)

%(x, y)α
dy = 0.`�Ó�Ô)g

	 í æ�æ���� �K­ ³ x ∈ Ω e ¶ ¸ ¼¯­ ³ r > 0 Â ­ c
º �â»_b ­q¶ ³ ¼ ÄÞc
®�e ¼¯¼ Ë�ß ­ ¸ ­ ¾ ¶j­ rk = r2−k

²t° µ�­_È2­qµ Ä b ¶ ³ ­ À ­qµ k ≥ 0 Ë ªR¬j­q¶ Ï ­à¬ e È2­



�	1�� � ���Ì�ox�s��os'}
�

Bx,r

g(y)

%(x, y)α
dy ≤ 2α

|Bx,r|
∞∑

k=0

1

rαk

�

Bx,rk

g(y) dy = 2α
∞∑

k=0

2−kQ

rαk

�

Bx,rk

g(y) dy

≤ 2α

1− 2−Q
sup

0<s≤r
s−α

�

Bx,s

g(y) dy → 0

e#c r → 0+ Ë
� ©��8©�� ê�� í ê��qê�è ï%ì#ï;î æ�è �_æ í �Ñç0� ì �Ùþ ¶ °#³ ¬j­qµ b¯® ´ ° µ ³oe ¶ ³�³�°�° ¼ bdc�³ ¬j­ ù µ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe'á

³�b¯° ¶ ²t° µ ®Þº ¼ e�ú«c�³oe'³ ­ ¸,b ¶ ³ ¬j­�¶j­_Ú ³Ì³ ¬j­ ° µ
­ ®ÍË ª{¬ bdcÌ²t° µ ®Ñº ¼ e�Ï�b ¼¯¼�¼¯­ e#¸ôº1cà³�°ð³ ¬j­´ °)b ¶ ³ÅÏ�bdc ­Ù­ c@³�b¯®�e'³ ­ cÙ`!Ü�
2gRe ¶ ¸,`!Ü¹Ó�g�³ ¬ e'³ ´j¼ eqÄÍe Ø)­ Ä µ ° ¼¯­ b ¶ °)º µ ® ­ ³ ¬ °¹¸�³�°«°)ÂYá
³oe�b ¶ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ µ
­ c�º ¼ ³fcqË¹ò ¶ ³ ¬j­�¶j­_Ú ³�³ ¬j­ ° µ
­ ® Ï ­ c@³oe'³ ­ ³ ¬j­�µ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe'³�b¯° ¶
²t° µ ®Ñº ¼ e�²t° µ�× á É�Ê ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cqË¹ò!³fc ´jµ °�°)²N»=e ¶ Â ­�­ e#c
b ¼ ÄÞ°)ÂY³oe�b ¶j­ ¸�²t° µ b ¶ c@³oe ¶ » ­ ²t° ¼ á¼ °�Ï�b ¶ À�³ ¬j­ ® ­ ³ ¬ °¹¸Ù°)²KÒÃÓ���Õ!Ë Æ�¬ ° µ ³ ´jµ °�°)²�cI°)²Y³ ¬j­�µ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe'³�b¯° ¶ ²t° µ ®Ñº ¼ e�»=e ¶ e ¼ c
°
Â ­ ²t°)º ¶ ¸
b ¶ Ò��'Õ�e ¶ ¸ÇÒ�
 �'Õ!Ë8ò ¶ô´ e µ ³�bd»_º ¼ e µ Î8Ï ­ ® ­q¶ ³�b¯° ¶ ³ ¬j­ c ¬ e µ
´ µ
­ c�º ¼ ³Ì°)²�Ò�
 �'Õ!Î
Ï ¬j­qµ
­ ÎCb ¶ eð®�° µ
­ À ­q¶j­qµ e ¼ ® ­ ³ µ bd»�c ­ ³
³�b ¶ ÀjÎI³ ¬j­ b ¶ ³ ­ À µ e ¼ b ¶ ³ ¬j­�µ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe'³�b¯° ¶
²t° µ ®Ñº ¼ eÞbdc�»_° ¶ c
bd¸ ­qµ
­ ¸Í° ¶ ³ ¬j­ Â4e ¼¯¼ Ï�bÃ³ ¬ ° ´ ³�b¯®�e ¼Kµ e#¸Yb¯º1c_Ë
��� ��������� Ó#ËdÓ�Ô�` ñ�­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe'³�b¯° ¶ ²t° µ ®Ñº ¼ e2g�� �Kê ï Ω ⊂ G å�ê ì èÍæ��jê_è �oç4å �_ê ï �

� � ê_è ï � ê í ê«ê�� î � ï � ì �fæ#è � ï%ì è ï C > 0 �oç � � ï � ì#ï �_æ í ê ë ê í"� å ì � � Bx,2r �fæ
� � ì � ï � �
�oæ�è ï%ì#î è·êoé î è Ω ��ê � ì#ë ê
`�Ó��2g |u(x)− uBx,r | ≤ C

�

Bx,r

1

%(x, z)Q−1
d|DHu|(z)

�_æ í ê ë ê í�� u ∈ BVH,loc(Bx,r) �
� ê�è¢ê ë ê í x ∈ Bx,r ∩ Au �

ß ­ »=e ¶
µ
­ Ï µ bÃ³ ­ `�Ó��2g�º1c
b ¶ À Ö1ºjÂjb ¶ b 
 c�³ ¬j­ ° µ
­ ® e#c�²t° ¼¯¼ °�Ï�c_ËNÖj° µ�­_È2­qµ Ä α > 1
Ï ­à¬ e È2­
�

Bx,r

1

%(x, z)α−1
d|DHu|(z) = (α− 1)

�

Bx,r

( ∞�

%(x,z)

1

tα
dt

)
d|DHu|(z)

= (α− 1)

∞�

0

|DHu|(Bx,r ∩Bx,t)
tα

dt = (α− 1)

r�

0

|DHu|(Bx,t)
tα

dt+
|DHu|(Bx,r)

rα−1
;

³ ¬ e'³�b¯® ´j¼ b ­ cRÂGÄðeÞ» ¬ e ¶ À ­ °)² È e µ b�e�Â ¼¯­
�

Bx,r

1

%(x, z)α−1
d|DHu|(z) =

α− 1

rα−1

1�

0

|DHu|(Bx,tr)
tα

dt+
|DHu|(Bx,r)

rα−1
.`�Ó��2g

ªR¬j­àµ
­q´jµ
­ c ­q¶ ³oe'³�b¯° ¶ ²t° µ ®Ñº ¼ e�e ¼ ° ¶ À«Ï�bÃ³ ¬ `�Ó��2g�Ä¹b ­q¼ ¸jcR³ ¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ À�³ ¬j­ ° µ
­ ®ÍË
��� ��������� Ó#ËdÓ�� � �Cê ï Ω ⊂ G åfê ì åfæ�ç¹è¢é2êféÝæ��jê_è �_ê ï � � � ê_è ï � ê í êâê�� î � ï � ì

�oæ�è � ï%ì è ï C > 0 �fç � � ï � ì#ï �_æ í ê ë ê í�� å ì � � Bx,2r �oæ
� � ì � ï � � �oæ�è ï%ì�î è·êoé î è Ω ��ê
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� ì#ë ê
`!Ü�
2g |u(x)− uBx,r | ≤ Cr

{ 1�

0

|DHu|(Bx,tr)
(tr)Q

dt+
|DHu|(Bx,r)

rQ

}

�_æ í ê ë ê í�� u ∈ BVH,loc(Ω) � � ê_è¢ê ë ê í x ∈ Bx,r ∩Au �
þ�c�e ¶ b¯®â® ­ ¸Yb�e'³ ­ »_° ¶ c ­�� º ­q¶ » ­ Ï ­à¬ e È2­ ³ ¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ À�»_° µ ° ¼¯¼ e µ Ä2Ë
� ��� ����� ����� Ó#ËdÓ�� � �Cê ï Ω ⊂ G åfê ì å�æ�çYè·é2êoé�æ��jê_è �qê ï�ì è·é �Ãê ï 1 ≤ p <∞ �

� � ê_è ï � ê í ê«ê�� î � ï � ì �fæ#è � ï%ì è ï C > 0 �oç � � ï � ì#ï �_æ í ê ë ê í"� å ì � � Bx,2r �fæ
� � ì � ï � �
�oæ�è ï%ì#î è·êoé î è Ω ��ê � ì#ë ê

|u(x)− uBx,r | ≤ Cr
{ 1�

0

( �

Bx,tr

|∇Hu(y)|p dy
)1/p

dt`!Ü¹Ó�g

+
( �

Bx,r

|∇Hu(y)|p dy
)1/p}

.

�_æ í ê ë ê í�� u ∈W 1,p
H,loc(Ω) � � ê�è¢ê ë ê í x ∈ Bx,r ∩Au �

�8©	��¨t£�"_¡W¤4£�¥���£«¥I¨�
 ��£#�¹ ·¡'¨ �
��¨ ��¨�¡��4© ß ­ Â ­ À)b ¶ ³ ¬ bdc9c ­ »�³�b¯° ¶ Ï�bÃ³ ¬ c�°)® ­�´jµ
­ á¼ b¯®�b ¶ e µ Ä ¼¯­ ®â®�e#cI³ ¬ e'³�Ï�b ¼¯¼ Â ­ º1c ­ ¸«b ¶ Ï ¬ e'³�²t° ¼¯¼ °�Ï�c_Ë ªR¬jµ °)ºjÀ ¬ °)ºY³�³ ¬j­R´ e ´·­qµ Ï ­
Ï�b ¼¯¼ º1c ­ ³ ¬j­Ì¶ °#³oe'³�b¯° ¶ v∗ ²t° µ ³ ¬j­ ®�e ´ x 7→ 〈v, lnx〉 ÎYÏ ¬j­qµ
­ x ∈ G e ¶ ¸ v ∈ V1 Ë
��°#³ ­ ³ ¬ e'³ v∗(δrx) = rv∗(x) e ¶ ¸ v∗ : G→ R bdc�eÞÀ µ °)º ´Í¬ °)®�°)®�° µ
´j¬ bdc
®ÍË

� ��� � � Ü�ËdÓ � �Kê ï µ å�ê ì è·æ�è1è¢ê 
 ì#ï;îtë ê � ì éGæ�è���ê ì �fç í ê½æ�è Ω �fç � � ï � ì)ï
ï � ê í êÞê�� î � ï � ì �oç4å �_ê ï N ⊂ Ω æ���ã ì2ì�í ��ê ì �fç í ê � ê í æ ì è·é µ(Ω \N) = 0 ��� � ê_è
limr→0+ µ(Bx,r)r

−Q = 0 �_æ íÑì �tê � x ∈ Ω �
	 í æ�æ���� É ÄQ»_° ¶ ³ µ e#¸Ybd»�³�b¯° ¶ ÎRb¯²àÏ ­
¬ e#¸ e½® ­ e#c�º µ e�Â ¼¯­ c�ºjÂ1c ­ ³ A ⊂ Ω Ï�bÃ³ ¬

|A| > 0 c�º1» ¬ ³ ¬ e'³
lim sup
r→0+

µ(Bx,r)

rQ
> 0

²t° µÌ­_È2­qµ Ä x ∈ A Î8³ ¬j­q¶ Ï ­ Ï9°)º ¼ ¸ À ­ ³We�® ­ e#c
º µ e�Â ¼¯­ c
ºjÂ1c ­ ³ A′ ⊂ A \ N Ï�bÃ³ ¬´ °2c
bÃ³�b È2­ ® ­ e#c
º µ
­ e ¶ ¸ λ > 0 c�º1» ¬ ³ ¬ e'³ |Ds
Hu|(A′) ≥ λµ(A′) > 0 Ë ªR¬ bdc�c�³oe ¶ á

¸1e µ ¸½²;e#»�³«»=e ¶ Â ­ » ¬j­ » Ø)­ ¸[²t° µ b ¶ c@³oe ¶ » ­ ÂGÄ ªR¬j­ ° µ
­ ®âcÞÜ�ËdÓ�
¹ËdÓ�Ô�e ¶ ¸¿Ü�ËdÓ�
¹ËdÓ��Ý°)²
ÒÃÓ=ý�Õ!Ë ªR¬j­q¶ ³ ¬j­ b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³�b ­ c

0 < µ(A′) ≤ µ(Ω \N)¼¯­ e#¸ðº1cR³�°âeÞ»_° ¶ ³ µ e#¸Ybd»�³�b¯° ¶ Ë
� ��� � � Ü�Ë�Ü � �Kê ï u ∈ BVH,loc(Ω) � � � ê�è �_æ íÝì �tê � x ∈ A∇Hu

ì è¢é½ê ë ê í"�
c ∈ R Î

lim
r→0+

|DH(u−∇Hu(x)∗ − c)|(Bx,r)
rQ

= 0.
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	 í æ�æ���� *�c�b ¶ ÀÙ³ ¬j­ ¸ ­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ c9°)²·³ ¬j­ e�Â1c
° ¼ ºY³ ­q¼ Äâ»_° ¶ ³�b ¶ ºj°)º1c ´ e µ ³{e ¶ ¸âc
b ¶ À)ºYá¼ e µ�´ e µ ³�°)² |DHu| ° ¶j­ »=e ¶ » ¬j­ » Ø Ï�bÃ³ ¬ °)ºY³�¸Yb��â»_º ¼ ³ÅÄ�³ ¬ e'³

|DH(u−∇Hu(x)∗ − c)| = |∇Hu−∇Hu(x)| vg + |DHu|s.`!Ü)Ü)g
�K­ ³�º1cR¾ µ c@³�» ¬j­ » Ø ³ ¬ e'³�²t° µ e¹Ë ­ Ë x ∈ Ω Ï ­Ì¬ e È2­
`!Ü 
2g lim

r→0+

|DHu|s(Bx,r)
rQ

= 0.

ªR¬j­ðñ e#¸Y° ¶ ÷ ��b Ø °¹¸ 1 ® ³ ¬j­ ° µ
­ ® À)b È2­ c«º1c«e
® ­ e#c
º µ e�Â ¼¯­ c�ºjÂ1c ­ ³ N ⊂ Ω c
º1» ¬
³ ¬ e'³

|N | = 0 e ¶ ¸ |DHu|s(N c) = 0.ªR¬j­q¶ ÂGÄ �K­ ®�®�eÍÜ�ËdÓ«³ ¬j­â¼ b¯®âbÃ³�`!Ü 
2g ¬ ° ¼ ¸jcÑe¹Ë ­ ËCb ¶ Ω Ë�þ�cWeÍ»_° ¶ c ­�� º ­q¶ » ­ Î�³ ¬j­
e#c�c�ºj® ´ ³�b¯° ¶ ³ ¬ e'³ x bdc{e ¶ e ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³ ­ »_° ¶ ³�b ¶ ºjbÃ³ÅÄ ´ °)b ¶ ³R°)² ∇Hu »_° ¶ » ¼ º1¸ ­ c{³ ¬j­´jµ °�°)²ÅËª{¬j­Ù¶j­_Ú ³�³ ¬j­ ° µ
­ ® ¬ e#c�Â ­q­q¶�´jµ ° È2­ ¸ÝÂGÄ ö e ¼ ¸ ­qµ
û)¶ e ¶ ¸ôü4Ä¹À)®Ñº ¶ ¸Í²t° µ ²tº ¶ »�á
³�b¯° ¶ c�°)²�Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸ È e µ b�e'³�b¯° ¶ b ¶ÍÐ º1» ¼ bd¸ ­ e ¶ c ´ e#» ­ cÙÒ�ý�Õ�`;c ­q­ e ¼ c�°
ÒÃÓ=ý'Õ�goË
��� ��������� Ü�Ë�
Q` ö e ¼ ¸ ­qµ
û)¶ ÷Yü4Ä¹À)®Þº ¶ ¸4g����Cê ï u ∈ BVH,loc(Ω) ì è¢é �Ãê ï β =

Q/(Q − 1) � � � ê_è u î � Lβ é î � ê í ê�è ï;î.ì å��¯ê�æ�� æ í é2ê í 1 ì#ïÙì �tê � x ∈ Ω ì è¢é ï � ê
é î � ê í ê_è ï;î.ì � î � í ê�� í ê��_ê_è ï%ì å��Ãê ì � ∇Hu(x)∗ Î#� � ê í ê ∇Hu

î � ï � êÞé2ê_è � î�ï � æ"� Da
Hu �	 í æ�æ���� $ º ­ ³�° �N­ ®â®�e«Ü�Ë�Ü�Îj²t° µ e¹Ë ­ Ë x ∈ Au ∩ A∇Hu Ï ­à¬ e È2­

`!Ü'Û�g lim
r→0+

|DHv|(Bx,r)
rQ

= 0,

Ï ¬j­qµ
­ v(y) = u(y)− ∇Hu(x)∗(x−1y) − u(x) e ¶ ¸ x ∈ Av Ï�bÃ³ ¬ v(x) = 0 Ë É Ä
³ ¬j­ ³ µ b�e ¶ À ¼¯­ b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ Ï ­à¬ e È2­

( �

Bx,r

|v(y)|β dy
)1/β

≤
( �

Bx,r

|v(y)− vBx,r |β dy
)1/β

+ |vBx,r |.

ªR¬j­�Æ °)Â·° ¼¯­_È ÷�a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄÇ`��2g�e ¶ ¸�³ ¬j­Ñ­ c�³�b¯®�e'³ ­ `!Ü�
2g�À)b È2­ e�»_° ¶ c@³oe ¶ ³
C1 c�º1» ¬ ³ ¬ e'³
(25)

( �

Bx,r

|v(y)|β dy
)1/β

≤ C1r

{ 1�

0

|DHv|(Bx,tr)
(tr)Q

dt+
|DHv|(Bx,r)

rQ

}
= o(r),

Ï ¬j­qµ
­ ³ ¬j­Ù¼ e#c@³ ­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄð²t° ¼¯¼ °�Ï�c�² µ °)® »_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶ `!Ü'Û�goËª{¬j­ e ´j´jµ °Ge#» ¬ º1c ­ ¸Íb ¶ ³ ¬j­Ù´jµ
­_È b¯°)º1c�³ ¬j­ ° µ
­ ® »=e ¶ Â ­ e ´j´j¼ b ­ ¸Í³�° Lp ¸Yb¯Á ­qµ á­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄô°)² Æ °)Â·° ¼¯­_È ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cqÎK°)ÂY³oe�b ¶ b ¶ À ³ ¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ À Ø�¶ °�Ï ¶ µ
­ c�º ¼ ³fcâ`;c ­q­
Ò�
�Õ�goË
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��� ��������� Ü�Ë�Û�� �Kê ï u ∈ W 1,p

H,loc(Ω) � î�ï � 1 ≤ p < Q ��� � ê_è u � ì � ì è Lγ
é î � ê í ê_è ï;î.ì ��æ��«æ í é2ê í 1 ì#ï�ì �tê � x ∈ Ω ì è¢é ï � ê�é î � ê í ê_è ï;î.ì � î � í ê�� í ê��_ê_è ï%ì å��Ãê ì �
∇Hu(x)∗ Î#� � ê í ê ∇Hu

î � ï � êÞé2ê_è � î�ï � æ�� Da
Hu

ì è·é γ = Qp/(Q− p) �
��� ��������� Ü�Ë�� � �Kê ï u ∈ W 1,p

H,loc(Ω) � î�ï � 1 ≤ p < ∞ � � � ê_è u � ì � ì è Lp
é î � ê í ê_è ï;î.ì ��æ��«æ í é2ê í 1 ì#ï�ì �tê � x ∈ Ω ì è¢é ï � ê�é î � ê í ê_è ï;î.ì � î � í ê�� í ê��_ê_è ï%ì å��Ãê ì �
∇Hu(x)∗ Î#� � ê í ê ∇Hu

î � ï � êÞé2ê_è � î�ï � æ�� Da
Hu �

�8© � © � è¢æ ï � ê í � í æ�æ��{æ�� � ì é2ê�� ì � � ê í�� � ï � êfæ í ê�� �Ìþ�c�e�»_° ¶ c ­�� º ­q¶ » ­ °)²je¹Ë ­ Ë L1

¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄÍ°)² × á É�Ê ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c�Ï ­ °)ÂY³oe�b ¶ e ¶ °#³ ¬j­qµ�´jµ °�°)²�°)²I³ ¬j­Wñ e#¸ ­ ®�e'á
» ¬j­qµ ³ ¬j­ ° µ
­ ® ²t° µ�µ
­ e ¼ á È e ¼ º ­ ¸ � b ´ c�» ¬ bÃ³���®�e ´ c�° ¶ c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸�À µ °)º ´ cqË ªR¬ bdc µ
­ c
º ¼ ³
²t° µ À µ °)º ´ á È e ¼ º ­ ¸Ù®�e ´ c8bdcK®Ñº1» ¬ ®�° µ
­ ¸ ­ ®�e ¶ ¸Yb ¶ À�e ¶ ¸ÌbÃ³KbdcK¸Yº ­ ³�°�aVe ¶ c
º�Ò�
 ��Õ!Ë�ò ¶
³ ¬j­ »=e#c ­ °)² µ
­ e ¼ á È e ¼ º ­ ¸ � b ´ c
» ¬ bÃ³��à®�e ´ c9° ¶ ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ Äðc ´ e#» ­ cqÎ¹³ ¬ bdc
³ ¬j­ ° µ
­ ® ¬ e#c9Â ­q­q¶ð´jµ ° È2­ ¸ ÂGÄ & ° ¶ ³�bKe ¶ ¸ Æ�­qµ
µ e ö e#c�c�e ¶ °ÝÒ�
-�'Õ!ÎYº1c
b ¶ Àâe & ° µ
µ
­ Ä�á
³ÅÄ ´·­�­ c�³�b¯®�e'³ ­ b ¶ ö e µ
¶ °#³�÷ ö e µ e'³ ¬jø °¹¸Y° µ ÄÍc ´ e#» ­ cR¸Yº ­ ³�° � º Ò�
 
�Õ!ËYò ¶ ³ ¬j­ À ­q¶j­qµ e ¼
»=e#c ­ °)²�¸Y°)ºjÂ ¼ b ¶ À ® ­ ³ µ bd» c ´ e#» ­ c�e#¸Y®âbÃ³
³�b ¶ À
³ ¬j­ a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ2Î�e ¶ °#³ ¬j­qµ´jµ °�°)²Ù°)² ñ e#¸ ­ ®�e#» ¬j­qµ�
 c�³ ¬j­ ° µ
­ ® bdc�À)b È2­q¶ b ¶ Ò�
�Õ�²t° µ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c Â ­q¼ ° ¶ À)b ¶ À¿³�°
W 1,p

H (Ω) ÎjÏ ¬j­qµ
­ p bdcRÀ µ
­ e'³ ­qµ ³ ¬ e ¶ ³ ¬j­Ì¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1c�¸Yb¯® ­q¶ c
b¯° ¶ °)²I³ ¬j­ ® ­ ³ µ bd»
c ´ e#» ­ Ë4ò ¶ c@³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸ÝÀ µ °)º ´ c_Î¢eÞ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³ ´jµ °�°)²�°)²C³ ¬ bdc{³ ¬j­ ° µ
­ ® bdcRÀ)b È2­q¶ b ¶ ÒÃÓ_Û)Õ!Ë×�­qµ
­ Ï ­à´jµ
­ c ­q¶ ³�eÞ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�e ´j´jµ °Ge#» ¬ Ï ¬ bd» ¬ e ´j´j¼ b ­ c �K­ ®�®�e 
¹ËdÓ#Ë��Ñ°)²{ÒÃÓ=ý�Õ!ËÉ Ä,³ ¬ bdc ¼¯­ ®�®�e¹ÎC³ ¬j­ ñ e#¸ ­ ®�e#» ¬j­qµ ³ ¬j­ ° µ
­ ® ²t° ¼¯¼ °�Ï�cÞÂGÄ¿e¹Ë ­ ËVe ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³ ­ ¸Yb¯²�á
² ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ2Ë ��º µ«´jµ °�°)² ­_Ú ³ ­q¶ ¸jc«³ ¬ bdc ¼¯­ ®�®�eÝ³�° c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸MÀ µ °)º ´ câe ¶ ¸¿º1c ­ c
³ ¬j­ e¹Ë ­ Ë L1 ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ½°)²R²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cW°)² × á!Â·°)º ¶ ¸ ­ ¸ È e µ b�e'³�b¯° ¶ Î ´jµ ° È2­ ¸½b ¶ªR¬j­ ° µ
­ ® Ü�Ë�
¹Ë
��� ��������� Ü�Ë~ý ` ñ e#¸ ­ ®�e#» ¬j­qµ g����Kê ï u : Ω → R å�ê ì � î � � � � î�ï � � ì ��� � � ê_è

�_æ íÑì �tê � x ∈ Ω ï � ê í êÑê�� î � ï � ì ç¹è î �_ç1ê ë ê�� ï æ í ∇Hu(x) ∈ V1 �fç � � ï � ì#ï
lim
y→x
|u(y)− u(x)−∇Hu(x)∗(x−1y)|

%(x, y)
= 0.

	 í æ�æ����Ìò!³�bdc ¶ °#³�¸Yb��â»_º ¼ ³�³�°Ì» ¬j­ » Ø ³ ¬ e'³ u ¬ e#c�¸Ybdc�³ µ b¯ÂjºY³�b¯° ¶ e ¼ ¸ ­qµ b È e'³�b È2­ Xjub ¶ L∞(Ω) ²t° µÙ­_È2­qµ Ä j = 1, . . . ,m `;c ­q­ Ò�Ü¹Ó�Õ{e ¶ ¸QÒ�Ü 
�Õ�²t° µ ®�° µ
­ b ¶ ²t° µ ®�e'³�b¯° ¶ goË
ò ¶M´ e µ ³�bd»_º ¼ e µ u ∈ BVH(Ω) e ¶ ¸ ªR¬j­ ° µ
­ ® Ü�Ë�
 ¼ e µ À ­q¼ Ä ­q¶ c�º µ
­ c«³ ¬ e'³ u bdc L1

¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ e'³Re¹Ë ­ Ë x ∈ Ω Ë �K­ ³�º1c ´ bd» Ø x ∈ Ω e'³�Ï ¬ bd» ¬ u bdc L1 ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­
Ï�bÃ³ ¬ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ∇Hu(x)∗ Ë É Ä �N­ ®â®�e�Ó#ËdÓ=ýÑÏ�bÃ³ ¬ α = 1 Ï ­ °)ÂY³oe�b ¶ ³ ¬j­Ì¼ b¯®�bÃ³

lim
r→0+

�

Bx,r

|u(y)− u(x)−∇Hu(x)∗(x−1y)|
%(x, y)

dy = 0.

ò ¶�´ e µ ³�bd»_º ¼ e µ u bdc{e ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³ ­q¼ Ä�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Â ¼¯­ e'³ x b ¶ ³ ¬j­ Ö ­ ¸ ­qµ
­qµ c ­q¶ c ­ ÒÃÓ=ý�Õ!Î
³ ¬ e'³�bdcqÎ1²t° µR­_È2­qµ Ä ε > 0 ³ ¬j­ c ­ ³

Eε = {y ∈ Ω | |u(y)− u(x)−∇Hu(x)∗(x−1y)| ≤ ε%(x, y)}¬ e#cÌ³ ¬j­�´jµ ° ´·­qµ ³ÅÄ |Eε ∩ Bx,r| |Bx,r|−1 → 1 e#c r → 0+.
ªR¬j­q¶

x bdcWeÍ¸ ­q¶ c�bÃ³ÅÄ´ °)b ¶ ³�°)² Eε Î ¬j­q¶ » ­ ³ ¬j­ ¸Y°)ºjÂ ¼ b ¶ À ´jµ ° ´·­qµ ³ÅÄÌÀ)b È2­ cN³ ¬ e'³�¸Ybdc�³ (y,Eε) = o(%(y, x)) e#c
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%(y, x)→ 0+ ËjÖ�b Ú r0 > 0 c�º1» ¬ ³ ¬ e'³�¸Ybdc@³ (y,Eε) ≤ ε%(y, x) ²t° µR­_È2­qµ Ä %(y, x) ≤
r0 Ë4ß ­ » ¬ °�°2c ­ y ∈ Bx,r0 ÎNe#c�c�ºj®âb ¶ À�³ ¬ e'³ Bx,r0 ⊂ Ω ËNò%² y /∈ Eε ∩ Bx,r0 ⊂ Ω Î
³ ¬j­q¶ ¸Ybdc@³ (y,Eε) > 0 e ¶ ¸«³ ¬j­qµ
­�­_Ú bdc@³fc a ∈ Eε c�º1» ¬ ³ ¬ e'³ %(y, a) < 2 ¸Ybdc�³ (y,Eε) Ëß ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ÂGÄ L ³ ¬j­ � b ´ c�» ¬ bÃ³��Ù»_° ¶ c�³oe ¶ ³�°)² u ËYß ­à¬ e È2­
|u(y)− u(x)−∇Hu(x)∗(x−1y)|

≤ |∇Hu(x)∗(a−1y)|+ |u(a)− u(x)−∇Hu(x)∗(x−1a)|+ |u(y)− u(a)|
≤ ‖∇Hu(x)∗‖2ε%(y, x) + ε%(y, x) + 2Lε%(y, x).

ò ¶ ³ ¬j­ »=e#c ­ y ∈ Eε ∩ Bx,r0 Î�ÂGÄ ¸ ­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ °)² Eε Î�Ï ­�¬ e È2­ |u(y) − u(x) −
∇Hu(x)∗(x−1y)| ≤ ε%(y, x) Ë ª{¬j­ e µ ÂjbÃ³ µ e µ Ä » ¬ °)bd» ­ °)² ε »_° ¶ » ¼ º1¸ ­ cR³ ¬j­�´jµ °�°)²ÅË

�8©��Í¨ ������£�¤4£�¥���£�¥I¨�
 ��£#�¹ ·¡'¨ �
��¨ ��¨�¡��V© ò ¶ ³ ¬j­ ¾ µ c�³ ´ e µ ³�°)²I³ ¬ bdc�c ­ »�³�b¯° ¶ Ï ­µ
­_È b ­ Ï c
°)® ­ Â4e#c
bd»�²;e#»�³fcRe�Â·°)ºY³ ¼¯­ ²�³{b ¶GÈ e µ b�e ¶ ³R¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ c9° ¶ À µ °)º ´ c_Ë
ò ¶Ì´ e µ ³�bd»_º ¼ e µ Ï ­�µ
­ »=e ¼¯¼ ³ ¬j­ b¯® ´ ° µ ³oe ¶ ³�aI°)b ¶ »=e µ
ø ÷ É b µ
Ø�¬ °)Á4÷2ßõbÃ³
³�³ ¬j­ ° µ
­ ®ÍÎ=Ï ¬ bd» ¬
Ï�b ¼¯¼ Â ­ °)²�b¯® ´ ° µ ³oe ¶ » ­ ³�°�°)º µ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ µ
­ c�º ¼ ³fc�°)² ¬ b¯À ¬j­qµ ° µ ¸ ­qµ Ë

ò ¶ Rn ²t° µÌ­_È2­qµ Ä k ∈ N \ {0} ³ ¬j­qµ
­ bdcÙe ¶ e'³�º µ e ¼ »_° µ
µ
­ c ´ ° ¶ ¸ ­q¶ » ­ Â ­ ³ÅÏ ­q­q¶
¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ c ∂αx Ï�bÃ³ ¬ |α| = ∑n

j=1 αj ≤ k e ¶ ¸ ´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ c�°)²�¸ ­ À µ
­q­¼¯­ c�cÌ³ ¬ e ¶ ° µW­�� º4e ¼ ³�° k Ë ª{¬j­ c�e�® ­ e ¶ e ¼ °)À#Ä ¬ ° ¼ ¸jcW²t° µ c�³ µ e'³�b¯¾ ­ ¸[À µ °)º ´ cqË�Ö1° µ
»_° ¶GÈ2­q¶ b ­q¶ » ­ °)² ¶ °#³oe'³�b¯° ¶ ÎNÏ ­ Ï�b ¼¯¼ bd¸ ­q¶ ³�b¯²�Ä�³ ¬j­ � b ­ e ¼ À ­ Â µ e G °)² ¼¯­ ²�³àb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³È2­ »�³�° µ ¾ ­q¼ ¸jc«Ï�bÃ³ ¬ ³ ¬j­ bdc�°)®�° µ
´j¬ bd» È2­ »�³�° µ c ´ e#» ­ °)²�¾ µ c@³�° µ ¸ ­qµ�¼¯­ ²�³âb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³
¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ cqË �K­ ³ (W1, . . . ,Wq) Â ­ e À µ e#¸ ­ ¸QÂ4e#c
bdc�°)² G Î µ
­ ÀGe µ ¸ ­ ¸
e#c�eôÂ4e#c�bdc�°)²�¾ µ c�³â° µ ¸ ­qµâ¼¯­ ²�³âb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ c_Ë ñ�­ »=e ¼¯¼ ³ ¬ e'³ e¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1c ¼¯­ ²�³�b ¶GÈ e µ b�e ¶ ³�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ Z ¬ e#c�¸ ­ À µ
­q­ d b¯² δ∗rZ = rdZ Î
³ ¬ e'³�bdcqÎ

δ∗rZ(ϕ) = Z(ϕ ◦ δr) = dϕ(δrZ) = rddϕ(Z) = rdZϕ

²t° µÌ­_È2­qµ Ä r > 0 e ¶ ¸ ϕ ∈ C∞(G) Ë É Ä
³ ¬ bdcÙ¸ ­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ ° ¶j­�­ e#c
b ¼ Ä,» ¬j­ » Ø cÌ³ ¬ e'³
³ ¬j­«¼¯­ ²�³àb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³ È2­ »�³�° µ ¾ ­q¼ ¸ Wi °)²�¸ ­ À µ
­q­ di e ¼ c
° ¬ e#c ¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1cà¸ ­ À µ
­q­
di e#c ¼¯­ ²�³�b ¶GÈ e µ b�e ¶ ³�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ Ë·ßõbÃ³ ¬ ³ ¬ bdc ¶ °#³�b¯° ¶ Ï ­ »=e ¶ ¸ ­ ¾ ¶j­ ³ ¬j­¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1cÙ¸ ­ À µ
­q­ °)²{e ¼¯­ ²�³àb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³Ñ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ ËNß ­ »_° ¶ c
bd¸ ­qµ e¼¯­ ²�³�b ¶GÈ e µ b�e ¶ ³�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ

Z =
∑

α

cαW
α,

Ï ¬j­qµ
­ ° ¶j¼ Ä
e�¾ ¶ bÃ³ ­Þ¶ ºj®ÑÂ ­qµ °)²�»_° ­ �â»_b ­q¶ ³fc cα ∈ R ¸Y° ¶ °#³ È e ¶ bdc ¬ e ¶ ¸ Wα bdc
¸ ­ ¾ ¶j­ ¸ÍÂGÄ�³ ¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ Àâ° µ ¸ ­qµ
­ ¸Í»_°)® ´ °2c�bÃ³�b¯° ¶ c �

Wα = Wα1
1 · · ·W

αq
q ,

²t° µ�­_È2­qµ Ä α = (α1, . . . , αq) ∈ Nq Ëjß ­ ¸ ­ ¾ ¶j­ ³ ¬j­�� æ
��æ 
Gê_è·êoæ�ç �Wé2ê 
 í êoê9°)² Z e#c¬ á%¸ ­ À (Z) = max{d(α) | cα 6= 0},
Ï ¬j­qµ
­ d(α) =

∑q
k=1 dkαk.

ª{¬j­ ¾ ¶ bÃ³ ­ á%¸Yb¯® ­q¶ c�b¯° ¶ e ¼ c ´ e#» ­ °)² ¼¯­ ²�³�b ¶GÈ e µ b�e ¶ ³�¸Yb¯²�á
² ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ câ°)² ¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1câ¸ ­ À µ
­q­Í¼¯­ c�cÞ³ ¬ e ¶ ° µ«­�� º4e ¼ ³�° k Ï�b ¼¯¼ Â ­
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¸ ­q¶ °#³ ­ ¸ ÂGÄ Ak(G) Ë ªR¬j­ aI°)b ¶ »=e µ
ø ÷ É b µ
Ø�¬ °)Á4÷2ßõbÃ³
³�³ ¬j­ ° µ
­ ® c�³oe'³ ­ c�³ ¬ e'³{³ ¬j­ c ­ ³
°)²�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ c

{Wα1
1 · · ·W

αq
q | (α1, . . . , αq) ∈ Nq}

bdc�e�Â4e#c
bdcV°)²·³ ¬j­ e ¼ À ­ Â µ e�°)² ¼¯­ ²�³�b ¶GÈ e µ b�e ¶ ³9¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ c�° ¶ G `;c ­q­�´ Ë¹Ü¹Ó
°)²RÒÃÓ�Ô'Õ�goË ªR¬j­à¶j­_Ú ³ ´jµ ° ´ °2c
bÃ³�b¯° ¶ c@³oe'³ ­ c�e ´jµ
­ »_bdc ­Ùµ
­q¼ e'³�b¯° ¶ Â ­ ³ÅÏ ­q­q¶Ý´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ c
e ¶ ¸ ¼¯­ ²�³Ñb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ cÞ° ¶ À µ °)º ´ cð`;c ­q­ a µ ° ´ °2c�bÃ³�b¯° ¶ Ó#Ë�
-
Ý°)²
ÒÃÓ�Ô'Õ�goË

� � ������	 ��
�����
 
¹ËdÓ � � � ê í ê�ê�� î � ï � ì è î �qæ
��æ í � � î ��� L : PH,k(G) → Ak(G) Î

 îtë ê_è,å �

L(P ) =
∑

d(α)≤k
(WαP )(0)Wα.

�����	��
���
�����
 
¹Ë�Üâ` & b Ú¹­ ¸Þ¸ ­qµ b È e'³�b È2­ cog�� �K­ ³ u ∈ BVk
H(Ω) e ¶ ¸ ¼¯­ ³ Y1, . . . , Yp

∈ G Â ­ ¾ µ c�³Ù° µ ¸ ­qµÌ¼¯­ ²�³Ùb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³Þ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ cÌÏ�bÃ³ ¬ ∑p
j=1

¬ á%¸ ­ À (Yj)
≤ k ËYß ­ ¸ ­ ¾ ¶j­ ³ ¬j­Ùñ e#¸Y° ¶ ® ­ e#c
º µ
­ DY1···Ypu e#cR²t° ¼¯¼ °�Ï�c��
`!Ü#ý2g �

Ω

φdDY1···Ypu = (−1)p
�

Ω

u(x)(Yp · · ·Y1φ)(x) dx ∀φ ∈ C∞c (Ω).

Æ °)® ­�µ
­ ®�e µ
Ø c ¬j­qµ
­ e µ
­ b ¶ ° µ ¸ ­qµ Ë Æ b ¶ » ­ ³ ¬j­�� °�Ï e#c�c�°¹»_b�e'³ ­ ¸õ³�° Y ∈ G´jµ
­ c ­qµ�È2­ c�³ ¬j­ ® ­ e#c
º µ
­ Î·Ï ­ b ¶ ² ­qµ ³ ¬ e'³ div(Y ) = 0 Î ¬j­q¶ » ­ ÂGÄÝ³ ¬j­ » ¼ e#c�c�bd»=e ¼ ¸YbÃáÈ2­qµ À ­q¶ » ­ ³ ¬j­ ° µ
­ ® µ
­q¼ e'³�b¯° ¶ `!Ü#ý2g ¬ ° ¼ ¸jc�²t° µ c�®â°�°#³ ¬ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c u Ï�bÃ³ ¬ DY1···Ypu =
(Y1 · · ·Ypu)vg Ë

��°#³ ­ e ¼ c�°Ì³ ¬ e'³�³ ¬j­�­_Ú bdc�³ ­q¶ » ­ °)²·³ ¬j­ ¸Ybdc�³ µ b¯ÂjºY³�b¯° ¶ e ¼ ¸ ­qµ b È e'³�b È2­ DY1···Ypu e#c�e® ­ e#c
º µ
­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�c�ÂGÄÑ³ ¬j­ � b ­ Â µ e#» Ø)­ ³�À ­q¶j­qµ e'³�b ¶ ÀÑ»_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶ ° ¶�¬ ° µ b��q° ¶ ³oe ¼4È2­ »�³�° µ
¾ ­q¼ ¸jc (X1, . . . ,Xm) ³ ¬ e'³�e µ
­9¶ °�Ï µ
­ ÀGe µ ¸ ­ ¸«e#c�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ cqË)ò!³�c
º ��» ­ c
³�°�°)Â1c ­qµ�È2­ ³ ¬ e'³ ­_È2­qµ Ä ¼¯­ ²�³Vb ¶GÈ e µ b�e ¶ ³�¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ Z Ï�bÃ³ ¬Ñ¬ á%¸ ­ À (Z) = k
»=e ¶ Â ­ Ï µ bÃ³
³ ­q¶ e#cRe ¼ b ¶j­ e µ »_°)®ÑÂjb ¶ e'³�b¯° ¶ °)²Kº ´ ³�° k á!²t° ¼ ¸�bÃ³ ­qµ e'³ ­ ¸ »_°)®�®ÑºY³oe'³�° µ c
°)² (X1, . . . ,Xm) Ë ªR¬j­q¶ ° ¶j­ º1c ­ cÞ³ ¬j­ ¸ ­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ °)² × á BVk ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c_Î�Ï ¬ bd» ¬­_Ú e#»�³ ¼ Ä µ
­�� ºjb µ
­ c�³ ¬ e'³ ­_È2­qµ ÄÝbÃ³ ­qµ e'³ ­ ¸ô¸Ybdc@³ µ b¯ÂjºY³�b¯° ¶ e ¼ ¸ ­qµ b È e'³�b È2­ Xj1 · · ·Xjku bdceÞ® ­ e#c
º µ
­ ÎYÏ ¬j­qµ
­ 1 ≤ j1, . . . , jk ≤ m ËÉ Ä½³ ¬j­ ñ e#¸Y° ¶ ÷ ��b Ø °¹¸ 1 ®±³ ¬j­ ° µ
­ ®±Ï ­�¬ e È2­ DY1,...,Ypu = (DY1,...,Ypu)a +
(DY1,...,Ypu)s ÎGÏ ¬j­qµ
­ ³ ¬j­ ³ ­qµ ®âc�°)²8³ ¬j­ c�ºj® e µ
­ ³ ¬j­ e�Â1c�° ¼ ºY³ ­q¼ Ä�»_° ¶ ³�b ¶ ºj°)º1c ´ e µ ³
e ¶ ¸ô³ ¬j­ c
b ¶ À)º ¼ e µÌ´ e µ ³W°)² DY1···Ypu Î µ
­ c ´·­ »�³�b È2­q¼ Ä2Ë ªR¬j­ ¸ ­q¶ c�bÃ³ÅÄ °)² (DY1···Ypu)a

Ï�b ¼¯¼ Â ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ¸Íc
b¯® ´j¼ Ä�ÂGÄ Y1 · · ·Ypu Ë1ò ¶ ³ ¬j­ »=e#c ­ ³ ¬j­ ® ­ e#c
º µ
­ (DY1···Ypu)a bdcµ
­q´j¼ e#» ­ ¸�ÂGÄ (DWαu)a bÃ³fc�¸ ­q¶ c�bÃ³ÅÄÑÏ�b ¼¯¼ Â ­ ¸ ­q¶ °#³ ­ ¸«ÂGÄ Wαu Ë ñ�­ »=e ¼¯¼ ³ ¬ e'³�²t° µ�­_È á­qµ Ä i = 1, . . . ,m ³ ¬j­ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ c Wi ∈ G
¬ e È2­�¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1cR¸ ­ À µ
­q­­�� º4e ¼ ³�°�° ¶j­ Ëjß ­ Ï�b ¼¯¼ ¸ ­q¶ °#³ ­ ³ ¬j­ c ­ ° ´·­qµ e'³�° µ c�ÂGÄ Xi ÎYÏ ¬j­qµ
­ i = 1, . . . ,m Ë$ º ­ ³�° ³ ¬j­ a�°)b ¶ »=e µ
ø ÷ É b µ
Ø�¬ °)Á1÷2ß bÃ³
³ ³ ¬j­ ° µ
­ ®ÍÎâ²t° µ ­_È2­qµ Ä j1, . . . , jp ∈

{1, . . . ,m} ³ ¬j­qµ
­Ì­_Ú bdc�³�»_° ­ �â»_b ­q¶ ³fc {cα1,...,αq
j1,...,jp

} c�º1» ¬ ³ ¬ e'³
`!Ü)Ô)g Xj1 · · ·Xjp =

∑

d(α)≤p
c
α1,...,αq
j1,...,jp

Wα1
1 · · ·W

αq
q ,
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Ï ¬j­qµ
­ α = (α1, . . . , αq) e ¶ ¸ Xjs bdc�e ¬ ° µ b��q° ¶ ³oe ¼ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e ¼ ° ´·­qµ e'³�° µ ²t° µ�­_È2­qµ Ä
s = 1, . . . , p ÎK³ ¬ e'³Wbdc_ÎCbÃ³ ¬ e#c ¬ °)®�°)À ­q¶j­ °)º1cW¸ ­ À µ
­q­�­�� º4e ¼ ³�°Ý° ¶j­ Ë É Ä½eð¸Yb µ
­ »�³
»_°)® ´ ºY³oe'³�b¯° ¶ ÎjbÃ³Rbdc ¶ °#³�¸Yb���»_º ¼ ³R³�°«c ­q­ ³ ¬ e'³ $�­ ¾ ¶ bÃ³�b¯° ¶ 
¹Ë�ÜÑe ¶ ¸�³ ¬j­�¼ b ¶j­ e µ bÃ³ÅÄ�°)²
`!Ü)Ô)g9À)b È2­ ³ ¬j­Ìµ
­q¼ e'³�b¯° ¶

DXj1 ···Xjpu = (−1)p
∑

d(α)≤p
(−1)|α|cα1,...,αq

jp,...,j1
DW

α1
1 ···W

αq
q
u`!Ü��2g

²t° µ�­_È2­qµ Ä u ∈ BVk
H(Ω) e ¶ ¸ p ≤ k Ë

�8© � ©�� î � ê í ê�è ï;î.ì å î � î�ï � æ�� H ä BVk �fç¹è�� ï;î æ�è � � ×�­qµ
­ Ï ­à´jµ ° È2­ ³ ¬j­Ì¬ b¯À ¬j­qµ ° µ á
¸ ­qµ e ´j´jµ ° Ú b¯®�e'³ ­ ¸Yb¯Á ­qµ
­q¶ ³�b�e�Âjb ¼ bÃ³ÅÄ,°)² × á É�Ê k ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cqËKß ­ c@³oe µ ³ÌÏ�bÃ³ ¬ e ´jµ
­ á¼ b¯®�b ¶ e µ Ä ¼¯­ ®�®�e¹Ë

� ��� � � 
¹Ë�
 � �Kê ï u ∈ BVk
H,loc(Ω) � � � ê_è��_æ íÙì �tê � x ∈ ⋂d(α)≤k AWαu

ï � ê í ê
ê�� î � ï � ì ç¹è î �_ç1ê �jæ � � è¢æ
� î.ì � P[x] ∈ PH,k(G) �oç � � ï � ì)ï WαP[x](x) = Wαu(x)ì è¢é

lim
r→0+

|DWα(u− P[x])|(Bx,r)r−Q = 0 �_æ í ê ë ê í"� d(α) ≤ k �
	 í æ�æ���� É Äâa µ ° ´ °2c
bÃ³�b¯° ¶ 
¹ËdÓ�²t° µ9­_È2­qµ Ä x ∈ ⋂d(α)≤k AWαu Ï ­�¬ e È2­ eÌº ¶ b � º ­´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ P[x] ∈ PH,k(G) c
º1» ¬ ³ ¬ e'³ WαP[x](x) = Wαu(x) ²t° µ e ¼¯¼ d(α) ≤ k ËÉ Ä�³ ¬j­àµ
­ À)º ¼ e µ bÃ³ÅÄÍ°)² P[x] Ï ­à¬ e È2­ ³ ¬j­ ¸ ­ »_°)® ´ °2c�bÃ³�b¯° ¶

|DWα(u− P[x])| = |Wαu−WαP[x]|vg + |DWαu|s.ªR¬j­q¶ �K­ ®�®�eÞÜ�ËdÓÙ»_° ¶ » ¼ º1¸ ­ cR³ ¬j­Ì´jµ °�°)²ÅË
��� ��������� 
¹Ë�Û�� �Cê ï u ∈ BVk

H,loc(Ω) � î�ï � 1 ≤ k < Q ì è¢é[é2ê 	 è·ê γ =

Q/(Q− k) � � � ê_è u î � ì �tê � Lγ é î � ê í ê_è ï;î.ì å��Ãê«æ��Ùæ í é2ê í k �
	 í æ�æ���� É Ä �N­ ®â®�e 
¹Ë�
W²t° µ e¹Ë ­ Ë x ∈ ⋂d(α)≤k AWαu Ï ­�¬ e È2­ eWº ¶ b � º ­�´ ° ¼ Ä�á¶ °)®�b�e ¼ P[x] ∈ PH,k(G) c�º1» ¬ ³ ¬ e'³ WαP[x](x) = Wαu(x) e ¶ ¸

lim
r→0+

|DWα(u− P[x])|(Bx,r)r−Q = 0

²t° µÌ­_È2­qµ Ä d(α) ≤ k Ë É Ä
b ¶ ¸Yº1»�³�b¯° ¶ ° ¶ k ÎCc�º ´j´ °2c ­ ³ ¬ e'³Ù°)º µ » ¼ e�b¯® bdcÙc�e'³�bdc
¾ ­ ¸
²t° µ k − 1 ≥ 1 e ¶ ¸ ³ ¬ e'³ u ∈ Lηloc(Ω) ÎYÏ ¬j­qµ
­ η = Q/(Q− k + 1) Ë ªR¬j­ ° µ
­ ® Ü�Ë�

c ¬ °�Ï�cI³ ¬ e'³�°)º µ » ¼ e�b¯® ¬ ° ¼ ¸jc�²t° µ k−1 = 1 Ë#Öj° µ�­_È2­qµ Ä j = 1, . . . ,m ³ ¬j­ ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ c
Xju e ¶ ¸ u e µ
­Ù× á BVk−1 Î4c
°Þ³ ¬j­ b ¶ ¸Yº1»�³�b¯° ¶�¬ Ä ´ °#³ ¬j­ c�bdc�b¯® ´j¼ b ­ c{³ ¬ e'³ u,Xju ∈
Lηloc(Ω) e ¶ ¸ ³ ¬j­qµ
­Ì­_Ú bdc@³fc�eÑº ¶ b � º ­Ù´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ Rj ∈ PH,k−1(G) c�º1» ¬ ³ ¬ e'³

( �

Bx,r

|Xju(y)−Rj(y)|η dy
)1/η

= o(rk−1) e#c r → 0+,`!Ü �2g

e ¶ ¸ W βXju(x) = W βRj(x) ²t° µÝ­_È2­qµ Ä d(β) ≤ k − 1 Ë É Äõ³ ¬j­ a�°)b ¶ »=e µ
ø ÷É b µ
Ø�¬ °)Á4÷2ßõbÃ³
³Þ³ ¬j­ ° µ
­ ® Ï ­�¬ e È2­ eÝ¾ ¶ bÃ³ ­ ¶ ºj®ÑÂ ­qµ °)²�»_° ­ ��»_b ­q¶ ³fc {cαβ,j} c
º1» ¬
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³ ¬ e'³
W βXju(x) =

∑

d(α)≤k
cαβ,jW

αu(x) =
∑

d(α)≤k
cαβ,jW

αP[x](x)`�
-
2g

= W βXjP[x](x),

c
° W βRj(x) = W βXjP[x](x) ²t° µÞ­_È2­qµ Ä d(β) ≤ k − 1 Ë É Ä[a µ ° ´ °2c�bÃ³�b¯° ¶ 
¹ËdÓ#Î
°)Â1c ­qµ�È b ¶ À¿³ ¬ e'³ XjP[x] ∈ PH,k−1(G) Ï ­�¬ e È2­ Rj = XjP[x] ²t° µ�­_È2­qµ Ä j =
1, . . . ,m Ë ª{¬ º1cR²t° µ{­_È2­qµ Ä j = 1, . . . ,m Ï ­�¬ e È2­ Xj(u− P[x]) = Xju−Rj Ëjþ�ce µ
­ c�º ¼ ³=ÎG¸ ­ ¾ ¶ b ¶ À v = u−P[x] e ¶ ¸«º1c
b ¶ ÀÌ»_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶ `!Ü �2gI²t° µV­_È2­qµ Ä j = 1, . . . ,m
Ï ­ °)ÂY³oe�b ¶

( �

Bx,r

|Xjv(y)|η dy
)1/η

= o(rk−1).`�
YÓ�g
ªR¬j­ »_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶ k < Q b¯® ´j¼ b ­ c9³ ¬j­ b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ η = Q(Q− k+ 1)−1 < Q Î ¬j­q¶ » ­
³ ¬j­ÑÆ °)Â·° ¼¯­_È ÷�a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ[` �2g�Ä¹b ­q¼ ¸jc

( �

Bx,r

|v(y)− vBx,r |γ dy
)1/γ

≤ Cr
( �

Bx,r

|∇Hv(y)|η dy
)1/η

,

Ï ¬j­qµ
­ γ = Qη/(Q − η) = Q/(Q − k) Ë�Ö µ °)®±»_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶ `�
YÓ�gÙ²t° µÑ­_È2­qµ Ä j =
1, . . . ,m Ï ­ °)ÂY³oe�b ¶

( �

Bx,r

|v(y)− vBx,r |γ dy
)1/γ

= o(rk).`�
2Ü)g

��°#³�bd» ­ ³ ¬ e'³ v ∈W 1,η
H,loc(Ω) Î1c
°«Ï ­ »=e ¶ e ´j´j¼ Ä½`!Ü¹Ó�g�³�°«À ­ ³

|vBx,r | ≤ Cr
{ 1�

0

( �

Bx,tr

|∇Hv(y)|η
)1/η

dt+
( �

Bx,r

|∇Hu(y)|η
)1/η}

,`�
 
2g
¬j­q¶ » ­ »_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶ `�
YÓ�g�À)b È2­ c |vBx,r | = o(rk) e#c r → 0+ Ë�Ö�b ¶ e ¼¯¼ Ä2Î�ÂGÄ«³ ¬j­ ³ µ b�e ¶ À ¼¯­
b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄðÏ ­à¬ e È2­

( �

Bx,r

|v(y)|γ dy
)1/γ

≤
( �

Bx,r

|v(y)− vBx,r |γ dy
)1/γ

+ |vBx,r | = o(rk),

³ ¬j­qµ
­ ÂGÄð¾ ¶ bdc ¬ b ¶ À«³ ¬j­Ù´jµ °�°)²ÅËª{¬j­�´jµ
­_È b¯°)º1c ´jµ °�°)²CÂGÄ�b ¶ ¸Yº1»�³�b¯° ¶ Ï{° µ
Ø c9²t° µR× á BVk Ï�bÃ³ ¬ e µ ÂjbÃ³ µ e µ Ä k Î ´jµ °#áÈ bd¸ ­ ¸Q³ ¬ e'³ ³ ¬j­ º1c ­ °)²�` �2g�e ¶ ¸J`!Ü¹Ó�gâbdc µ
­q´j¼ e#» ­ ¸õÂGÄ ³ ¬ e'³ °)²�`�Ó�
2g�e ¶ ¸J`!Ü�
2goÎµ
­ c ´·­ »�³�b È2­q¼ Ä2Ë¢þ�c�e µ
­ c
º ¼ ³=ÎjÏ ­ °)ÂY³oe�b ¶ ³ ¬j­ ²t° ¼¯¼ °�Ï�b ¶ À«³ ¬j­ ° µ
­ ®ÍË
��� ��������� 
¹Ë�� ��� ë ê í�� u å�ê �¯æ�è 
 î è 
 ï æ BVk

H,loc(Ω) î � ì �tê � L1 é î � ê í ê_è ï;î.ì å��¯ê
æ��Ùæ í é2ê í k �
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�8©��8© � î � ê í ê_è ï;î.ì å î � î�ï � æ"��ã�ä 
8æGåfæ �Ãê ë �fçYè � ï;î æ�è ���àß ­ ¾ µ c�³J°)Â1c ­qµ�È2­ ³ ¬ e'³

W k,p
H,loc(Ω) ⊂ BVk

H,loc(Ω) Î8³ ¬ º1cÑe ¼¯¼V´jµ
­_È b¯°)º1cW»_° ¶ c
bd¸ ­qµ e'³�b¯° ¶ cW²t° µÙ× á BVk ²tº ¶ »�á
³�b¯° ¶ c ¬ ° ¼ ¸ ²t° µÌ× á Æ °)Â·° ¼¯­_È ²tº ¶ »�³�b¯° ¶ cÙ°)²�³ ¬j­ c�e�® ­ ° µ ¸ ­qµ ËKß ­«¬ e È2­ b ¶ e#¸j¸YbÃ³�b¯° ¶
DWαu = (Wαu)vg ÎYÏ ¬j­qµ
­ Wαu ∈ Lp(Ω) ²t° µR­_È2­qµ Ä d(α) ≤ k Ë

� ��� � � 
¹Ë~ý � �Kê ï u ∈ W k,p
H,loc(Ω) � � � ê_è �_æ í�ì �tê � x ∈ ⋂d(α)≤k AWαu

ï � ê í ê
ê�� î � ï � ì ç¹è î �_ç1ê �jæ � � è¢æ
� î.ì � P[x] ∈ PH,k(G) �oç � � ï � ì)ï WαP[x](x) = Wαu(x)ì è¢é

lim
r→0+

�

Bx,r

|Wαu(y)−WαP[x](y)|p dy = 0

�_æ í ê ë ê í�� d(α) ≤ k �
	 í æ�æ���� É ÄÙa µ ° ´ °2c�bÃ³�b¯° ¶ c{Ó#ËdÓ�
�e ¶ ¸ 
¹ËdÓ�²t° µ e¹Ë ­ Ë x ∈ Ω Ï ­�¬ e È2­ eRº ¶ b � º ­9´ ° ¼ Ä�á¶ °)®�b�e ¼ P[x] ∈ PH,k(G) c
º1» ¬ ³ ¬ e'³ WαP[x](x) = Wαu(x) ²t° µ�­_È2­qµ Ä d(α) ≤ k Î

Ï ¬j­qµ
­ ³ ¬j­Ù¶ ºj®ÑÂ ­qµ Wαu(x)
¬ e#cR³ ¬j­Ì´jµ ° ´·­qµ ³ÅÄ

lim
r→0+

�

Bx,r

|Wαu(y)−WαP[x](x)|p dy = 0

²t° µÌ­_È2­qµ Ä d(α) ≤ k Ë ª{¬j­q¶ ³ ¬j­ »_° ¶ ³�b ¶ ºjbÃ³ÅÄ °)² WαP[x]
¼¯­ e#¸jcÌº1c�³�° ³ ¬j­ »_° ¶ » ¼ ºYá

c
b¯° ¶ Ë
��� ��������� 
¹Ë�Ô � �Kê ï u ∈ W k,p

H,loc(Ω) � î�ï � 1 ≤ kp < Q ì è¢é[é2ê 	 è¢ê γ =

Qp/(Q− kp) ��� � ê_è u î � ì �tê � Lγ é î � ê í ê_è ï;î.ì å
�¯êÞæ"�Ùæ í é2ê í k �
	 í æ�æ���� É Ä �K­ ®�®�e 
¹Ë~ýÙ²t° µ e¹Ë ­ Ë x ∈ Ω Ï ­�¬ e È2­ eÙº ¶ b � º ­�´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ P[x] ∈

PH,k(G) c
º1» ¬ ³ ¬ e'³ WαP[x](x) = Wαu(x) e ¶ ¸
lim
r→0+

�

Bx,r

|Wαu(y)−WαP[x](y)|p dy = 0

²t° µ�­_È2­qµ Ä d(α) ≤ k Ë É ÄÞb ¶ ¸Yº1»�³�b¯° ¶ ° ¶ k ÎGc
º ´j´ °2c ­ ³ ¬ e'³�°)º µ » ¼ e�b¯® bdc�cfe'³�bdc�¾ ­ ¸â²t° µ
k−1 ≥ 1 e ¶ ¸«³ ¬ e'³ u ∈ Lηloc(Ω) Î)Ï ¬j­qµ
­ η = Qp(Q− (k−1)p)−1 Ë ª{¬j­ ° µ
­ ® Ü�Ë�Û
e ¶ ¸õ³ ¬j­[Æ °)Â·° ¼¯­_È ÷�a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ ` �2g ­q¶ c�º µ
­ ³ ¬ e'³Í°)º µ » ¼ e�b¯® ¬ ° ¼ ¸jcÍ²t° µ
k − 1 = 1 Ë�ß ­ ¬ e È2­ u,Xju ∈ W k−1,p

H (Ω) ²t° µÞ­_È2­qµ Ä j = 1, . . . ,m Ë É Ä½³ ¬j­
b ¶ ¸Yº1»�³�b¯° ¶Q¬ Ä ´ °#³ ¬j­ c�bdcqÎ u,Xju ∈ Lηloc(Ω) e ¶ ¸Ç²t° µ�­_È2­qµ Ä j = 1, . . . ,m ³ ¬j­qµ
­­_Ú bdc�³fc�eÑº ¶ b � º ­Ù´ ° ¼ Ä ¶ °)®�b�e ¼ Rj ∈ PH,k−1(G) c
º1» ¬ ³ ¬ e'³

( �

Bx,r

|Xju(y)−Rj(y)|η dy
)1/η

= o(rk−1),`�
�Û�g

Ï ¬ bd» ¬ c�e'³�bdc
¾ ­ c9³ ¬j­ »_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶ W βXju(x) = W βRj(x) ²t° µ{­_È2­qµ Ä d(β) ≤ k− 1 ËÉ Ä
³ ¬j­ a�°)b ¶ »=e µ
ø ÷ É b µ
Ø�¬ °)Á4÷2ß bÃ³
³W³ ¬j­ ° µ
­ ® Ï ­�¬ e È2­ e ¾ ¶ bÃ³ ­â¶ ºj®ÑÂ ­qµ °)²{»_° ­ �«á
»_b ­q¶ ³fc {cαβ,j} c
º1» ¬ ³ ¬ e'³

W βXju(x) =
∑

d(α)≤k
cαβ,jW

αu(x) =
∑

d(α)≤k
cαβ,jW

αP[x] = W βXjP[x](x),
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c
° W βRj(x) = W βXjP[x](x) ²t° µÞ­_È2­qµ Ä d(β) ≤ k − 1 Ë�ò ¶EÈ b ­ Ï °)²�a µ ° ´ °2c
bÃá
³�b¯° ¶ 
¹ËdÓ�e ¶ ¸[°)Â1c ­qµ�È b ¶ À�³ ¬ e'³ XjP[x] ∈ PH,k−1(G) Ï ­�¬ e È2­ Rj = XjP[x] ²t° µ­_È2­qµ Ä j = 1, . . . ,m Ë ª{¬j­q¶ Î·¸ ­ ¾ ¶ b ¶ À v = u− P[x] Ï ­ °)ÂY³oe�b ¶ Xjv = Xju− Rj²t° µ�­_È2­qµ Ä j = 1, . . . ,m Ë ªR¬ º1cqÎ µ
­q¼ e'³�b¯° ¶ `�
�Û�g�Ä¹b ­q¼ ¸jc

( �

Bx,r

|Xjv(y)|η dy
)1/η

= o(rk−1).

ªR¬j­q¶ Ï ­ e µ
µ b È2­ e'³R³ ¬j­ »_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶
( �

Bx,r

|∇Hv(y)|η dy
)1/η

= o(rk−1).`�
 �)g
ñ�­ »=e ¼¯¼ ³ ¬ e'³�ÂGÄ«b ¶ ¸Yº1»�³�b¯° ¶�¬ Ä ´ °#³ ¬j­ c�bdc v ∈W 1,η

H (Ω) Î2²tº µ ³ ¬j­qµ ®�° µ
­ ³ ¬j­ »_° ¶ ¸YbÃ³�b¯° ¶
kp < Q À)b È2­ c η < Q ó#³ ¬j­qµ
­ ²t° µ
­ Ï ­ »=e ¶ e ´j´j¼ ÄÑ³ ¬j­�Æ °)Â·° ¼¯­_È ÷�a�°)b ¶ »=e µ
ø b ¶j­�� º4e ¼ bÃ³ÅÄ
` �2g�³�°«À ­ ³

( �

Bx,r

|v(y)|γ dy
)1/γ

≤ Cr
( �

Bx,r

|∇Hv(y)|η dy
)1/η

+ |vBx,r |,

Ï ¬j­qµ
­ γ = Qη/(Q − η) = Qp/(Q − kp) Ë & ° µ
­ ° È2­qµ Î9ÂGÄ�`!Ü¹Ó�gÞÏ ­Ý¬ e È2­ ³ ¬j­­ c�³�b¯®�e'³ ­

|vBx,r | ≤ Cr
{ 1�

0

( �

Bx,tr

|∇Hu(y)|η dy
)1/η

dt+
( �

Bx,r

|∇Hu(y)|η dy
)1/η}

.

ªR¬j­q¶ ³ ¬j­qµ
­Ù­_Ú bdc@³fc�e«»_° ¶ c@³oe ¶ ³ C1 c
º1» ¬ ³ ¬ e'³
( �

Bx,r

|v(y)|γ dy
)1/γ

≤ C1r
{ 1�

0

( �

Bx,tr

|∇Hu(y)|η dy
)1/η

dt+
( �

Bx,r

|∇Hu(y)|η dy
)1/η}

.

Ö�b ¶ e ¼¯¼ Ä2Î µ
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