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Rafał Latała T�UHV Krzysztof Oleszkiewicz WYXZT�[�\
]�T_^2T7`
	badcfe�g�h#ije_k�lAmfnpo=q%rjsutKsut'npv_w�ryxzszq{R|mp}yt�~=npmfq!w'o�np��Q_R|�Cnpo��!�SR�t'sutKsu���=q!w'�'sunp�I�0��q�su���'o�}��Snp�q!��r�qM��}So8rytSR��=R����bn�q!o�sum,mf}StS�Snf��Q#}?��R

K ⊆ Rn � szq!��szt'o!ry�'szw'� w rjt'�
γn(K) ≤ 1/2 � n,��r
�Sn

γn(sK) ≤ (2s)w
2/4γn(K)

��}SoDrjtSR
s ∈ [0, 1] � � �'nfo�n γn su�Cq!�'n8��q%rjt'��rjo��2��ryw'���!s�rjtb�'o�}yQ�rjQ'suxuszqYR�bnpry��w'o�ny�?�?}y��n3t�rjq!w'o!rjx'mp}yo�}Sxzx�rjo�sunp��ryo�n3�'np�'w'mfnp�I�?lMt'}jq!�'npo�mf}St�~=npm�q!w'o�n8}y�)�Cnpo��!�SR�t'sutbsz���'o�}��Snp�q!}�Q#n,��rjxu��ny�

�C�8�S�D�?�'�3 M¡M¢)��£Y�D���¥¤ U|¦d§¨\�©�ª?«y¬�­d[
ª®T'¬�¯�Ud°�^2±d§�[�V9²�³#´)´�µ·¶�¸¹¯»º;°)Ud¼Yª_[
ª_UH«Sª¾½2°#¿À T�UÂÁ�ª_[�\
¦IÃÄUd§�UÆÅ�°7\
ª?VZ¬�^�°¹«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª?\¥[
ª_©�T'¬�§�UdÈ¹¬�°
¬�¦dªÉ[�T'¬�ªÉ°)¼�VÊª?«?T_ÃÂ°)¼2¬�¦dªË T�­H\�\
§�T�U À ª�T#\
­d[
ª�°)¼H«S°)UIÌ7ªSÍÎ\pÃ À·À ªS¬�[
§¨«�\
ªS¬�\8­dUHVÊª_[�¦d° À °#¬�¦dªS¬�§¨«�\
¦d[
§�UdÏ�§�UdÈdÐ#Ñb¦dªÒ [�\p¬Ó«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ªK«S°)UH«Sª_[
Udª?VÆ\
° À ª»±�°)­dUHVd\Ô§�UÕ¬�ª_[ À \Î°)¼�¬�¦dª|^2§¨VÄ¬�¦Z°)¼�T�«S°)UIÌ7ªSÍ
\pÃ À·À ªS¬�[
§¨«�\
ªS¬?Ð)Ñb¦dªb\
ª?«S°)UHVÓ°)Udª2\f¬jT'¬�ª?VÔ¬�¦CT'¬�T À °)UdÈÎT�©�©d«S°)UIÌ7ªSÍÓ\pÃ À·À ªS¬�[
§¨«;±�°ÄVÄ¿
§�ª?\�^�§Ö¬�¦ Ò ÍÄª?V�±�°#¬�¦ Ë T�­H\�\p§�T�U À ª�T#\
­d[
ª¥T�UHVE^2§¨VÄ¬�¦�¬�¦dªÓ«yÃÄ©�§�UHVÊª_[�\®T�[
ª×¬�¦dª×°)Udª?\
¬�¦CT'¬�¦CT_Ì7ªÎ¬�¦dªÔ\
©�°�^�ª?\f¬¾VÊª?«?T_ÃE°)¼ Ë T�­H\�\p§�T�U À ª�T#\
­d[
ª×­dUHVÊª_[�¦d° À °#¬�¦dªS¬�§¨«Ô\p¦d[
§�UdÏI¿
§�UdÈdÐ9Ø;°#¬�¦¹«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª?\�^�§�©�©M±�ªÓVÊª?\�«S[
§�±�ª?V À °)[
ª×Åd[
ª?«S§¨\
ª_©ÖÃ�±�ª_©�°�^ÎÐ ¤ U�¬�¦d§¨\�ÅCT�Å�ª_[
^�ªbÅd[
°�Ì7ª2\
° À ª�Ì7ª_[�\
§�°)U·°)¼C¬�¦dª Ò [�\f¬�«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ªÔW!¯�ª?«y¬�§�°)U�³)`,T�UHVÓ^;ª2VÊª À °)UH\f¬�[�T'¬�ª
¬�¦CT'¬,¬�¦dªb\
ª?«S°)UHV¥«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª2«?T�UdUd°#¬�¦d°)©¨VÓ§�UÓÈ)ª_Udª_[�T�©8W!¯�ª?«y¬�§�°)U·µ�`jÐ�XÕªbT�©¨\p°®\
Ï)ªS¬�«�¦
\
° À ª�UCT'¬�­d[�T�©�VÊ§�[
ª?«y¬�T�ÅdÅd©�§¨«?T'¬�§�°)UH\�¬�¦CT'¬ À °#¬�§ÖÌ)T'¬�ª?VÓÁ�ª_[�\p¦IÃÄUd§�U0²z\�ÙI­dª?\p¬�§�°)UH\SÐÄ¸E°)[
ª
\
°)Åd¦d§¨\f¬�§¨«?T'¬�ª?V·È)ª_° À ªS¬�[
§¨«b«S°)UH\pª?ÙI­dª_UH«Sª?\�[
ª_©�T'¬�ª?VÓ¬�°�¬�¦dªbÚ�Ì7°)[
ªS¬�]_ÏIÃ×¬�¦dª_°)[
ª À ^�ª_[
ª
[
ª?«Sª_UI¬�©ÖÃKÅd[
°�Ì7ª?V�±IÃÉÛ¾©�T�[p¬jT�È|T�UHVÉÁ�ª_[�\
¦IÃÄUd§�UÂÜ µ#Ý!ÐÞ ªS¬�­H\�§�UI¬�[
°ÄVÊ­H«Sª¥\p° À ªÎUd°#¬jT'¬�§�°)UßT�UHV�[
ª?\p­d©Ö¬�\�¬�¦CT'¬�^�§�©�©M±�ª×­H\pª?V9Ð0Ø�Ã γn ^;ª^�§�©�©�VÊª_Ud°#¬�ªÔ¬�¦dªÔ\p¬jT�UHVHT�[�V Ë T�­H\
\
§�T�U¹Åd[
°)±CT�±d§�©�§Ö¬�Ã À ª�T#\p­d[
ªÔ°)U Rn, ^�§Ö¬�¦ γn(dx)

= (2π)−n/2e−|x|
2/2dx. àH°)[KTZ\pªS¬ A §�U Rn ^�ªE^2§�©�©�^�[
§Ö¬�ª At = {x ∈ Rn :

d(x,A) < t} Ð�á2â�ãÄä�äjå�â�æ�åYäSçyèÊéSêyåYë·é_ì=êjíßÜÖî#ï�ð'Ý8\p¬jT'¬�ª?\b¬�¦CT'¬�§�¼ γn(A) = Φ(x) ïÊ¬�¦dª_U
γn(At) ≥ Φ(x+ t) ¼Y°)[�T�©�© t > 0 ïÊ^�¦dª_[
ª Φ(x) := γ1((−∞, x)) Ð

Ñ�¦dªòñ�ó%åYæ�éjôyãCâ#õuå{ì=íöÜø÷'ÝÓ\�T_ÃÊ\�¬�¦CT'¬
§�¼ K ⊂ Rn §¨\E«S°)UIÌ7ªSÍG\fÃ À»À ªS¬�[
§¨«¹^�§Ö¬�¦
γn(K) = γ1([−a, a]) ¬�¦dª_U γn(tK) ≤ γ1([−ta, ta]) ¼Y°)[|T�©�© 0 < t < 1 Ð�Ñ�¦d§¨\
ª�T#\
§�©ÖÃÉ§ À Åd©�§�ª?\�¬�¦CT'¬�¼Y°)[2\
° À ª¾­dUd§ÖÌ7ª_[�\�T�©8«S°)UH\p¬jT�UI¬ C ï
Wpî�` ∀0≤t≤1 γn(tK) ≤ Ctγn(K) §�¼ γn(K) ≤ 1/2.
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Ñb¦dª×§�Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�ÃÆWpî�`�^bT#\ Ò [�\f¬�Åd[
°�Ì7ª?V
§�UÆÜ
	'ÝbW=\pª_ª¥T�©¨\p°�§Ö¬�\�È)ª_Udª_[�T�©�§�]�T'¬�§�°)U
¬�°|©�°)È#¿
«S°)UH«?T_Ì7ª À ª�T#\
­d[
ª?\�§�UÂÜ���Ý{`jÐD¶�©Ö¬�¦d°)­dÈ)¦�§�UEÈ)ª_Udª_[�T�©M°)UdªÔ«?T�UdUd°#¬�§ À Åd[
°�Ì7ª�Wpî�`jïHÁ�ª_[p¿
\
¦IÃÄUd§�U¥«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª?VÔ¬�¦CT'¬�T�\p¬�[
°)UdÈ)ª_[�§�Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�ÃÔ«?T�UÓ¦d°)©¨V×¼Y°)[,\pªS¬�\�°)¼H©�T�[
È)ª�^�§¨VÄ¬�¦0Ð

àd°)[�T¥«S°)UIÌ7ªSÍK\fÃ À»À ªS¬�[
§¨«¾\pªS¬ K §�U Rn ©�ªS¬2¬�¦dª¥åYæHê�â�
�åYãÊä�°)¼ K ±�ªÎVÊª Ò Udª?VET#\
w(K) = sup{r > 0 : B(0, r) ⊂ K}

� °#¬�§¨«Sª×T�©¨\
°Ó¬�¦CT'¬ w(K) §¨\b¦CT�©�¼�°)¼8¬�¦dª��,å�
#ì��Î°)¼ K Ð
Ñ�¦dª��bó%åYæ�éjôSãHâ#õ�å{ì=í Åd[
°�Ì7ª?V [
ª?«Sª_UI¬�©ÖÃ ±IÃ º;°)[�VÊª_[
°dïÔàH[�T#VÊª_©�§�]_§KT�UHV ¸
T�­d[
ªSÃ

Üz³'Ý2§ À Åd©�§�ª?\Ó¬�¦CT'¬»¼Y°)[|T�UIÃ \fÃ À»À ªS¬�[
§¨«K«S°)UIÌ7ªSÍò\pªS¬ K §�U Rn ¬�¦dªE¼Y­dUH«y¬�§�°)U t 7→
ln γn(etK) §¨\2«S°)UH«?T_Ì7ª)Ð ¤ U�ÅCT�[p¬�§¨«S­d©�T�[
W!³)` ∀0<s≤t≤1

γn(sK)

γn(K)
≤
(
γn(tK)

γn(K)

) ln s
ln t

.

�9�����C£{� �����?¡! Y�"�
#%$'&)(+*,&.- î�/103ç�ê×â#ædí32�ç�æ.4#é65·ä�í#ëÔë·é_ì=êyå�2®äSé_ì K åYæ Rn �,å{ì�� γn(K) ≤ 1/2

��é7�Êâ84#é
W�	7` ∀0≤t≤1/2 γn(tK) ≤ t

w2(K)
8 ln 2 γn(K).

9 ê�ç�ç�:<; Þ ªS¬ s ≥ 1 ±�ª·\p­H«�¦ß¬�¦CT'¬ γn(sK) = 1/2 Ð0Ø�Ã�¬�¦dª·«S°)UH«?T_ÌÄ§Ö¬�Ã¹°)¼ t 7→
γn(etK) ï�^�ª�È)ªS¬ γn(tK)/γn(K) ≤ γn(tsK)/γn(sK) ¼Y°)[ t ≤ 1 Ð7¯�§�UH«Sª w(sK) ≥
w(K) ïÊ^�ª À T_ÃÉT�UHVÉ^�§�©�©8T#\�\p­ À ª¾¬�¦CT'¬ γn(K) = 1/2 Ð� °#¬�§¨«Sª�¬�¦CT'¬ 1

2K+ 1
2B(0, w(K)) ⊂ 1

2K+ 1
2K = K ï'\
° (Kc)w(K)/2∩ 1

2K = ∅ Ð
Ñb¦�­H\b±IÃ Ë T�­H\
\
§�T�UE§¨\p°)Å�ª_[
§ À ªS¬�[pÃ7ï

γn

(
1

2
K

)
≤ 1− γn((Kc)w(K)/2) ≤ 1− Φ(w(K)/2)

≤ 1

2
e−w

2(K)/8 = γn(K)

(
1

2

)w2(K)
8 ln 2

.

XÕª¾È)ªS¬ÔW�	7`;±IÃKT�ÅdÅd©ÖÃÄ§�UdÈ
W!³)`jÐ
Ñ�¦dª®¼Y°)©�©�°�^2§�UdÈ»[
ª_©�T'¬�ª?V�«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ªÔ\pª_ª À \�[
ª�T#\
°)UCT�±d©�ª)Ð
= (+>,?�&)@BA'C,*,& î�/108ç�ê�â�æHí κ ∈ (0, 1) ì��ÄéSê�éKé65�åYäyì�èdç�äjå{ì=åD4#éE2�ç�æHäjì%â�æCì=ä C =

C(κ) â�æB
 w0 = w0(κ) äjã.2<�|ì��Äâ)ì.:Sç�êÎâ#ædí32�ç�æ.4#é65¥ä�í#ëÔë·é_ì=êyå�2¾ä_éSì K åYæ Rn �,å{ì��
γn(K) ≤ 1/2 â�æF
 w(K) ≥ w0 ��éG�Äâ84#é
W{µ�` ∀0≤t≤1 γn(tK) ≤ (Ct)κw

2(K)γn(K).

Á�ª_[�\
¦IÃÄUd§�U0²z\ Ò [�\f¬2«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª»W{°)[
§�È)§�UCT�©�©ÖÃ�¼Y°)[ À ­d©�T'¬�ª?V�§�U|¬�¦dª�©�T�UdÈ)­CT�È)ª�°)¼8°)­d[
Ñb¦dª_°)[
ª À µ�`b^bT#\�¬�¦CT'¬�¬�¦dª·T�±�°�Ì7ªÔ§�Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�Ã�§¨\�¬�[
­dª×¼Y°)[�\
° À ª Ò ÍÄª?V κ ∈ (0, 1).¤ Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�ÃAW�	7`Î\p¦d°�^�\×¬�¦CT'¬�W{µ�`®¦d°)©¨Vd\Ô¼Y°)[ κ = 1/(8 ln 2) > 1/6 H8^�ª»^�§�©�©�Ud°�^
Åd[
ª?\
ª_UI¬�\p° À ª À °)[
ª¾ª_©�T�±�°)[�T'¬�ª×T�[
È)­ À ª_UI¬�¼Y°)[ κ = 1/4 Ð



� ��ü�� ���!ü�� ������� �!ü �6�
� ��ý���ÿ6�%ý�� ��üjýYÿ�� /yú 1
� &)- -�� î�/103ç�êÔâ�æHí u, v ≥ 0 ��é7�Äâ84#é

γ1((u+ v,∞)) ≤ e−uvγ1((u,∞)).
9 ê�ç�ç�:<;�XÕª¾¦CT_Ì7ª
∞	

u+v

e−s
2/2 ds =

∞	

u

e−(s+v)2/2 ds ≤
∞	

u

e−sve−s
2/2 ds ≤ e−uv

∞	

u

e−s
2/2 ds.

#%$'&)(+*,&.- ³ /108ç�êÉâ#ædí 2jç�æ�4#é65
ä�í#ëÔë·é_ì=êyå�2|ä_éSì K åYæ Rn �,å{ì�� w = w(K)
â�æF
 γn(K) ≤ 1/2 ��é7�Äâ 4�é

γn(sK) ≤ (2s)w
2/4γn(K) :Sç�ê s ∈ [0, 1].

9 ê�ç�ç�:<; Þ ªS¬�­H\�Ud°#¬�§¨«Sª×¬�¦CT'¬ γn(Kc) ≥ 1
2 T�UHV 1

2K ∩ (Kc)w/2 = ∅ ï�¦dª_UH«Sª×±IÃ
§¨\
°)Å�ª_[
§ À ªS¬�[pÃ

γn

(
1

2
K

)
≤ 1− γn((Kc)w/2) ≤ γ1((w/2,∞)).

Þ ªS¬�­H\2VÊª Ò Udª u ≥ w/2 ±IÃ�¬�¦dª®¼Y°)[ À ­d©�T
γn

(
1

2
K

)
= γ1((u,∞)).

XÕª�T�©¨\p°×¦CT_Ì7ª t
2K ∩

((
1
2K
)c)

1−t
2
w

= ∅ ¼Y°)[ 0 < t < 1 ï�\p°ÓT�ÈIT�§�U|±IÃ¥§¨\
°)Å�ª_[
§ À ªS¬�[pÃ
T�UHV Þ ª À·À T|î#ï

γn

(
t

2
K

)
≤ γ1

((
u+

1− t
2

w,∞
))
≤ e− 1−t

2
wuγ1((u,∞))

≤ e− 1−t
4
w2
γn

(
1

2
K

)
.

Ñb¦�­H\
γn
(
t
2K
)

γn
(

1
2K
) ≤

(
t/2

1/2

)w2

4
t−1
ln t

.


 ª_UH«Sª)ïH±IÃ�¬�¦dª®Ø�¿!§�Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�ÃK¼Y°)[�T�UIÃ s ≤ t/2 ^�ª¾°)±Ê¬jT�§�U
γn(sK)

γn
(

1
2K
) ≤ (2s)

w2

4
t−1
ln t .

Ñ�T�Ï�§�UdÈ¥¬�¦dª®©�§ À §Ö¬ t→ 1− ^;ª¾È)ªS¬?ïH¼Y°)[ s ∈ [0, 1/2] ï
γn(sK) ≤ γn

(
1

2
K

)
(2s)w

2/4.

Ø�ª_¼Y°)[
ª2\p¬jT'¬�§�UdÈ�¬�¦dªbUdªSÍ�¬,[
ª?\
­d©Ö¬�©�ªS¬,­H\�§�UI¬�[
°ÄVÊ­H«Sª�\p° À ª�Ud°#¬jT'¬�§�°)U0ÐIØ�Ã σn−1 ^;ª^�§�©�©,VÊª_Ud°#¬�ªÓ¬�¦dª�W{Ud°)[ À T�©�§�]_ª?VC` 
 T)T�[ À ª�T#\
­d[
ªÓ°)U Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} Ð
àH°)[�T¥\
ªS¬ A §�U Rn ¬�°»\
§ À Åd©�§�¼�ÃÉ¬�¦dªÎUd°#¬jT'¬�§�°)UE^;ª®^2§�©�©0^�[
§Ö¬�ª σn−1(A) §�UH\p¬�ª�T#V�°)¼
σn−1(A ∩ Sn−1) Ð



/yú�� ' ���Êr�q%r��Ör®rjt'� (�� . xunp�����?sun � sum��
#%$'&)(+*,&.- 	�/�03ç�ê�â�æHí 2jç�æ.4�é65Eä�í#ëÔë»éSì=êyå�2»äSé_ì K åYæ Rn �,å{ì�� σn−1(K) ≤

1/2 ��éG�Äâ84#é
W��)` ∀0≤t≤1 σn−1(tK) ≤ (12t)

1
4

(
√
nw(K)−6)2

+ .

Ñ�¦dª®Åd[
°�°)¼�§¨\b±CT#\
ª?VK°)UK¬�¦dª¾¼Y°)©�©�°�^�§�UdÈ|\p§ À Åd©�ª¾©�ª À»À TÄÐ
� &)- -�� ³ /�� �Êéyê�é×é 5#åYäyì=ä¾â¥ãÄædåD4#éSêyäSâ#õ,2�ç#ædäyì%â�æHì α > 1/60 äjã.2<�|ì��Äâ)ì.:Sç�êÎâ#ædí

äyì%â�ê���ç"
�í K ⊆ Rn ��éG�Äâ 4�é
γn(
√
nK) ≥ ασn−1(K),W�÷7`

γn((
√
nK)c) ≥ ασn−1(Kc).W��)`

9 ê�ç�ç�:<; Þ ªS¬
L = {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ √n, ξ/|ξ| ∈ K ∩ Sn−1}.

� °#¬�§¨«Sª¾¬�¦CT'¬ L ⊆ √nK T�UHVK±IÃ|¬�¦dª®[
°#¬jT'¬�§�°)UCT�©8§�UIÌ)T�[
§�T�UH«Sª×°)¼ γn ï
γn(
√
nK) ≥ γn(L) = γn(B(0,

√
n))σn−1(K).Þ ªS¬ X =

∑n
i=1(g2

i − 1) ï8^�¦dª_[
ª gi T�[
ªÉ§�Ðø§�ÐzV9Ð N (0, 1) [_Ð ÌDÐ�²z\SÐ�¯�§�UH«Sª E|X|/2 =

EX− ≤ (EX2)1/2P(X ≤ 0)1/2 ^;ª¾È)ªS¬
γn(B(0,

√
n)) = P(X ≤ 0) ≥ (E|X|)2

4EX2
≥ (EX2)2

4EX4
≥ 1

60
,

^�¦dª_[
ª�¬�¦dª�©�T#\p¬;§�Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�Ã»¼Y°)©�©�°�^�\�±IÃ|T�U|ª�T#\fÃ»«?T�©¨«S­d©�T'¬�§�°)U0ïd\
§�UH«Sª E(g2
i −1) = 0 ï

E(g2
i − 1)2 = 2 T�UHV E(g2

i − 1)4 = 60 Ð¤ UET¥\p§ À §�©�T�[�^bT_Ã�^;ª®\
¦d°�^ ¬�¦CT'¬�¼Y°)[
L̃ = {ξ ∈ Rn : |ξ| ≥ √n, ξ/|ξ| /∈ K ∩ Sn−1}

^�ª¾¦CT_Ì7ª
γn((
√
nK)c) ≥ γn(L̃) = P(X ≥ 0)σn−1(Kc) ≥ 1

60
σn−1(Kc).

9 ê�ç�ç�:Âç :�� �Êé�ç�ê�éSë
	 ;���±IÌÄ§�°)­H\p©ÖÃG^�ª À T_Ã T#\�\
­ À ªÂ¬�¦CT'¬ √nw(K) > 6
T�UHV t < 1/12.

Þ ªS¬ α ±�ª¹¬�¦dªÕ«S°)UH\f¬jT�UI¬�È)§ÖÌ7ª_UA±IÃ ¬�¦dª Åd[
ª?«Sª?VÊ§�UdÈò©�ª À·À TÄÐ ¤ ¼
σn−1(K) ≤ 1/2 ï�¬�¦dª_U.±IÃGW��)`jï γn((

√
nK)c) ≥ α/2 > Φ(−2.5).


 ª_UH«Sª
±IÃË T�­H\�\
§�T�U�§¨\
°)Å�ª_[
§ À ªS¬�[pÃ W=\
§�UH«Sª dist((
√
n− s)K, (√nK)c) ≥ sw(K) `�^�ª¾È)ªS¬

γn

((√
n− 5

w(K)

)
K

)
≤ 1− γn(((

√
nK)c)5) ≤ 1− Φ(Φ−1(α/2) + 5)

≤ 1− Φ(2.5) ≤ min(α, 1/2).Þ ªS¬ t0 =
√
n − 5(w(K))−1 ≥ √n/6 > t

√
n Ð�Ñb¦dª_UE±IÃZW�÷7`�T�UHV�Ñ�¦dª_°)[
ª À ³Ó^;ª

È)ªS¬

σn−1(tK)≤ 1

α
γn(
√
n tK)≤ 1

α

(
2t
√
n

t0

)w2(t0K)
4

γn(t0K)≤(12t)
1
4

(
√
nw(K)−5)2

+ .



� ��ü�� ���!ü�� ������� �!ü �6�
� ��ý���ÿ6�%ý�� ��üjýYÿ�� /yú��
�9�������+ {£{¢��Ê�'£Y���!�Â���	� �C¡!� �?£D�C�
�M�'�3¢ ���"�����#� Ñb¦dª_°)[
ª À ³ß«?T�U ±�ªEª�T#\
§�©ÖÃ

¬�[�T�UH\
©�T'¬�ª?VE¬�°·¬�¦dª��f\ À T�©�©8±CT�©�©�
Î§�Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�ÃE¼Y°)[ Ë T�­H\
\
§�T�U
Åd[
°Ä«Sª?\
\
ª?\�§�UE¬�¦dª×\�T À ª
^2T_Ã T#\Ô¬�¦dªE«S°)UH«Sª_UI¬�[�T'¬�§�°)U °)¼ Ë T�­H\
\
§�T�U À ª�T#\
­d[
ª?\ÔÃÄ§�ª_©¨Vd\¥¬�¦dªK©�T�[
È)ªEVÊªSÌÄ§�T'¬�§�°)U
§�Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�Ã�¼Y°)[ Ë T�­H\�\
§�T�U�Åd[
°Ä«Sª?\�\
ª?\×W=«S¼�ÐMÜ ��ïCÑ�¦dª_°)[
ª À ��Ð¨îyÝ{`jÐ

#%$'&)(+*,&.- µ)/��3é_ì G = (Gt)t∈T ��éKâ 2jéyæCì%éSê�é6
Âá2â�ãÊä�ä�å�â#æ�èCê�ç"2�éSäjä¥åYæB
7é65Ié6

�yí�â 2jç�ãÄæCì%â �SõÖé®ä_é_ì T äjã.2<��ì��Äâ#ì supt∈T |Gt| <∞ â)õuë·ç#äjì�äjãÄê�é_õ�í�; �,�ÄéSæ :Sç�ê×â#ædí
s ∈ [0, 1] ��éG�Äâ84#é

P(sup
t∈T
|Gt| ≤ sM) ≤ 1

2
(2s)

M2

4σ2 ,

���ÄéSê�é M = Med(supt∈T |Gt|) â�æF
 σ = supt∈T (EG2
t )

1/2 ;
9 ê�ç�ç�:<;®¶Æ\p¬jT�UHVHT�[�VÓT�[
È)­ À ª_UI¬�W=«S¼�ÐÊÜ ��ï�¯�ª?«y¬?Ð ��Ð¨îyÝ{`3\p¦d°�^�\3¬�¦CT'¬8^�ª À T_Ã®T#\�\p­ À ª

¬�¦CT'¬ T §¨\�T Ò Ud§Ö¬�ª�\p­d±H\
ªS¬;°)¼ Rn T�UHV Gt =
∑n

i=1 tigi ï7^�¦dª_[
ª gi T�[
ª�§�Ðø§�ÐzV9Ð N (0, 1)
[_Ð ÌDÐ�²z\_Ð Þ ªS¬

K :=
{
ξ ∈ Rn : sup

t∈T

∣∣∣
n∑

i=1

tiξi

∣∣∣ ≤M
}
.

��±IÌÄ§�°)­H\p©ÖÃ γn(K) = P(supt∈T |Gt| ≤ M) = 1/2 ï À °)[
ª_°�Ì7ª_[�§�¼ ξ /∈ K ¬�¦dª_U�¼Y°)[
\
° À ª t ∈ T ^�ª¾¦CT_Ì7ª

M <
∣∣∣
n∑

i=1

tiξi

∣∣∣ ≤
( n∑

i=1

t2i

)1/2
|ξ| ≤ σ|ξ|.

Ñb¦�­H\ w(K) ≥M/σ T�UHVK±IÃKÑb¦dª_°)[
ª À ³�ï
P(sup

t∈T
|Gt| ≤ sM) = γn(sK) ≤ 1

2
(2s)

M2

4σ2 .

Remark. Ñ�¦dª Ë T�­H\�\
§�T�U�§¨\
°)Å�ª_[
§ À ªS¬�[
§¨«®§�Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�ÃKÈ)§ÖÌ7ª?\_ïH¼Y°)[ s ∈ [0, 1] ï
P(sup

t∈T
|Gt| ≤ sM) = P(sup

t∈T
|Gt| ≤M − (1− s)M) ≤ 1− Φ((1− s)M/σ).

¤ U�ÅCT�[p¬�§¨«S­d©�T�[b°)Udª¾«?T�UdUd°#¬�È)ªS¬�¬�¦d§¨\�^2T_Ã|TÎ±�ªS¬
¬�ª_[�±�°)­dUHV|¬�¦CT�U 1−Φ(M/σ) ïÊT�UHV
Ñb¦dª_°)[
ª À µ·°)±IÌÄ§�°)­H\p©ÖÃ�Åd[
°�ÌÄ§¨VÊª?\�TÓ\
¦CT�[
Å�ª_[2ª?\p¬�§ À T'¬�ª®¼Y°)[�\
­��·«S§�ª_UI¬�©ÖÃ�\ À T�©�© s Ð

Ø�ª_¼Y°)[
ªÓ¼Y°)[ À ­d©�T'¬�§�UdÈ|¬�¦dªÔUdªSÍ�¬�[
ª?\
­d©Ö¬�©�ªS¬�­H\�[
ª?«?T�©�©M¬�¦CT'¬�^�ªÔVÊª Ò UdªÔ¼Y°)[ p 6= 0
¬�¦dª p ¬�¦ À ° À ª_UI¬�°)¼�TÓ[�T�UHVÊ° À Ì7ª?«y¬�°)[ S T#\ ‖S‖p = (E‖S‖p)1/p T�UHV�¼Y°)[ p = 0
T#\ ‖S‖0 = exp(E ln ‖S‖) Ð

= (+*F(���� �+*�� î�/��3æF
7éSê·ì��ÄéÉâ�äjä�ãÄë�è�ì=å�ç�æHä|ç�: � �Äéjç�ê�éSë µ :Sç�ê�â�ædí p > q >
r := min(−1,−M2/4σ2) ì��Êéyê�é·é65#åYäjì=ä¥â 2�ç�æHäjì%â�æCì Cp,q,r ì��Êâ#ì 
Ié�èdéSæF
�ä¥ç�æ p ï qâ�æF
 r ç#æHõ�í»ä�ã.2<�Éì��Äâ#ì

‖ sup
t∈T
|Gt| ‖p ≤ Cp,q,r‖ sup

t∈T
|Gt| ‖q.

9 ê�ç�ç�:<; Þ ªS¬ S := supt∈T |Gt| Ð ¤ ¬Ô§¨\®^;ª_©�©�Ï�Ud°�^�UÕ¬�¦CT'¬ ‖S‖p ≤ CpM ïM\
°�§Ö¬
§¨\»ª_Ud°)­dÈ)¦ ¬�°Z\
¦d°�^ ¬�¦CT'¬|¼Y°)[»ª�T#«�¦ q > r ï ‖X‖q ≥ cq,rM Ð 
 °�^�ªSÌ7ª_[_ï�±IÃGWpî�`
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T�UHVÂÑ�¦dª_°)[
ª À µE^�ª»È)ªS¬ P(‖X‖ ≤ tM) ≤ (Ct)−r T�UHV ¬�¦dªÉVÊª?\
§�[
ª?VZª?\f¬�§ À T'¬�ª
§ À·À ª?VÊ§�T'¬�ª_©ÖÃ�¼Y°)©�©�°�^�\SÐ

�3���×�D¡M���"�������,��� �+ D�Õ�?���7���8�
	��8�M£{��
 ��¢)�D���<�Ä¢)��¡8���C� Á�ª_[�\
¦IÃÄUd§�U «S°)U#Çfª?«y¿
¬�­d[
ª?V ¬�¦CT'¬�«yÃÄ©�§�UHVÊª_[�\»¦CT_Ì7ª�¬�¦dªE\
©�°�^�ª?\f¬�VÊª?«?T_Ã °)¼�¬�¦dª Ë T�­H\�\p§�T�U À ª�T#\
­d[
ªE­dUÊ¿
VÊª_[;¦d° À °#¬�¦dªS¬�§¨«�\
¦d[
§�UdÏ�§�UdÈ·T À °)UdÈÓT�©�©9«Sª_UI¬�[�T�©�©ÖÃÉ\fÃ À»À ªS¬�[
§¨«�«S°)UIÌ7ªSÍ|±�°ÄVÊ§�ª?\�^�§Ö¬�¦Ò ÍÄª?VJ^2§¨VÄ¬�¦�T�UHV Ë T�­H\
\
§�T�U À ª�T#\
­d[
ª)Ð � T À ª_©ÖÃ7ï�¦dª «S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª?VA¬�¦CT'¬�§�¼ C =
Bk

2 (0, w) × Rl WY^�¦dª_[
ª Bk
2 (0, w) = {x ∈ Rk : |x| ≤ w} `�T�UHV K §¨\�T|«Sª_UI¬�[�T�©�©ÖÃ

\pÃ À·À ªS¬�[
§¨«×«S°)UIÌ7ªSÍE±�°ÄVÄÃE\
­H«�¦�¬�¦CT'¬ γ(K) = γk+l(C) T�UHV w(K) = w = w(C)
¬�¦dª_U γ(tK) ≤ γk+l(tC) ¼Y°)[�T�UIÃ t ∈ (0, 1). º;ª_[p¬jT�§�Ud©ÖÃ7ïC¬�¦dª×VÊ§ À ª_UH\
§�°#U�ÅCT�[�T À ªS¿
¬�ª_[ l §¨\;T®±d§Ö¬bT�[p¬�§ Ò «S§�T�©D¦dª_[
ª�T�UHV»°)Udª�«?T�U|ª�T#\
§�©ÖÃ·[
ª?VÊ­H«Sª�¬�¦dª�Åd[
°)±d©�ª À ¬�°®¬�¦dª�«?T#\
ª
l = 0. Ñb¦d§¨\;«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª¾\
ª_ª À ª?V|UCT'¬�­d[�T�©�©ÖÃ|[
ª_©�T'¬�ª?V»¬�°·º;°)U#Çfª?«y¬�­d[
ªÓî#Ð ¤ UHVÊª_ª?V9ïÄ§�¼8T
«yÃÄ©�§�UHVÊª_[ C ¦CT#\�©�T�[
È)ª�^2§¨VÄ¬�¦ET�UHV γk+l(C) = 1/2 ¬�¦dª_U γk(Bk

2 (0, w)) = 1/2 T�UHV
w À ­H\p¬®±�ª»«S©�°7\pª·¬�° √k. ��Uß¬�¦dª·°#¬�¦dª_[®¦CT�UHV9ï logt γk+l(tC) → k T#\ t → 0+ Ð
¶�©Ö¬�¦d°)­dÈ)¦¹º�°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª�î®\f¬�§�©�©M\pª_ª À \2°)Å�ª_U0ïd^�ª®Åd[
°�Ì7ª¾¬�¦CT'¬�Á�ª_[�\p¦IÃÄUd§�U0²z\�«yÃÄ©�§�UHVÊª_[
«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ªÔ«?T�UdUd°#¬�¦d°)©¨VK§�U�È)ª_Udª_[�T�©�Ð

àd°)[Ô\
§ À Åd©�§¨«S§Ö¬�Ã ¬�¦dª�«S°)­dUI¬�ª_[
ªSÍdT À Åd©�ª|^�§�©�©�±�ª|Åd[
°ÄVÊ­H«Sª?VÂ¼Y°)[ k = 2 ±d­Ê¬Ô°)Udª
«?T�U�ª�T#\
§�©ÖÃÉªSÍ�¬�ª_UHVK°)­d[�«S°)UH\f¬�[
­H«y¬�§�°)UE¬�°»T�UIÃ k > 2 ÐÞ ªS¬�­H\b[
ª?«?T�©�©0¬�¦CT'¬�¼Y°)[�T¥\pªS¬ A §�U Rn ï

γ+
n (A) := lim inf

t→0+

γn(At)− γn(A)

t
.

XÕª¾±�ª_È)§�UK^�§Ö¬�¦É¬�^�°·\
§ À Åd©�ªÎT�UHV�ÙI­d§Ö¬�ª×\f¬jT�UHVHT�[�V�©�ª À·À T#\_Ð
� &)- -�� 	�/�� �ÄéSê�éÔé65#åYäjì0èdç�äjå{ì=åD4�é®æHãÄë ��éSêyä w â#æB
 a äjã.2<��ì��Äâ#ì γ2(B2

2(0, w))
= γ1((−a, a)) â�æF
 γ+

2 (B2
2(0, w)) > γ+

1 ((−a, a)) ;
9 ê�ç�ç�:<; Þ ªS¬ w T�UHV a ±�ª Å�°7\
§Ö¬�§ÖÌ7ª.U�­ À ±�ª_[�\Â\
­H«�¦ ¬�¦CT'¬ γ2(B2

2(0, w)) =
γ1((−a, a)). XÕª�^�§�©�©bÅd[
°�Ì7ªK¬�¦CT'¬»§�¼ a §¨\¥©�T�[
È)ª�ª_Ud°)­dÈ)¦ ¬�¦dª_U γ+

2 (B2
2(0, w)) >

γ+
1 ((−a, a)).

Þ ªS¬2­H\b[
ª?«?T�©�©�TÓ\p¬jT�UHVHT�[�V�ª?\p¬�§ À T'¬�ª®¼Y°)[�¬�¦dª Ë T�­H\�\p§�T�U�¬jT�§�©¨\��
a−1e−a

2/2 −
∞	

a

e−s
2/2 ds =

∞	

a

d

dx

(∞	

x

e−s
2/2 ds− x−1e−x

2/2
)
dx

=

∞	

a

x−2e−x
2/2 dx,

\
°Ó¬�¦CT'¬
∞	

a

e−s
2/2 ds ≤ a−1e−a

2/2

T�UHV
∞	

a

e−s
2/2 ds ≥ a−1e−a

2/2 − a−3
∞	

a

xe−x
2/2 dx = (a−1 − a−3)e−a

2/2.
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¯�§�UH«Sª
e−w

2/2 = 1− γ2(B2
2(0, w)) = 1− γ1((−a, a)) =

2√
2π

∞	

a

e−s
2/2 ds

≤ 2√
2π

a−1e−a
2/2

^�ªÎ¦CT_Ì7ª w ≥ a + a−1 ln a + o(a−1 ln a) T#\ a → ∞. Ñ�¦dª_[
ª_¼Y°)[
ªÔ¼Y°)[�\
­��·«S§�ª_UI¬�©ÖÃ
©�T�[
È)ª a ^�ª¾¦CT_Ì7ª

γ+
2 (B2

2(0, w)) = we−w
2/2 > (a+ 2a−1)e−w

2/2

= (a+ 2a−1)
2√
2π

∞	

a

e−s
2/2 ds

≥ 2√
2π

(a+ 2a−1)(a−1 − a−3)e−a
2/2 >

2√
2π

e−a
2/2

= γ+
1 ((−a, a)).

� &)- -�� µ)/��D:Îâ¥ä_é�ôSãHéSæF2�éÔç�:;èdç�äjå{ì=åD4#é®æHãÄë ��éSêjä u(n) äSâ#ì=åYä���éSä
lim inf
n→∞

γn(Bn
2 (0, u(n))) > 0

ì��ÄéSæ lim infn→∞ n−1/2u(n) ≥ 1. ��ç�æ�4#éSêyäSé_õuí�ï�å :¥âKäSéjôyãCéyæF2�é|ç :�èdç�äjå{ì=åD4#é¥æHãÄëÓó
��éyêyä v(n) äSâ#ì=åYä���éSä lim infn→∞ n−1/2v(n) > 1 ì��ÄéSæ

lim
n→∞

γn(Bn
2 (0, v(n))) = 1.

9 ê�ç�ç�:<; Þ ªS¬ g1, g2, . . . ±�ª
§�Ðø§�ÐzV9Ð N (0, 1) [�T�UHVÊ° À Ì)T�[
§�T�±d©�ª?\SÐ2Ñ�¦dª T#\
\
ª_[p¬�§�°)U
ª�T#\
§�©ÖÃÉ¼Y°)©�©�°�^�\b¼Y[
° À ¬�¦dª¾°)±H\
ª_[pÌ)T'¬�§�°)UE¬�¦CT'¬

γn(Bn
2 (0, r)) = P

( n∑

i=1

g2
i < r2

)

T�UHVÉ¬�¦dª Þ T_^ °)¼ Þ T�[
È)ª � ­ À ±�ª_[�\SÐ
�,ç�æHäjì=êyã.2_ì=å�ç�æ»ç�:�ì��Äé 2jç�ãÄæCì%éSê�é657â#ë�è�õ�é ; Þ ªS¬ w, a>0 ±�ª�\p­H«�¦®¬�¦CT'¬ γ2(B2

2(0,w))
= γ1((−a, a)) T�UHV γ+

2 (B2
2(0, w)) > γ+

1 ((−a, a)) T�UHV ©�ªS¬ t ∈ (0, 1). àH°)[ x ∈
(0, w) ©�ªS¬

y = y(x) =
x

2
+
w2

2x
T�UHV s = s(x) =

2w2x

w2 + x2
.

� °#¬�ª�¬�¦CT'¬ x < s < y. XÕª�VÊª Ò Udª×TÔ«S°)UI¬�§�U�­d°)­H\�¼Y­dUH«y¬�§�°)U f : [0,∞)→ [0, w] ±IÃ

f(r) :=





w ¼Y°)[ r ∈ [0, x],

(y − r)w
y − x ¼Y°)[ r ∈ (x, y),

0 ¼Y°)[ r > y.
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Þ ªS¬ Kn = Kn(x) ±�ª×T���í�åYæ��»äSâ�ã)2�éSê�±�°ÄVÄÃ�VÊª Ò Udª?VK±IÃ

Kn =
{
ξ ∈ Rn : f

(( n−1∑

i=1

ξ2
i

)1/2)
> |ξn|

}
.

º;©�ª�T�[
©ÖÃ7ï Kn §¨\ T�«S°)UIÌ7ªSÍ ±�°ÄVÄÃ «S°)UI¬jT�§�Udª?V §�U ¬�¦dª�\pÃ À·À ªS¬�[
§¨«�\f¬�[
§�Å S =
{ξ ∈ Rn : |ξn| ≤ w} Ð�Ñb¦dª�©�§�Udª {(ξ1, ξ2) : ξ2 = (y − ξ1)w/(y − x)} §¨\×¬jT�UÊ¿
È)ª_UI¬Ô¬�°
¬�¦dª�±CT�©�© B2

2(0, w) T�UHVZ¬�¦dª�Å�°)§�UI¬¥°)¼�¬jT�UdÈ)ª_UH«yÃÂ§¨\ (s, f(s)) Ð�Ñb¦�­H\ Kn«S°)UI¬jT�§�UH\×¬�¦dª|§�UH\�«S[
§�±�ª?V���­H«S©�§¨VÊª�T�UÂ±CT�©�© Bn
2 (0, w) Ð 
 ª_UH«Sª»¬�¦dª|§�Ud[�T#VÊ§�­H\ w(Kn)

ª?ÙI­CT�©¨\ w. àH°)[ß\
­��·«S§�ª_UI¬�©ÖÃ ©�T�[
È)ª n °)Udª «?T�U�«�¦d°�°7\
ª x ∈ (0, w) \
­H«�¦ ¬�¦CT'¬
γn(Kn) = γ2(B2

2(0, w)).
¤ UHVÊª_ª?V9ï;¼Y°)[ Ò ÍÄª?V n, ¬�¦dª
±�°ÄVÄÃ Kn ¬�ª_UHVd\»¬�° S T#\

x → 0+ T�UHV §Ö¬»¬�ª_UHVd\»¬�° Cn = Bn−1
2 (0, w) × (−w,w) T#\ x → w− Ð�¯�§�UH«Sª

γn(S) > γ2(B2
2(0, w)) T�UHV γn(Cn) → 0 T#\ n → ∞, °)­d[|«S©�T�§ À ¼Y°)©�©�°�^�\»±IÃ

«S°)UI¬�§�U�­d§Ö¬�Ã7Ð�¸E°)[
ª_°�Ì7ª_[_ï x = x(n) → 0 T#\ n → ∞. ¤ UHVÊª_ª?V9ï8§Ö¬Î\
­��»«Sª?\¾¬�°�Ud°#¬�ª
¬�¦CT'¬ y(n) = y(x(n))→∞ \p§�UH«Sª

lim inf
n→∞

γn−1

(
Bn−1

2 (0, y(n))
)
≥ lim inf

n→∞
γn(Bn−1

2 (0, y(n))× (−w,w))

≥ lim inf
n→∞

γn(Kn) = γ2(B2
2(0, w)) > 0.

àH[
° À Ud°�^ö°)U¹^;ª·T#\�\p­ À ª×¬�¦CT'¬ n §¨\�©�T�[
È)ª¥ª_Ud°)­dÈ)¦ZT�UHV x = x(n) §¨\¾\p­H«�¦¹¬�¦CT'¬
γn(Kn) = γ2(B2

2(0, w)). ¯�§�UH«Sª γ1((−a, a)) = γ2(B2
2(0, w)) < γ1((−w,w)), ^�ª

¦CT_Ì7ª w > a Ð Þ ªS¬ b ï c T�UHV d ±�ª·Å�°7\p§Ö¬�§ÖÌ7ª»U�­ À ±�ª_[�\®\
­H«�¦ß¬�¦CT'¬ a > b > c > d.Þ ªS¬ u, v, z ∈ (x, y) ±�ª»\p­H«�¦Õ¬�¦CT'¬ f(u) = b ï f(v) = c T�UHV f(z) = d. ¯�§ À Åd©�ª
«?T�©¨«S­d©�T'¬�§�°)UH\�\
¦d°�^ ¬�¦CT'¬

u = x+
1

2

(
w

x
− x

w

)
(w − b),

v = x+
1

2

(
w

x
− x

w

)
(w − c),

z = x+
1

2

(
w

x
− x

w

)
(w − d).


 ª_UH«Sª v/u→ w−c
w−b > 1 T�UHV v/z → w−c

w−d < 1 T#\ n→∞. ¯�§�UH«Sª
Kn ⊂ (Rn−1 × (−b, b)) ∪ (Bn−1

2 (0, u)× ([b, w) ∪ (−w,−b]))
^�ª¾¦CT_Ì7ª

γ1((−a, a)) = γ2(B2
2(0, w)) = γn(Kn)

≤ γ1(−b, b) + 2γ1((b, w))γn−1(Bn−1
2 (0, u))

T�UHVÉ¬�¦dª_[
ª_¼Y°)[
ª
lim inf
n→∞

γn−1(Bn−1
2 (0, u)) > 0,

\
°�¬�¦CT'¬ lim infn→∞ n−1/2u ≥ 1.

 ª_UH«Sª lim infn→∞ n−1/2v ≥ w−c

w−b > 1 T�UHV
«S°)UH\
ª?ÙI­dª_UI¬�©ÖÃ

lim
n→∞

γn−1(Bn−1
2 (0, v)) = 1.



� ��ü�� ���!ü�� ������� �!ü �6�
� ��ý���ÿ6�%ý�� ��üjýYÿ�� / � /

¤ ¼ t > w−c
w−d ¬�¦dª_U

lim inf
n→∞

tz

v
≥ t w − d

w − c > 1,

\
°Ó¬�¦CT'¬ tz ≥ v ¼Y°)[ n ©�T�[
È)ª®ª_Ud°)­dÈ)¦0ÐD¸E°)[
ª_°�Ì7ª_[
Bn−1

2 (0, z)× (−d, d) ⊂ Kn,

\
°
Bn−1

2 (0, tz)× (−td, td) ⊂ tKn

T�UHV.W�T#\
\
­ À §�UdÈEÁ�ª_[�\p¦IÃÄUd§�U0²z\Ô«yÃÄ©�§�UHVÊª_[Ó«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª�§¨\®¬�[
­dª'`�^�ª|VÊª?VÊ­H«Sª»¬�¦CT'¬Ô¼Y°)[
T�UIÃ w−c

w−d < t < 1 W�T�UHV�\
­��·«S§�ª_UI¬�©ÖÃK©�T�[
È)ª n `jï
γ2(B2

2(0, tw)) = γ2(tB2
2(0, w)) ≥ γn(tKn) ≥ γn−1(Bn−1

2 (0, tz))γ1((−td, td))

≥ γn−1(Bn−1
2 (0, v))γ1((−td, td))→ γ1((−td, td))

T#\ n → ∞. X ªK¦CT_Ì7ª�Åd[
°�Ì7ª?V γ2(B2(0, tw)) ≥ γ1((−td, td)) §�¼�°)Ud©ÖÃ w−c
w−d <

t < 1.
� °#¬�ªK¦d°�^;ªSÌ7ª_[¥¬�¦CT'¬»¼Y°)[|T Ò ÍÄª?V t ∈ (0, 1) °)UdªE«?T�U ©�ªS¬ b, c → a T�UHV

d → (a − (1 − t)w)/t §�U
\
­H«�¦¹T¥^2T_ÃÉ¬�¦CT'¬ t > w−c
w−d . Ñb¦dª_U td → a − (1 − t)w

T�UHVÉ^�ª®VÊª?VÊ­H«Sª¾¬�¦CT'¬
γ2(B2

2(0, tw)) ≥ γ1((−(a− (1− t)w), a− (1− t)w)) ¼Y°)[�T�UIÃ t ∈ (0, 1).

Ñb¦dªÔT�±�°�Ì7ªÔ§�Udª?ÙI­CT�©�§Ö¬�Ã�±�ª?«S° À ª?\�T�U�ª?ÙI­CT�©�§Ö¬�Ã�¼Y°)[ t = 1 \
°|±IÃEVÊ§��Dª_[
ª_UI¬�§�T'¬�§�UdÈKT'¬
t = 1 ^�ª¾°)±Ê¬jT�§�U

γ+
2 (B2

2(0, w)) ≤ γ+
1 ((−a, a)),

«S°)UI¬�[�T�[pÃß¬�°K¬�¦dª|«�¦d°)§¨«Sª|°)¼ w T�UHV a T'¬®¬�¦dª»±�ª_È)§�UdUd§�UdÈdÐ�Ñ�¦d§¨\®Åd[
°�Ì7ª?\®¬�¦CT'¬ÎÁ�ª_[p¿
\
¦IÃÄUd§�U0²z\�«yÃÄ©�§�UHVÊª_[�«S°)U#Çfª?«y¬�­d[
ª×«?T�UdUd°#¬�±�ª¾¬�[
­dª®§�UKÈ)ª_Udª_[�T�©�Ð

Remark.
� °#¬�ª�¬�¦CT'¬�°)Udª¹[
ª�T�©�©ÖÃ Udª_ª?Vd\É\p° À ª ��ªSÍ�¬�[�T 
¹VÊ§ À ª_UH\
§�°)UH\�§�U ¬�¦dª

«S°)UH\p¬�[
­H«y¬�§�°)U¹°)¼�¬�¦dªÔ«S°)­dUI¬�ª_[
ªSÍdT À Åd©�ª)Ð ¤ ¼�^;ªÓT#\
\
­ À ªÎ¬�¦CT'¬ K ⊂ Rk §¨\�T·«S°)UIÌ7ªSÍ
\pÃ À·À ªS¬�[
§¨«®±�°ÄVÄÃK^�§Ö¬�¦E§�Ud[�T#VÊ§�­H\ w T�UHV γk(K) = γk(B

k
2 (0, w)) ¬�¦dª_U�°)±IÌÄ§�°)­H\
©ÖÃ

K À ­H\p¬É±�ª¹ª?ÙI­CT�©�¬�° Bk
2 (0, w) ­dÅ.¬�°Æ\
° À ª
±�°)­dUHVHT�[pÃ.Å�°)§�UI¬�\_ï2\
°Z¬�¦CT'¬ET�©¨\
°

γk(tK) = γk(B
k
2 (0, tw)) ¼Y°)[ t ∈ (0, 1) ªSÌ7ª_U»¬�¦d°)­dÈ)¦»¬�¦dª ��­H«S©�§¨VÊª�T�U�±CT�©�©C¦CT#\�ì��Äé

:Sâ�äyì%éSäjì;VÊª?«?T_ÃÕ°)¼2¬�¦dª Ë T�­H\�\p§�T�U À ª�T#\p­d[
ªÉ­dUHVÊª_[Ô¦d° À °#¬�¦dªS¬�§¨«�\
¦d[
§�UdÏ�§�UdÈ T À °)UdÈ
T�©�©3±�°ÄVÊ§�ª?\2°)¼,T Ò ÍÄª?V Ë T�­H\�\p§�T�U À ª�T#\
­d[
ª)Ð

�¥¢��0�8���  D�Ä �� � �Ä�����#�	� T�[p¬M°)¼�¬�¦d§¨\3[
ª?\
ª�T�[�«�¦®^2T#\3VÊ°)Udª�VÊ­d[
§�UdÈ2¬�¦dª;¯�Ud°�^�±d§�[�V
¶�¸
¯I¿ ¤ ¸¹¯I¿f¯ ¤ ¶�¸ º;°)Ud¼Yª_[
ª_UH«Sª�� Ë T�­H\�\p§�T�U¹¸�ª�T#\
­d[
ªÔT�UHV Ë ª_° À ªS¬�[
§¨«Ôº�°)UIÌ7ªSÍÄ§Ö¬�Ã 

§�U�
#­d©ÖÃÂ³#´)´�µdÐMXÕª¥^�°)­d©¨VÕ©�§�Ï)ª»¬�°�¬�¦CT�UdÏß¬�¦dª»°)[
ÈIT�Ud§�]_ª_[�\Ó¼Y°)[×«S[
ª�T'¬�§�UdÈ
ªSÍÊ«Sª_©�©�ª_UI¬
[
ª?\
ª�T�[�«�¦�«S°)UHVÊ§Ö¬�§�°)UH\SÐ
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