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Sous-espaces fermés de séries universelles
sur un espace de Fréchet

par

QUENTIN MENET (Mons)

Abstract. We improve a result of Charpentier [Studia Math. 198 (2010)]. We prove
that even on Fréchet spaces with a continuous norm, the existence of only one restric-
tively universal series implies the existence of a closed infinite-dimensional subspace of
restrictively universal series.

1. Introduction. Une suite d’opérateurs linéaires et continus
T,: X — Y ou X et Y sont des espaces topologiques est dite universelle
lorsqu’il existe un élément = € X (dit universel) tel que I'ensemble {1,z :
n € N} soit dense dans Y. On parle de série universelle lorsqu’on considére
une suite d’opérateurs S,, : A — X de la forme

Sn((ar)e=0) = > _ app,
k=0

ou X est un espace vectoriel topologique métrisable sur K (K = R ou C),
(xk)k>0 est une suite dans X fixée au préalable et A est un espace de Fréchet
inclus dans KV tel que I’ensemble des polynémes soit dense dans A et tel
que les projections P; : A — K définies par P;((ax)r>0) = a; soient contin-
ues. Dans cet article, le terme polynome sera utilisé pour désigner les suites
constituées d’un nombre fini d’éléments non nuls.

On distingue deux niveaux parmi les séries universelles : les suites (non-
restrictivement) universelles et les suites restrictivement universelles.

DEFINITION 1.1. Soient ey = (8.5 )n>0 = (0,...,0, %,0, S ).
e Une suite a € A est dite (non-restrictivement) universelle si pour tout
x € X, il existe une suite croissante de naturels (\,) telle que

(i) 2220 apxy converge vers x dans X quand n tend vers Uinfini.
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e Une suite a € A est dite restrictivement universelle si pour tout x € X,
il existe une suite croissante de naturels (\,) telle que

(i) 2220 axxy converge vers  dans X quand n tend vers U'infini ;
(ii) 2210 arey, converge vers a dans A quand n tend vers l'infini.

On note U l'ensemble des suites (non-restrictivement) universelles, et Uy
I’ensemble des suites restrictivement universelles.

Le premier exemple de série universelle est du a Fekete en 1914. Il met
alors en évidence l'existence d’une série de Taylor sur [—1, 1] dont les sommes
partielles peuvent approximer uniformément toute fonction continue f sur
[—1,1] qui vérifie f(0) = 0 (voir [5]). De nombreux autres exemples ont
ensuite été obtenus de maniére constructive (voir [7], [8], [1I]) jusqu'a ce
qu’une formalisation de ces constructions soit faite en 2008 dans [2].

Une question récurrente concernant les suites d’opérateurs universelles
est de savoir s’il existe des sous-espaces denses ou des sous-espaces fermés
de dimension infinie composés uniquement d’éléments universels (exception
faite de 0).

Il est en fait montré dans [2] qu'il suffit que Uy soit non vide pour qu’il
existe un sous-espace inclus dans Uy U {0} qui soit dense dans X.

Charpentier a quant a lui montré dans son article [3] que si A est un
espace de Banach alors il suffit également que Uy soit non vide pour qu’il
existe un sous-espace fermé de dimension infinie inclus dans Uy U {0}.

Dans le cas o A est un espace de Fréchet avec une norme continue,
Charpentier remarque cependant que ses méthodes ne lui permettent pas
de généraliser ce résultat completement. Il obtient un résultat plus faible :
si Uy est non vide alors il existe un sous-espace fermé de dimension infinie
inclus dans U U {0}. Nous montrons que le résultat obtenu par Charpentier
dans le cas des espaces de Banach reste vrai si A est un espace de Fréchet
avec une norme continue.

THEOREME PRINCIPAL. Sous les hypothéses données, si A est un espace
de Fréchet avec une norme continue et si Uy est non vide alors il existe un
sous-espace fermé de dimension infinie inclus dans Ua U {0}.

Pour prouver ce théoréeme, nous nous baserons sur ’existence et les pro-
priétés des suites basiques dans un espace de Fréchet avec une norme con-
tinue. Celles-ci ont déja été utilisées dans le cadre des sous-espaces hyper-
cycliques par Petersson (voir [10]).

Une application intéressante de ce théoréeme concerne les séries de Tay-
lor universelles sur un domaine simplement connexe. En 2005, Bayart a
prouvé lexistence d’un sous-espace fermé de dimension infinie constitué
uniquement de fonctions holomorphes sur le disque unité dont les séries
de Taylor sont universelles (voir [1]). Une généralisation de ce résultat pour



Sous-espaces fermés de séries universelles 183

des domaines simplement connexes quelconques a ensuite été énoncée par
Charpentier ([3, Théoreme 5.6]). Néanmoins, son résultat dans le cas des
espaces de Fréchet sur I'existence d’un sous-espace fermé de dimension in-
finie inclus dans U U {0} ne lui permettait pas de prouver ce théoréme en
toute généralité. Nous apportons la preuve complete de ce théoreme (voir
Section 4).

2. Preuve du Théoréme Principal. La preuve de ce théoreme repose
sur la construction d’une suite basique dont 'adhérence de I’espace engendré
sera composée uniquement de séries restrictivement universelles. L’approche
de Charpentier (voir [3]) dans le cas d’un espace de Fréchet A avec une

norme continue || - || reposait sur la construction d’une suite basique dans
le complété de (A, | - ||). Nous procéderons ici de la méme maniére mais en
construisant une suite basique non pas pour le complété de (A, ] - ||) mais

pour l'espace A lui-méme.

DEFINITION 2.1. Une suite (ug)r>1 dans un espace de Fréchet est dite
basique si pour tout u € span{uy : k > 1}, il existe une unique suite (ax)r>1
d’éléments de K telle que v = Y7 aguy.

Si on considere Y un espace de Fréchet, I’existence d’une norme continue
sur cet espace est équivalente a I'existence d’une suite croissante de normes
(Il - ||ln) induisant la topologie de Y. Cette suite de normes nous permet de
travailler directement avec des espaces normés Y,, = (Y, - ||»). On voit par
exemple facilement que si une suite (ug)g>1 C Y est basique dans chacun
des espaces Y, elle 'est également dans Y. (Par suite basique dans Y,,, on
entend une suite qui est basique dans le complété de Y,.)

De nombreux résultats sur les suites basiques dans un espace de Ba-
nach peuvent alors se transmettre aux espaces de Fréchet avec une norme
continue. On sait par exemple ([4, Théoreme V.1]) que dans un espace de Ba-
nach B, une suite (uy)x>1 est basique si et seulement s’il existe une constante
K > 0 tel que pour tout n € N, pour tout m > n, pour tous ay,...,a, € K,

on ait
n m
| > v < [ 3= |-
k=1 k=1

On appelle la plus petite constante K vérifiant cette propriété la constante
de basicité de la suite (ug)r>1. On en déduit comme dans Particle [10] le
résultat suivant pour les espaces de Fréchet :

LEMME 2.2. Soient Y un espace de Fréchet avec une morme continue,
(II - lln) une suite croissante de normes définissant la topologie de Y, et
(en)n>1 une suite de réels strictement positifs telle qu’on ait [, (14 ¢en) =
K < +o00. Si une suite (ug)r>1 dans Y vérifie pour tout n € N, pour tout
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j < n, pour tous ay,...,apy1 €K,
n n+1

(2.1) HZakukH < (1+€n) ‘ZakukH
k=1 J k=1 J

alors cette suite est basique dans chaque espace Y, ainsi que dans Y, et
pour tout n, la suite (ug)k>n est une suite basique de constante de basicité
K, < K dans chaque espace Y,,.

Preuve. Il découle directement des hypotheses que pour tout n > 1,
la suite (ug)g>n est une suite basique dans Y;, de constante de basicité
K, < K. De plus, étant donné que pour tout n > 1, pour tout 0 # y €
span{uq, ..., up—_1}, pour tout = € span{uy : k > n}, par (2.1) on a

0<llyll < Klly — =l < Klly — zln,
on en déduit que
span{ui, ..., u,—1} NSpan{ug : k > n} = {0}
ou ’adhérence est prise dans le complété de Y,,. L’espace span{uy, ..., up—1}
étant de dimension finie, cela implique que la somme span{u, ..., u,—1} +
span{uy : k > n} est directe et que
span{uy : k > 1} = span{uy, ..., u,—1} ®span{ug : k > n}.

On en conclut que la suite tout entiere (uy)r>1 est basique dans Y, pour
tout n > 1 ainsi que dans Y. =

Nous disposons, grace a ce lemme, d’'une méthode récursive pour con-
struire une suite basique dans un espace de Fréchet avec une norme continue.
Or, on sait de plus ([6l, Lemme 10.39]) que pour tout espace de Fréchet Y,
pour tout espace de dimension finie F' dans Y, pour toute semi-norme con-
tinue p sur Y et pour tout £ > 0, il existe un sous-espace fermé de codimen-
sion finie F tel que pour tout x € E, pour tout y € F', on ait

p() p(y))
24¢e’1+¢/)

Cela nous permet d’énoncer le lemme suivant :

P

LEMME 2.3. Soient Y un espace de Fréchet avec une norme continue,
(Il - lln) une suite de normes continues et M un sous-espace de dimension

infinie. Alors pour tout € > 0, pour tous ui,...,un €Y, il existe up11 € M
tel que ||unt1ll1 = 1 et tel que pour tout j < n, pour tous ay,...,an+1 € K
on ait

n n+1
H ZakukH < (1 —|—€)H ZakukH .
k=1 J k=1 J

Une autre propriété intéressante des suites basiques est la notion d’équi-
valence.
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DEFINITION 2.4. Soit Y un espace de Fréchet. Deux suites basiques
(up) et (fn) dans Y sont dites équivalentes si pour toute suite (a,) d’élé-
ments de K, la série > "7 | anu, converge dans Y si et seulement si la série
>0 | an fn converge dans Y.

Dans le cas d’un espace de Banach B, on sait (voir [4, Théoreme V.9])
que si (ug) est une suite basique dans B de constante de basicité K avec
|ug]| > 1 alors toute suite (fy) vérifiant 377 2K ||ug — fi| < 1 est basique
dans B et équivalente a (uy).

LEMME 2.5. Soient Y un espace de Fréchet avec une norme continue,
(|- ]|n) une suite croissante de normes définissant la topologie de Y, et K un
réel positif. Si (ug)g>1 est une suite basique dansY telle que pour tout k, on
ait ||ug||1 =1 et telle que pour tout n, la suite (uy)r>n soit une suite basique
dans Y, avec constante de basicité K, < K, alors toute suite (fx)g>1 C Y
vérifiant

+oo

> 2K |Jup — fulln <1

n=1
est basique dans chaque espace Y, ainsi que dans Y. De plus, les suites
(ug)k>1 et (fx)e>1 sont équivalentes dans le complété de chaque espace Y,
ainsi que dans 'Y .

Preuve. Soit (fi)r>1 une suite dans Y vérifiant

+oo

S 2K — fulln < 1.

n=1
On déduit de cette inégalité et du fait que la suite (|| - ||) soit croissante
que pour tout n, on a

+oo
Z 2KHuk — kan < 1.

k=n

Comme on suppose de plus que ||ug||1 = 1, on en conclut que pour tout n,
la suite (fx)r>n est basique dans Y}, et que les suites (ug)g>n €t (fi)k>n
sont équivalentes dans le complété de Y,,. Il découle alors comme dans le
Lemme que la suite (f;)r>1 est basique dans chaque espace Y, ainsi que
dans Y. De plus, par définition de suites basiques équivalentes, il est évident
que pour tout n, la suite (f;)r>1 sera également équivalente a (uy)r>1 dans
le complété de Y, et des lors, comme noté dans [10, Lemme 2|, que les suites
(ug)k>1 et (fr)r>1 sont équivalentes dans Y. m

Replagons-nous maintenant dans le cadre du Théoreme Principal et con-
sidérons que (X, || - ||x) est un espace vectoriel topologique métrisable sur
K (K =R ouC)ou | -]|x est une F-norme induisant la topologie de X,
que (xg)k>0 est une suite dans X fixée au préalable, que A est un espace de
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Fréchet avec une norme continue inclus dans KN, que (|| - ||.) désigne une
suite croissante de normes induisant la topologie de A et que || - ||4 désigne
la F-norme définie par
+o0o 1
lala = 5 min(L, flallx).
n=1
Nous rappelons qu'une F-norme || - ||y sur un espace Y est une application

a valeurs positives telle que pour tous z,y € Y, pour tout A € K,

(1) [z +ylly < llzlly + llylly;
(2) [IAzlly < llzfly si [A] <13
(3) limy—o || Az|y =0;

(4) ||z|ly = 0 implique x = 0.

Une propriété intéressante des F-normes découlant de (1) et (2) est que
pour tout z € Y, pour tout A € K, on a

(2.2) Azlly < (Al + Dl2]ly-

Par la suite, on notera également e, = (0pn)n>0 les suites constituées
uniquement d’un 1 en k-éme position, G I'espace des polynomes dans KN et
on suppose que l'espace A vérifie quelques conditions classiques :

(1) GC A,

(2) G est dense dans A;

(3) les projections P; : A — K définies par P;((ax)r>0) = a; sont con-
tinues.

Nous rappelons que le terme polynome est ici utilisé pour désigner les suites
constituées d’un nombre fini d’éléments non nuls. Nous utiliserons également
les termes degré et wvaluation pour désigner respectivement le plus grand
indice référengant un élément non nul d’un polynoéme et le plus petit.
L’hypothese du Théoreme Principal de 'existence d’une série restrictive-
ment universelle (voir Déﬁnition sera utilisée via la proposition suivante :

PROPOSITION 2.6 ([2, Théoréme 1]). Sous les hypothéses données, si Uy
est non vide alors pour tout € > 0, pour tout x € X et tout entier p > 0, il
existe un polynome (ax)r>o de valuation plus grande que p tel qu’on ait

H E apTp — T <e et H E akekH < e.
X A
k>0 k>0

Nous avons maintenant a notre disposition tous les résultats nécessaires
pour prouver notre Théoreme Principal.

Preuve du Théoréme Principal. Notons S, opérateur de A dans X
défini par Sp(a) = > ;_,axrk, d(a) le degré d’un polynéme a, v(a) sa val-
uation et < un ordre strict sur les couples (k,j) avec j > k défini par
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(k,j) < (K',7") si et seulement si on a soit j < j/, soit j = j' et k < k.
On considere également (y;);>1 une suite dense dans X (dont I'existence est
garantie par l'existence d’une série universelle) et (ej)r>1 une suite de réels
strictement positifs tels que [[,~,(1 +ex) < 2.

On cherche & construire une suite ( fr)k>1 basique dans A dont l'ad-
hérence de I'espace vectoriel engendré sera un sous-espace fermé de dimen-
sion infinie inclus dans U4 U{0}. Pour ce faire, on posera fi = ug+_ 5 Tk,
ou la suite (ug)r>1 formera une suite basique de polynémes dans A et ou
les suites (z,;);>, seront des perturbations suffisamment petites pour que
la suite (fx) soit équivalente a (uy) et judicieusement choisies pour que
I'adhérence de I'espace vectoriel engendré par (fi) soit incluse dans U4 U{0}.
La construction des éléments (zy, j);>, passera quant a elle par la construc-
tion de deux autres familles de polynomes (pi ;);>k et (qrj)j>r & partir
desquelles on définira x, ; comme étant la somme : xy ; = pr; + qx, ;-

Nous construisons ces différentes familles de polynomes suivant 'ordre
< de la manieére suivante :

(L) — (L2 (1,3)
up P12 P13
P11 qi1,2 q1,3
q1,1 ! / !
(2,2) (2,3)
Uz p2,3
P22 q2,3
q2,2 !
(3,3)
u3
b33
43,3

Nous nous arrangeons également pour que chaque nouveau polynome
soit de valuation strictement plus grande que le degré du précédent.

e Sil’on se trouve a I’étape (k, k), on commence par utiliser, pour k& > 2,
le Lemme [2.3] afin d’obtenir un polynéme wuy, vérifiant

Juglli =1, d(gr-1,%) < v(ug),
et vérifiant pour tout n < k — 1, pour tous aq,...,a; € K,
k—1 k
[, <04 S,
=1 =1

Si k =1, on pose simplement u; = e1/||e1]|1.
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On utilise alors la Proposition [2.6] pour obtenir un polynéme py et
ensuite un polynome gy, ;, vérifiant

1
d(ur) < v(prx),  max(|lprlle, IPrxlla) < S

1
||Sd(pk,k)(uk +pk,k) - kaX < W

et

1
d(prg) < vlarr)s  max(llgerl, lawrlla) < S

1
||Sd(qk7k)(uk + Dk .k +ark)llx < SEHL”

On pose pour finir xy 1 = Pr.k + Qi k-
e Si l'on se trouve a l'étape (k,j) avec j > k, on utilise directement la
Proposition [2.6] pour obtenir des polynomes py. ; et gy ; vérifiant

1
la) < YETE

max d(qw ;) < v(pkj), max(||pk;llk, [Pk,

(K",3")=(k.4)

j—
1
st o+ o +13) = < 5
J'=
et

1
d(prj) < v(grs)s  max(llgnlle, larlla) < 57

Jj—1
1
H5d<qk,j) (“k + Zkl'iw T Pt %j) HX RDYESE
Jj'=

On pose alors xy ; = prj + qk, ;-

Les conditions sur les valuations et les degrés des différents polynémes
construits ci-dessus sont bien telles que lorsque 'on construit un nouveau
polynome, la valuation de celui-ci est toujours strictement supérieure aux
degrés des éléments déja construits.

Ces différentes familles vérifient des lors les propriétés suivantes :

(1) la suite (ug)r>1 est une suite basique de polynémes dans chaque

espace (A4, ] - ||») ainsi que dans A telle que pour tout k& > 1, |lugl/1
= 1, et telle que pour tout n, la suite (uy)x>y est une suite basique de
constante de basicité plus petite que 2 dans chaque espace (A, || - ||»)

(voir Lemme ;

(2) les suites (pkj)j>k €t (qr,j)j>k sont des suites de polynomes telles
que pour tout k, pour tout 57 > k, on ait

1 1
(23)  max(llpells, Prjlla) < gz, max(lawlle, larslla) < 555
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et les suites (z,;);>, sont donc des suites de polynomes vérifiant
pour tout k, pour tout j > k,

1
(2.4) max(||zxlle [lor,51l4) < 573
(3) les suites (ug)k>1, (Pk,j)j>k €t (qk,;)j>k sont telles qu’on ait

(2.5) V(k,5) < (K5,  dpry) < vlary) < dlgr;) < v(pw )
et telles qu’on ait
V(K 5) < (k k), dlgw ) < vl(ug) et dprg) < v(ug),
V(k, k) < (K'.5"),  d(ug) < v(ge ) et d(ur) < v(pwj);

(4) la suite (ux)rp>1 et les suites (xy;);j>k sont telles que si on note
ng; = d(pr,j), on ait

(2.6)

J
. 1
(2.7) Vi >k, ‘ Snk,j (uk + Zxk7l> — yjHX < GYENE
=k
J' 1
(2.8) V(K5 < (k. 4), ‘ Sny. ; (Uk-/ + Zﬂ?k/,l> HX < DR
=K'

On remarque que poser fr = ug + »_ ok Thy @ bien un sens étant donné

que, par (2.4), on a
1
Z sl < Z o3 < o0

jzk jzk
La suite (f) ainsi définie vérifie des lors les inégalités suivantes :
i. Pour tout k£ > 1, il découle de (2.4) que

1
(2.9) 1 fe = wklle < s
ii. Pour tout j > k, il découle de (2.5)—(2.7) que
J 1
S’nk’j (’Uk; + IE;HC]@[) — yjHX < 72]‘—&—1 .
iii. Pour tout k < k' < j, il découle de ([2.5]), (2.6]) et (2.8)) que

Jj—1 1
Snk!j (Uk/ + l_zk, $k/,l) HX < 27

iv. Pour tout (k,j) < (K, k'), il découle de (2.5]) et (2.6]) que
(2.12) S, (fir) = 0.

Si I'on note de plus S; l'opérateur de A dans A défini par S2(a) =
> r_o akey alors la suite (fi) vérifie également les inégalités suivantes :

(2.10) ‘

Sy, (fr) = ?/J'HX - ‘

(2.11) ‘

Snk,j (fk’)

‘X_‘
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v. Pour tout (k,j) < (K, k'), 11 découle de (2.5) et (2.6) que
(2'13) 'I’kaj (fk'/) = 0'
vi. Pour tout k < k' < j, il découle de (2.4)), (2.5)) et @ ) que

(2.14) ka' = Sh, (i) H = H Zxk',y !

- 2J+2

vii. Pour tout 1 <k < j, il découle de -, (2-4), @.5) et ( que

J'>j

En utilisant le Lemme on déduit de (2.9) que la suite (fx) est une
suite basique dans A équivalente & (uy). On considere des lors

- 2j+1

“+o0o
M :=span{fy: k> 1} = {Zakfk Z@kfk converge dans A}
k=1 k=1

Il est évident que M est un espace de dimension infinie fermé dans A et
grace aux inégalités a , il n’est en fait pas difficile de montrer
que M est de plus inclus dans Uy U {0}.

En effet, si a € M\{0}, on sait que a peut s’écrire sous la forme a =
S5 ag fr. Comme la suite (fy) est équivalente a la suite (uy), on en déduit
que Z,j;xl’ apuy, converge également. Il existe donc K > 0 tel que pour tout
k> 1, on ait |ag| < K étant donné qu’on a

k k—1 400
o = ot = [ o] [ S, <] S,
=1 =1 =1

Posons kg = min{k : a; # 0}. Quitte a diviser par ay,, on peut supposer
sans perte de généralité que oy, = 1 et on a alors pour tout j > kg + 1,

1y (@) = willx < ISy, (i) = vl + 3 NS, , ()l
k' >ko
o0

- .
1 j
Szt > lawSmy, (Fidllx + > lewSn,,, (fe)llx  (par @10))
k'=ko+1 k'=j
1 A
< BYE + Z (Jogs | + 1)”Snk0,j(fk’)HX +0  (par . et -
k'=ko+1
1 A 1
< ﬁ—i_ Z |O‘k/|+1)§ (par (2.11))
k' =ko+1

1
= 27+1 + (K + 1)§ j—+o0 0.
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On a également lim; ., S (a) = a dans A car pour tout j > ko + 1,

Nkg,j

la=S3, (@l = | Z o (fio =S (fi)+ D awfie|

k'>j

(par (2.13))

< Z (Jow| + D[ = S35, ()| +H2akffk/ (par @2))

ko

S(K+1<2]+1+ Z 2]+2>+H2ak/fk,

1
< (K + 1)<2j+1 + 2j+2> + H Z awfi|

La suite (y;);>1 étant dense dans X, chaque élément non nul de M est donc
bien restrictivement universel. m

(par et @.15))

F—

REMARQUE 2.7. Sil’on compare ce résultat avec celui de Charpentier sur
les espaces de Fréchet avec une norme continue ou il obtient ’existence d’un
espace fermé de dimension infinie inclus dans UU{0} (voir [3]), on remarque
que I'amélioration apportée a ce résultat n’est réellement significative que
dans le cas ot la suite (ex) n’est pas une base de Schauder dans A.

3. Généralisation. Au lieu de se restreindre & un seul espace X, on
peut vouloir considérer un nombre dénombrable d’espaces topologiques mét-
risables (X;);>1 et une famille (x,(;))izlykzg ou pour tout ¢ > 1, la suite
(x,(j) )k>0 est une suite dans X; fixée au préalable. La notion de suite restric-
tivement universelle se définit alors dans ce cadre de la maniere suivante :

DEFINITION 3.1. Une suite a € A est dite restrictivement universelle si
pour tout ¢ > 1, pour tout x € X;, il existe une suite croissante de naturels
(A\n) telle que

(1) 2 0 akx,(g) converge vers x dans X; quand n tend vers l'infini;
(ii) Zk:o axey converge vers a dans A quand n tend vers l'infini.
On note Uy, (x;), 'ensemble de ces suites restrictivement universelles.

Si || - ||x; désigne une F-norme induisant la topologie de X;, la Défini-
tion et la Proposition [2.6] impliquent directement le résultat suivant :

PropPOSITION 3.2 ([2, Théoreme 3]). Sous les hypothéses données, si
Ua,(x;); est non vide alors pour tout € > 0, pour tout i > 1, pour tout
x € X; et pour tout entier p > 0, il existe (ar)k>0 € G de valuation plus
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grande que p tel qu’on ait

H Zaka:,(f) — :L‘HX <e et H ZakekHA < e.
k>0

k>0 '
Le Théoreme Principal se généralise des lors a ce contexte.

THEOREME 3.3. Sous les hypothéses données, si A est un espace de
Fréchet avec une norme continue et si Uy (x,), est non vide alors il existe
un sous-espace fermé de dimension infinie inclus dans Uy (x,), U{0}.

Preuve. On cherche comme précédemment a construire une suite (fx)r>1
basique dans A dont I’adhérence de I'espace vectoriel engendré sera un sous-
espace fermé de dimension infinie inclus dans Uy (x,), U {0}.

On se donne pour cela des suites (yﬁl))mzl telles que pour tout ¢ > 1,
(yﬁf))nzl est une suite dense dans X, ainsi qu'une fonction ¢ : N — N x N
telle que pour tout i,m > 1, on ait #{j € N : ¢(j) = (i,m)} = occ. On

désignera également par S,(f) lopérateur de A dans X; défini par S,(f)(a) =

2 k=0 akxl(;)'

Comme dans la preuve du Théoreme Principal, on posera f; = up +
> j>k Tk, OU la suite (ug)r>1 formera une suite basique de polynomes dans
A et ou les suites (xy ;) >k seront des perturbations choisies judicieusement
et obtenues comme la somme de deux familles de polynémes (py;);>r et
(Gr.g)j=k-

On construit en fait les différentes familles ci-dessus selon I'ordre < utilisé
dans la preuve du Théoreme Principal de la méme maniere qu’auparavant,
si ce n’est que pour j fixé, si ¢(j) = (i,m), le polynome py, ; est construit de
maniere & ce qu’on ait

j—1
HSd(pk )<Uk + Z T, 5! +Pk,j> - yﬁﬁ) BYEa]
=k
et le polynéme gy, ; est construit de maniere a ce que si ¢(j + 1) = (i/, m’),
on ait

7j—1
(@) _ . 1
Hsc«qk,j) <“k + D kg Ph + q,w) HX < 9t
j'=k '

Il découle de la construction de ces différentes suites que pour tout k < j,
si ¢(j) = (i,m) et si ny; := d(pk,;), on a en particulier

(uk + Zxkl>

I155), (fi) — i llx;

TLkJ

27+1
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et pour tout k < k' < j, on a

152, (fi)llx, = |

j—1
. 1
(4) E il
S"’w (uk/ +l - Ik,l) Hxl < 27"
La suite de la preuve est alors analogue a celle du Théoréeme Principal. =

REMARQUE 3.4. Dans [3, Section 4], Charpentier considére également
le cas ou les suites (ey) et (93,(;)) dépendent d’un parametre variant dans un
ensemble compact (ou une union dénombrable de compacts). Néanmoins,
contrairement a ce qu’il affirme, il n’est pas clair, méme dans le cas des es-
paces de Banach, qu’il soit vraiment possible de construire une suite basique
(fx) de la méme fagon que dans la version non-paramétrée.

En effet, bien que le degré d’un polyndéme soit supposé uniformément
borné pour tout parametre, ce n’est pas forcément le cas pour la valuation.
Le fait qu'un polyndéme ait une valuation suffisamment grande pour un cer-
tain parametre £y n’entrainera pas obligatoirement que la valuation de ce
polynéme pour un autre parametre £ soit également grande. Ceci semble
compromettre ’ensemble de la construction.

4. Application : Séries de Taylor universelles sur un domaine
simplement connexe. Soient {2 C C un domaine simplement connexe et
¢ un élément de (2. On considére (K;) une suite de compacts dans C telle
que :

e pour tout ¢ > 1, on ait K; C 2¢ et K connexe;
e pour tout compact K C £2¢ avec K¢ connexe, il existe i > 1 tel que
K C K;.

On suppose alors que A = H({2), X; est I’espace des fonctions entieres muni
des semi-normes pnl)(f) = SUp,¢ g, 1™ (2)] et x,(;) est la fonction définie par
:U,(;)(z) = (2 — &)F. L’espace A peut étre vu comme un sous-espace de KN &
travers la correspondance e, = (z — (2—€)¥). Une suite (a;,) appartient donc
a A si la fonction ) .o, ar(z — €)* a un rayon de convergence strictement
positif et s’étend en une fonction holomorphe sur 2. On pose également
Sn(+, &) Popérateur de A dans H(C) défini par

- ()
Sulf, () =3 arz—F on ap = f k!(é)'
k=0

Notons que la suite (e;) n’est pas une base de Schauder dans A excepté si
{2 est un disque centré en &.

i

du Théoreme qu’il existe un espace M fermé de dimension infinie dans

Comme on sait que Uy (x,), est non vide (voir [2, Théoreme 6]), on déduit
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H(£2) tel que pour tout f € M\{0}, pour tout ¢ > 1, pour toute fonction
entiere h, il existe une suite croissante (\,) telle que

(i) Si,(f,&) converge vers h dans X; quand n tend vers l'infini;
(ii) S, (f,&) converge vers f dans A quand n tend vers l'infini.

Ce résultat peut s’énoncer de la maniere suivante :

THEOREME 4.1. Soient 2 un domaine simplement connexe et & € (2.
Il existe un espace M fermé de dimension infinie dans H({2) tel que pour
tout f € M\{0}, pour tout compact K C 2 avec K¢ connexe, pour toute
fonction entiére h, il existe une suite croissante (\,) telle que

(i) pour toutl >0,

l

d
sup | 7S 8)(2) = WO ()| - 0.

(i) pour tout compact L' C 2,
sup |5, (f,§)(z) — f(z)| — 0.

zeL’

Cela entraine des lors en vue des résultats sur les propriétés des trous
d’Ostrowski (voir [9]) le théoreme suivant :

THEOREME 4.2. Soit 2 un domaine simplement conneze. Il existe un
espace M fermé de dimension infinie dans H({2) tel que pour tout f €
MA\{0}, pour tout compact K C 2° avec K¢ connexe, pour toute fonction
entiere h, il existe une suite croissante (\,) telle que pour tout compact
L C 1,

(i) pour toutl >0,

dl
sup sup | 7.5, (f,€)(2) — W (z)| — 0;
¢el zeK | Q2

(ii) pour tout compact L' C (2,
sup sup | S, (f,€)(2) — f(z)| — 0.

éel zel!

Ce résultat avait déja été énoncé par Charpentier ([3, Théoreme 5.6]).
Néanmoins, son résultat dans le cadre des espaces de Fréchet sur I'existence
d’un sous-espace fermé de dimension infinie inclus dans U U {0} ne lui
permettait de prouver ce théoréme que dans le cas ou la suite (eg) était
une base de Schauder, c’est-a-dire uniquement dans le cas ou {2 était un
disque.
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