Ko6lko teorioliczbowe i nie tylko, 18.03.2026

Ponizej podzbiér wlasciwy zadan, ktérymi bedziemy sie zajmowaé w $rode.

1.1. Udowodnij, ze jedli liczby naturalne dodatnie z,y, z spetniaja 22 + 3% = 22, to 12|zy.
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1.2. Udowodnij, ze ulamek jest nieskracalny dla kazdej liczby naturalnej n.

1.3. Znajdz ostatnig cyfre liczby 77

1.4. Ciag liczb naturalnych dodatnich ai,as,as, ... spelnia a,12 = anp41a, + 1 dla kazdego n. Udowodnij, ze jesli
n > 10, to liczba a,, — 22 jest zlozona. Udowodnij, ze jesli ponadto a; = as = 1, to zaden z wyrazéw tego ciggu nie jest
podzielny przez 4.

1.5. Niech « bedzie katem ostrym takim, ze tga = 2. Udowodnij, ze miara kata o w stopniach nie jest liczba
wymierna.

1.6. Dane sa takie liczby naturalne 1 < a1 < as < ... < a, < 1951, ze dla kazdej pary 1 < i < j < n zachodzi
NWW (a;, a;) > 1951. Udowodnij, ze
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1.7. (Lemat LTE) Niech p bedzie liczba pierwsza, z,y beda liczbami catkowitymi niepodzielnymi przez p. Jesli
p > 3, to zakladamy ponadto, ze p|x — y, a jesli p = 2, to p?|z — y. Przez v,(z) oznaczamy najwigksza liczbe calkowita
(z zerem wlacznie) taka, ze pU»(*)|z. Udowodnij, ze

vp (@ = y*) = vp (z =) + vy (R).

1.8. Udowodnij, ze jesli liczby naturalne dodatnie k,m, n speliajg m < n oraz m|n*, to m™" |n™".

1.9. Dane sa takie liczby rzeczywiste x # y, ze dla kazdego n naturalnego, ™ — y™ jest liczba catkowita. Udowodnj,
ze x,y sa calkowite.

1.10. Niech n > 3. Udowodnij, ze n da sie przedstawié¢ jako suma dwéch lub wiecej kolejnych liczb naturlanych?
wtedy i tylko wtedy, gdy n nie jest potega 2 o wyktadniku naturalnym.

Offtopic:

1.11. Niech T’y oraz I'; beda tukami wykreséw funkcji odpowiednio y = 22 oraz y = /z dla z € [0, 1]. Czworokat
ABCD jest prostokatem, punkty A, B leza na I'y, a punkty C, D leza na I'y. Udowodnij, ze prosta AB jest nachylona
do osi pod katem 45°.

1.12. Niech ABCD bedzie czworo$cianem (niekoniecznie foremnym). Oznaczmy kat dwuscienny miedzy ABD i
BCD przez B, kat dwuscienny miedzy BC'D i CAD przez «, kat dwuscienny miedzy CAD i ABD przez «. Pola $cian
BCD, CAD, ABD, ABC oznaczmy odpowiednio przez a,b, c,d. Udowodnij, ze prawdziwa jest przestrzenna wersja
twierdzenia cosinuséw:

d? = a® +b? 4 ¢ — 2abcosy — 2bc cos o — 2ca cos .

1Ta literéwka jest zbyt zabawna, zeby ja poprawiaé.
Zadania pochodzg z serii ksiazek A. Neugebauera Matematyka Olimpijska, ksiazki Mathematical Circles autorstwa D. Fomina, S.
Genkina i I. Itenberga, oraz folkloru.



