Wiecej teorii liczb, 25.03.2026

2.1. Jaka jest najmniejsza liczba naturalna dodatnia n, ktora da sie otrzymac jako
95a® + 80ab + 20b°
dla pewnych liczb catkowitych a, b?

2.2. Udowodnij, ze nie istnieje taka liczba naturalna n, ze suma cyfr liczby n? jest réwna 2000.
2.3. Niech s(n) oznacza sume cyfr liczby n. Oblicz s (s (s (4444%444))).

2.4. Niech n bedzie liczba naturalna, a 7 liczba powstala przez zapisanie cyfr n w odwrotnej kolejnosci.
Udowodnij, ze liczba n-7n jest podzielna przez 99.

2.5. Udowodnij nastepujaca uogdlniona ceche podzielnoéci przez 37: jesli cg,cq,co,... jest ciagiem
kolejnych cyfr liczby n zaczynajacym sie od cyfry jednosci, to

n=(c—crt+ecs—cs+cg—cg+...)+10(cs —co+eca—cs+cr—cs+...) (mod 37).

2.67. Niech k > 7. Wszystkimi dzielnikami liczby nsa 1 =d; < dy < ... < dx = n. Udowodnij, ze
n # dg + da.

2.8. Znajdz wszystkie funkcje f : N; — N, takie, ze dla kazdych a, b zachodzi f(a) + bla® + f(a)f(b).

2.9. Niech p bedzie liczba pierwsza. Ile jest p-elementowych podzbioréw zbioru {0,1,...,2p — 1},
ktorych suma elementow jest podzielna przez p?

2.10. Niech o(n) oznaczal! liczbe liczb catkowitych ze zbioru {1,...,n — 1} wzglednie pierwszych z n.
Udowodnij, ze jesli a, b sa wzglednie pierwsze i n|ab, to

a?™ 4+ b9 =1 (mod n).

2.11. Udowodnij, ze dla liczb naturalnych a,n > 2 zachodzi n|p (a™ — 1).

2.12. Niech d(k) oznacza liczbe dzielnikéw k. Udowodnij, ze dla kazdego n,
d1)4+d3)+...+d(2n—1) <d(2) +d(4) + ...+ d(2n).

2.13. Niech 7q,...,7, oraz ai,...,a; beda liczbami naturalnymi dodatnimi takimi, ze zbiory A; =
{aj +nr;j :neNg}tdlaj=1,..., ksarozlaczne oraz do ich sumy nalezg wszystkie liczby naturalne oprécz
co najwyzej skoniczenie wielu. Udowodnij, ze wéwczas
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2.14.* Dla jakich liczb wymiernych ¢, kat « taki, ze tga = ¢, jest wymierng wielokrotnoscia w7

2.15.* Niech x4, ..., z, beda liczbami calkowitymi. Udowodnij, ze liczba
H Ty — Ty
1<icj<n ' 7

jest calkowita.
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