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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Marcina Gryszowki
”The quantitive Fatou Property
e-Approximability and Carleson Measures”

Rozprawa doktorska mgr. Marcina Gryszéwki powstata pod opieka dr. hab.
Tomasza Adamowicza. Napisana zostala w jezyku angielskim i liczy tacznie
115 stron. Sama rozprawa podzielona jest na 5 rozdziatéw, z ktorych pierw-
szy stanowi bardzo dobrze napisany wstep. Wprowadza on czytelnika w tresé
rozprawy, przyblizajac pojecia zawarte w tytule (iloSciowa wlasno$¢ Fatou i e-
aproksymowalnos¢), by potem przedstawié¢, w formie trzech podrozdziatéw, tezy
uzyskane w rozprawie wraz z motywacjg zawierajacg omoéwienie wynikow uzy-
skanych przez innych autoréw. Rozdziat drugi gromadzi preliminaria, niezbedne
definicje i znane wtasnosci obiektéw Zawiera on rysunki ilustrujace geometrycz-
ne wlasnosci zdefiniowanych obszarow. Utatwia to znacznie zrozumienie poda-
nych poje¢. Pozostate trzy rozdzialy zawieraja dowody wynikéw doktoratu. Po-
wstaty one na podstawie jednej samodzielnej publikacji kandydata [G] (jest to
rozdziat 4 dysertacji) i dwoch wspélnych prac: Adamowicz-Gonzélez-Gryszéwka
[AGG] (rozdzial 3 rozprawy) i Adamowicz-Gryszéwka [AdGr] (rozdziat 5 dok-
toratu). Cytowana literatura zawiera 93 pozycje.

W celu oddania motywacji i tta badan zawartych w dysertacji warto postuzy¢
sie twierdzeniami Fatou dla gérnej polprzestrzeni (patrz Stein [St1] rozdziat

VII).

Twierdzenie A. ([St1; Corollary, strona 200]) Jesli u(zx,y) jest funkcjg har-
moniczng w R™ x (0,00), x € R™, y > 0, takg ze dla pewnego 1 < p < oo
zachodzi

sup [[u(-, y) || Lewny < oo,
y>0

to u jest calkq Poissona pewnej funkcji f € LP(R™), o ile p > 1, w a przypadku
p =1, funkcja u jest catkq Poissona miary skoriczonej.
Ponadto dla 1 < p < oo, istnieje granica niestyczna
lim u(z,y)

({E,y) —Z0, (:E,y)GF(xo)
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dla prawie kazdego punktu xy € R™. Symbol
La(wo) = {(2,y) € R ¢ [z — 20| < ay}

oznacza stozek o wierzchotku w xq 1 rozpietosci o > 0.

Niestyczna zbiezno$¢ prawie wszedzie przy brzegu funkcji harmonicznej u(z, y)
zdefiniowanej na gérnej pétprzestrzeni Rt jest scharakteryzowana poprzez
funkcje kwadratowa fuzina S(u) (area function) nastepujacym twierdzeniem.

Twierdzenie B (Stein [St1] Theorem 4 strona 206). Niech u(x,y) bedzie
funkcjg harmoniczng w R Wéwcezas, za wyjgtkiem zbioru punktéw o mierze
zero, nastepujgce warunki sq réownowazne

(a) w ma niestyczng granice w xry € R™;
(b) S(U)({EO)2 = f(az,y)ef‘g(ajo) |Vu(:v,y)|2 ylin dy dr < 0,
gdzie T (x0) = {(z,y) € Talxo), y < h}.

Z kolei funkcje harmoniczne na gérnej potplaszezyznie R, bedace catkami
Poissona funkcji z BM O, charakteryzuje nastepujace twierdzenie udowodnione
w cyklu dwdch prac: Fefferman-Stein [FS] i E.B. Fabes, R.L. Johnson i U. Neri,
Spaces of harmonic functions representable by Poisson integrals of functions in

BMO and L, , Indiana Univ. Math. J. 25.2 (1976).

Twierdzenie C. Niech u(x,y) bedzie funkcjg harmoniczng w R’}fl. Wowczas
nastepujgce warunki sa rownowazne.

(a) u jest calkq Poissona funkcji z BMO(R™);
(b) t|Vu(z,y)|* dzdt jest miarg Carlesona na R
Przypomnijmy, ze nieujemna miara g na obszarze {2 C R" jest miara Cra-

lesona, gdy dla kazdego x € 02 miara pu(B(z,r)) jest oszacowana przez miare
powierzchniowa 92 N B(z, Cr).

Warto jeszcze przedstawic¢ jeden wynik, wiazacy funkcje harmoniczne i miary
Carlesona.

Twierdzenie D (Garnet [G]). Niech o bedzie dodatnig miarg na H = Rx R,
i niech a > 0. Wowczas o jest miarg Carlesona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
stata A, ze

o({|u(z)] > A\}) < A J{t : Nou(t) > A}, X >0,

dla kazdej funkcyi harmonicznej uw na H. Tutaj Nou oznacza niestyczng funkcje
maksymalng.

Rozprawa doktorska mgr. Marcina Gryszowki utrzymana jest w podobnym
duchu i dotyczy badan wtasnosci pewnych klas funkcji na obszarach lipschit-
zowskich w R™"*1, obszarach w rozmaitosciach Riemanna lub obszarach w gru-
pie Heisneberga. Autor nie ogranicza sie w swoich zainteresowaniach do funkcji
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harmonicznych, a cze$¢ wynikow dotyczy szerszej klasy. Warunki na geome-
trie obszaréow (dziedziny osiagalne niestycznie (NTA), dziedziny dopuszczalne
dla zagadnienia Dirichleta (ADP)) sa precyzyjnie podane i wyjasnione. Auto-
ra interesuja w szczegolnosci: wtasnos$é e-aproksymowalnosci funkcji i ilo$ciowa
wlasnosé Fatou funkcji v : 2 — R.

Moéwimy, ze u : 2 — R ma wlasno$é e-aproksymowalnosci, gdy istnieje funkcja
gtadka ¢ : Q@ — R, ze [|[u — ¢]|w < €1 |Vp| wyznacza miare Carlesona.

Do zdefiniowania ilosciowej wtasnosci Fatou potrzebna jest funkcja "nalicza-
jaca” (counting function) N(r, e, §)(w), w € 92. Okresla ona dlugosé maksymal-
nego (-lakunarnego ciagu 1, zs, ...x, € I} (w) o wlasnodci |u(z;) —u(xj11)| > €.

Przejde teraz do oméwienia wynikow rozprawy. Z koniecznosci ogranicze sie
na wybranych gléwnych tezach, pomijajac (niestety) wiele interesujacych rezul-
tatow pomocniczych uzyskanych w rozprawie.

W rozdziale 3 dysertacji, bedacym praca wspdlna [AGG], badane sa funkcje
na obszarach Q = {(z,y) € R*™ : y > ¢(x)}, gdzie ¢ : R® — R jest funkcja
speliajaca warunek Lipschitza. Oto jedno z gtéwnych twierdzen tej sekcji.

Twierdzenie 1.3.1, Jesli funkcja u : Q) — R spelnia warunek
(#) u(z)Au(z)] < 0| Vu(@)]?, = €9
ze statg 0 < 0 < 1, to dla kazdego € > 0, funkcja u jest e-aproksymowalna.

Warto zwrécié uwage, ze klasa funkeji spetniajacych (#) jest szeroka i zawiera
funkcje harmoniczne. Dowodd tego twierdzenia jest ztozony, a konstrukcja funkeji
p, stanowiacej e-aproksymacje, oparta jest o obszary powstale poprzez czasy
zatrzymania pewnej procedury. Istotna czescia dowodu sa, interesujace same
ws sobie, oszacowania na calki z kwadratéw lokalnej funkcji kwadratowej (area
function) Aq00)(u), dla funkeji u spetniajacej (#), zawarte w propozycji 3.2.6.

Kolejne wazny wynik (wniosek 1.3.2), udowodniony w rozdziale trzecim dok-
toratu i stosujacy w dowodzie e-aproksymowalnos¢, przedstawia ilosciowa wta-
snos¢ Fatou dla ograniczonych funkcji w na €2, spelniajacych (#). Wyraza sie
ona, przy dowolnym & > 0, nieréwnoscia.:

1
sup — N(r,e,B)(z)do(z) < o0,
0<r<pr0 ™ JOQNB(w,r) ( ﬁ)( ) ( )
gdzie N(r,e,3)(z) jest funkcja naliczajaca. Oczywiscie powyzszy wynik pocia-
ga niestyczng zbieznosé funkeji w dla prawie wszystkich punktéw brzegu OS2
obszaru (2.

W rozdziale czwartym, bazujacym na samodzielnej pracy kandydata [Gr],
opublikowanej w Journal of Geometric Analysis, badana jest wlasno$¢ e-apro-
ksymowalnosci i ilosciowa wtasnosc Fatou dla ograniczonych funkcji harmonicz-
nych wzgledem operatora Laplace’a-Beltrami’ego na ograniczonych obszarach
Lipschitza zawartych w rozmaito$ciach Riemanna. Dowody gltownych wynikow
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tego rozdziatu poprzedzone sa bardzo dobrze napisanymi preliminariami, w kto-
rych autor wprowadza oznaczenia oraz definiuje, wzglednie przypomina niezbed-
ne dla zrozumienia tresci pojecia dotyczace rozmaitosci riemannowskich.

Wtasciwe badania e-aproksymatywnosci funkeji harmonicznej v na ograniczo-
nym obszarze Lipschitza () zawartych w rozmaitosciach Riemanna M poprzedzo-
ne sg rozwazeniem szczegolnego przypadku, mianowicie dwuwymiarowej sfery
S? w przestrzeni R? (Proposition 4.2.1). Elegancki dowéd, podany w doktoracie,
wykorzystuje rzut stereograficzny f : S? — R? i twierdzenie Dahlberga [D1] do
uzyskania e-aproksymacji funkeji uo f~! funkcja ¢ na f(Q) w przestrzeni eukli-
desowej R?. Fakty, ze obszar f() jest lipschitzowski i [V jest miarg Carelsona,
na (), gdzie p = gz~5 o f, wymagaja rachunkéw przeprowadzonych w rozprawie.

Dowdd istnienia e-aproksymowalnosci funkeji harmonicznej u na obszarze Lip-
schitza ) C M podzielony jest na trzy etapy. W pierwszym konstruuje si¢ po-
krycie {2 zbiorami dyfeomorficznymi z podzbiorami R"”. W drugim stosuje si¢
wyniki prac [HMM1] i [BH| do uzyskania e-aproksymowalnosci na kazdym ze
zbioréw pokrycia. W trzecim etapie autor sktada te rozwigzania do uzyskania
wlasciwej aproksymacji.

W dalszej czesci rozdziatu czwartego mgr Gryszéwka, stosuje uzyskana weze-
Scniej e-aproksymowalnosé do otrzymania nastepujacego twierdzenia wyrazaja-
cego ilosciows wlasnosé Fatou.

Twierdzenie 1.4.1 (4.4.8). Niech M bedzie zupelng rozmaitoscig Riemanna
wymiaru n, ) bedzie obszarem Lipschitza w M, zas u : 0 — R ograniczong
funkcjg harmoniczng. Wowczas dla kazdego punktu p € 02 zachodzi nieréwno$é:

1-n <
swp 1 [ N f)(@)do(o) < O, 0,9)

O<7’<7"inj

Aby uzyskaé¢ ten wynik, kandydat pokonuje szereg technicznych trudnosci,
zwigzanych z wtasnosciami analityczno-geometrycznymi rozwazanych obiektow,
starannie je dowodzac.

Ciekawe wyniki zostaly uzyskane w rozdziale pigtym doktoratu. Sa one opar-
te o wspdélna z promotorem publikacje [AdGr]|, przyjeta do Mathematische Na-
chrichten. Dotycza one badan funkcji harmonicznych wzgledem podlaplasjanu

n

Ay = (X7 +Y7)

7=1
na grupie Heisneberga H =H" ~ C" x R~ R" x R" x R 3 (z,y,t), gdzie

0 0 0 0 0
Xj_@+2yj§’ Yj—afyj—%jav I'=+
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sa lewostronnie niezmienniczymi polami wektorowymi na H. Operator Ay nie
jest eliptyczny, jest natomiast hipoelityczny i spelnia maksymalne oszacowa-
nia podeliptyczne. Warunki na obszary 2, na ktérych badane sg funkcje Ag-
harmoniczne, podane sg wzgledem metryki Koranyi’ego-Reimanna, jednorodne;j
wzgledem dylatacji 6,(z,y,t) = (pz, py, p*t). Odleglos¢ ta jest poréwnywalna
z odleglodcia Carnota-Carathéodory’ego wyznaczona wzgledem pol wektoro-
wych X1,..., X, Y1,...,Y,.

Pierwszy gtéwny wynik tej czesci dysertacji (Theorem 1.5.1) jest odpowiedni-
kiem twierdzenia D i orzeka, ze przy pewnym zalozeniu na ograniczony obszar
Q) C H!, dodatnia miara u na €2 jest miarg Carlesona wtedy i tylko wtedy, gdy

p{z e Q:ju(z)| > A}) < Co({w € 0Q - Nyu(z) > A})

dla kazdej funkcji Ag-harmonicznej u, gdzie o jest miarg powierzchniowsg zbioru
08 (2-wymiarowa miara Hausdorffa).

Nastepny wazny rezultat doktoratu (Theorem 1.5.2) charakteryzuje miary
Carlesona na jednostkowej kuli w metryce Koranyi’ego-Reimanna poprzez od-
wzorowania 1-quasikonforemne.

Kolejne dwa twierdzenia rozdziatu piatego dotycza funkcji u(z), x € €2, beda-
cych catkami weglem miar Ag-harmonicznych w® pewnych funkeji f okreslonych
na brzegu 0

u@) = [ Fly)du(y).

Pierwsze z nich (Theorem 1.5.3) jest odpowiednikiem twierdzenia Jerisona i Ke-
niga na przestrzeniach euklidesowych i stwierdza, ze dla niestycznie osiggalnego
obszaru Q C H (NTA domain), norma L? funkcji kwadratowej

Soul@)? = [ [Viru(y)dly, 007" dy

jest kontrolowana przez norme L? funkcji f na brzegu, gdzie V yu oznacza gra-
dient horyzontalny (ztozony jedynie z pochodnych X;1Y;, j =1,...,n (bez T)).
Drugie twierdzenie (Theorem 1.5.4) podaje oszacowania typu Carlesona na funk-
cje |Vgu(z)|? przemnozona przez funkcje Greena, w przypadku, gdy f nalezy
do BMO(09). W dalszej czesci rozdziatu piatego dowodzone jest twierdzenie
Fatou o istnieniu niestycznej granicy funkcji Ag-harmonicznej u, spelniajacej
warunek [o |Vgul? < oo, dla pewnego 1 < p < 2n + 1. Rozdzial piaty zamyka
dodatek, w ktérym wyprowadzone zostaly oszacowania dolne na funkcje Greena
Ga (I ) y)

Rozprawa doktorska mgr. Marcina Gryszoéwki to wyrdzniajaca sie praca mate-
matyczna. Zawiera szereg interesujacych i oryginalnych wynikéw o zachowaniu
pewnych klas funkcji na obszarach. Kazdy z trzech rozdziatéw badawczych osob-
no sam w sobie spetnia wymagania stawiane ustawg do nadania stopnia doktora.
Przypominam, ze rozdzial poswiecony funkcjom na rozmaito$ciach Riemanna
jest samodzielng pracg kandydata, natomiast bardzo starannie napisana opinia
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promotora wykazuje znaczacy udzial mgr. Marcina Gryszéwki powstanie po-
zostalych dwoch rozdziatéw. Opinia podkresla takze samodzielno$é¢ kandydata
w uzyskaniu wielu wynikéw tych rozdziatow.

Praca doktorska mgr. Marcina Gryszowki taczy takie dzialy matematyki jak:
czastkowe réwnania rézniczkowe, geometryczna teoria miary, teoria operatorow,
rzeczywista analiza harmoniczna. Tematyka jest zywa i cieszy sie zainteresowa-
niem wielu czotowych o$rodkéw matematycznych na $wiecie, a badania sg do-
brze umotywowane wynikami uznanych specjalistow. Nie sposob tutaj wymienié¢
wszystkich z nich, ale warto wspomnie¢ w tym momencie cho¢by o Azzamie, Bo-
rzu, Garnettcie, Hofmannnie, Kenigu, Kochu, Martellu, Mayborodzie, Morrisie,
Mourgoglou, Pipher, Tolsie. W rozprawie kandydat pokonuje wiele technicz-
nych trudnosci. Umiejetnie operuje, czesto w ztozonych dowodach, jednoczesnie
metodami geometrycznymi, analitycznymi i teorio-miarowymi. Czytajac rozpra-
we czytelnik szybko przekonuje sie, ze autor posiada bardzo szeroka i gteboka
wiedze w tematyce pooprowadzanych badan, wykorzystujac takze najnowsze
wyniki, w celu udowodnienia nowych rezultatéw. Swiadezy to o duzym poten-
cjale matematycznym kandydata. Podoba mi si¢, jako recenzentowi i czytelniko-
wi, struktura pracy. Bardzo dobrze napisany wstep, o czym juz wspominatem,
wprowadza czytelnika do tego co, go czeka. Dalej, wyjasnienie pojeé, definicji
i oznaczen dla kazdego rozdziatu (ktére sa w odpowiednich momentach przy-
pominane), wraz z prezentacja potrzebnych twierdzen, z doktadnie podanymi
referencjami, sg bardzo wygodne.

Autor nie unikngt pewnych lapsuséw. Wymienie kilka z nich. Sate w dowodzie
?Claim” (strony 40-44 w wersji ztozonego doktoratu) sa dobrane do wymiaru 1;
dla wymiaru n, powinno sie wprowadzi¢ inne state, co juz zostato zrobione. Da-
lej, pierwsza nieréwnos¢ w (5.9), mianowicie pu(B(zo, 7)NQ) < pu(B(zo, 557)NQ),
przy ¢ > 1/2, nie musi by¢ prawdziwa (obciecie miary Calresona do zbioru jest
miara Carlesona). Nastepnie w szacowaniach (5.15) brakuje dodatkowych zato-
zen na wzajemne polozenie punktow z i w (por. Lemma 2.2 pracy [AG2]). Nie
bardzo rozumiem ostatnie zdanie w dowodzie twierdzenia 1.5.1. Miary harmo-
niczne w¥ aproksymuja 4., gdy y zbiega niestycznie do z € 02 . Te uwagi nie
maja wplywu na wysoka ocene rozprawy, zaréwno pod wzgledem jakosci i liczby
otrzymanych wynikow matematycznych.

Konkluzja. Stwierdzam, ze praca doktorska mgr. Marcina Gryszow-
ki spelnia wymagania Ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku ”Prawo o
szkolnictwie wyzszym i nauce” w tym takze artykul 187 Ustawy.
Spelnia réwniez, i to z nadmiarem, wymagania zwyczajowe. Wnio-
skuje o dopuszczenie mgr. Marcina Gryszéwki do dalszych etapow
postepowania w sprawie nadania stopnia doktora.

Prof. dr hab. Jacek Dziubanski



