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Streszczenie

Ta rozprawa dotyczy studiow nad Ilosciowa Wtlasnoscig Fatou (IWF) oraz e-
aproksymowalno$cia, jak rowniez pojeciami takimi jak niestyczna funckja mak-
symalna, funkcja area, czy miary Carlesona. Teraz krotko opiszemy IWF i e-
aproksymowalno$¢. Niech €2 bedzie dziedzinag w interesujacej nas przestrzeni, a
u: Q) — R bedzie funkcja. Wlasnosé e-aproksymowalno$ci mowi, ze istnieje do-
statecznie regularna funkcja, ktora jest odlegla of u o nie wiecej niz e w normie
L oraz norma jej gradientu zadaje miare Carlesona. Zazwyczaj IWF wynika z
e-aproksymowalnosci. IWF mowi, ze funkcja liczaca oscylacje u jest w L}, (92).
Ta wlasnosc¢ jest silniejsza niz twierdzenie Fatou mowiace, ze funkcja harmo-
niczna ma granice niestyczne w prawie kazdym punkcie brzegu 2. Rozprawa
skupia sie na rozszerzeniu wynikéw znanych dla funkcji harmonicznych w prze-
strzeniach euklidesowych. Przeprowadzone badania zawieraja wyniki dotyczace
funkcji z klasy szerszej niz tylko harmoniczne w przestrzeniach euklidesowych
oraz dotyczace funkcji harmonicznych w przestrzeniach nieeuklidesowych. Pre-
cyzyjniej, w rozmaitosciach riemannowskich i grupach Heisenberga. Rozprawa
jest oparta na trzech artykutach [AGG], [Gr], [AdGr].

Wpierw, w rozdziale 3 opartym na [AGG], zajmujemy sie przypadkiem funk-
cji niekoniecznie harmonicznych w przestrzeniach euklidesowych. Pokazujemy, ze
dla dziedzin, ktore sa nadpoziomicami funkcji lipszycowskich, szczegolna klasa
funkcji spetnia IWF. Ta klasa zawiera funkcje harmoniczne, ale jest szersza,
gdyz nieujemne funkcje subharmoniczne réowniez sa jej elementami. Najpierw
pokazujemy e-aproksymowalno$é, a potem jak wynika z niej IWF.

W rozdziale 4 opartym na [Gr] zajmujemy sie przypadkiem funkcji har-
monicznych na rozmaitosciach riemannowskich. Pracujemy z dziedzinami lip-
szycowskimi. Dowodzimy e-aproksymowalnosé funkeji harmonicznych, ogdlniej
A-harmonicznych. Nastepnie pokazujemy ITWF.

W ostatnim rozdziale 5 opartym na [AdGr| pracujemy w grupach Heisen-
berga z dziedzinami osiaggalnymi niestycznie (NTA) oraz dziedzinami dopusz-
czalnymi dla zagadnienia Dirichleta (ADP). Dowodzimy kilka twierdzenn doty-
czacych miar Carlesona, niestycznej funkcji maksymalnej i funkcji area. Mo-
wimy, ze miara p zdefiniowana na € jest miara Carlesona, jesli miara przeciecia
kuli z Q, tj. u(Q N B(x,r)) dla € 99, jest porownywalna z miarg kuli brze-
gowej, tj. o(0Q N B(x,r)), gdzie o oznacza miare powierzchniowa. Niestyczna
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funkcja maksymalna funkcji u jest supremum wartosci bezwzglednej u po stozku
o wierzchotku na brzegu Q2. Funkcja area funkcji v w punkcie x € 0€ jest catka
po stozku o wierzchotku w x z normy gradientu u w kwadracie pomnozonej przez
odlegtos¢ do brzegu podniesiona do odpowiedniej potegi. Wpierw, dowodzimy
charakteryzacje miar Carlesona w pierwszej grupie Heisenberga H' dla dosta-
tecznie regularnych dziedzin, uzywajac niestycznej funcji maksymalnej. Nastep-
nie, dowodzimy charakteryzacje miar Carlesona dla kul. Potem pokazujemy, ze
dla funkcji harmonicznej v na dziedzinie €2, ktora jest NTA, z wartoscia brze-
gowa f, norma L? funkcji area dla funkcji u szacuje sie przez norme L? funkcji
f. Dowodzimy réwniez oszacowanie typu Carlesona méwiace, ze kwadrat normy
gradientu funkcji harmonicznej pomnozony przez funkcje Greena definiuje miare
Carlesona. Na koniec, dowodzimy mocniejsza wersje twierdzenia Fatou. Zmiana
polega na tym, ze pokazujemy, ze niestyczna granica nie istnieje na zbiorze o
pojemnosci zero, a nie tylko o mierze zero.

Stowa kluczowe: Ilosciowa Wtasnosé Fatou, e-aproksymowalnosé, niestyczna
funkcja maksymalna, funkcja area, miara Carlesona.

AMS Subject Classification 2024: 58J05, 35J05, 35R01, 35R03, 31B05,
31C05.

Literatura

[AGG] T. Adamowicz, M. J. Gonzélez and M. Gryszowka, e-Approzimability
and Quantitative Fatou Property on Lipschitz-graph domains for a class
of non-harmonic functions, arXiv:2412.13072.

[AdGr] T. Adamowicz and M. Gryszéwka, Carleson measures on domains in
Heisenberg groups, to appear in Mathematische Nachrichten.

[Gr] M. Gryszoéwka, e-Approzimability and Quantitative Fatou Theorem on
Riemannian manifolds, J. Geom Anal 35, 138 (2025).



