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4 Omoéwienie osiggnieé, o ktorych mowa w art. 219 ust.
1 pkt. 2 Ustawy

4.1 Tytul osiggniecia naukowego

Grafy kwantowe i ich symetrie
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Omowienie celu naukowego wyzej wymienionych prac i
osiggnietych wynikow

4.3 Wstep

Grafy kwantowe to naturalny odpowiednik graféw w teorii informacji kwantowej. Gtownym
celem osiggniecia habilitacyjnego bylo rozwiniecie teorii tych obiektow, zeby byta ona zro-
zumiata i interesujaca dla matematykéw z réznych dziedzin, takich jak grupy kwantowe,
C*-algebry czy nieprzemienna probabilistyka.

Poczatkow teorii grafow kwantowych mozna sie dopatrywaé¢ w pracach | | oraz
| | sprzed ponad dziesieciu lat. W tej pierwszej autorzy wprowadzili macierzowy od-
powiednik grafu zmieszania (ang. confusability graph) dla kanatéw kwantowych. Okazato
sie, ze obiekty, jakie mozna w ten sposob otrzymac sa bardzo dobrze znane w teorii algebr
operatoréw — sa to systemy operatorowe. W pracy | | autor wprowadzit niezaleznie
te sama definicje, jednak w znacznie wiekszej ogolnosci, bo dla algebr von Neumanna. Moty-
wacja jednak byta w tym przypadku inna: chodzito o rozwiniecie teorii relacji kwantowych,
gdzie graf zwrotny i nieskierowany interpretujemy jako zwrotna i symetryczna relacje na
zbiorze wierzchotkow. W pracy | | byto to potrzebne do zdefiniowania nieprzemiennego
odpowiednika przestrzeni metrycznej: dla przestrzeni metrycznej (X, d) i dowolnej liczby



t > 0 mozna zdefiniowaé relacje R, taka, ze 2R,y <= d(z,y) < t i rodzina tych relacji
zawiera pelng informacje na temat metryki d. Warto wspomnieé, ze podobne obiekty byty
juz rozwazane w pracy | |, jednak bez wyraznych powiazan z teoria grafow.

Powstato sporo prac rozwijajacych to podejécie do graféw kwantowych, na przyktad
| I | I, 1 I, 1 I, 1 |, | 11| |.. Co ciekawe, zwykle grafy
rowniez mozna interpretowac¢ jako systemy operatorowe specjalnego typu i kwantowe me-
tody réwniez prowadza do interesujacych wynikow, zob. | 11| |. Jednak do pelni
rozkwitu teorii graféw kwantowych brakowalto bardzo waznego narzedzia.

Obiektem nierozerwalnie zwigzanym z grafem jest jego macierz sgsiedztwa. O ile w
przypadku klasycznym jest ona tozsama z grafem w sposdéb oczywisty, w przypadku nie-
przemiennym nie jest nawet jasne, jakiego typu obiektem powinna by¢ macierz sasiedztwa.
Problem ten zostal rozwigzany w pracy | | (zobacz tez | |). Tradycyjnie macierz
sasiedztwa to odwzorowanie liniowe na przestrzeni C", gdzie n jest liczbg wierzchotkéw grafu,
a przestrzen C" mozemy interpretowac jako zbior funkcji na zbiorze wierzchotkdéw o warto-
Sciach zespolonych. W przypadku nieprzemiennym role C" odgrywa skonczenie wymiarowa
C*-algebra B, czyli suma prosta algebr macierzowych, a kwantowa macierza sasiedztwa be-
dzie odwzorowanie liniowe A : B — B. Niestety C*-algebra B nie posiada kanonicznej bazy,
wiec trudno$é stanowi interpretacja warunku, ze elementy macierza sasiedztwa sg réwne 0
lub 1. Autorzy znalezli naturalny odpowiednik tego warunku, poczawszy od wymyslenia jego
bardziej abstrakcyjnego opisu. Mianowicie A € M,, jest macierza sasiedztwa wtedy i tylko
wtedy, gdy Ae A = A, gdzie przez e rozumiemy iloczyn Hadamarda macierzy, czyli iloczyn
po wspotrzednych. Okazuje sie, ze iloczyn ten mozna opisa¢ korzystajac z dwoch faktow: C*
jest algebra oraz posiada iloczyn skalarny. C*-algebra B réwniez jest algebra i mozna ja wy-
posazy¢ w iloczyn skalarny Hilberta-Schmidta, wiec réwniez dla odwzorowan liniowych na
B mozna wprowadzi¢ analogon iloczynu Hadamarda, wzgledem ktérego kwantowa macierz
sasiedztwa bedzie idempotentem.

Ta definicja pozwala na uogdlnienie waznych definicji z teorii grafow, takich jak stopnie
itp. Pozwala réwniez mowi¢ o kwantowych symetriach, co nie jest takie proste z punktu wi-
dzenia systeméw operatorowych'. Od tego momentu mozna tez zaobserwowaé wiccej prac na
temat grafow kwantowych, ktore nie nawiazujg bezposrednio do teorii informacji kwantowe;.

O tych jednak nie warto zapominaé¢, bo nadal pozostaja bardzo wazne. Szczegélnie bli-
ski jest zwigzek z teorig gier nielokalnych, ktéra moze podpowiadaé, w jaki sposéb uogol-
nia¢ klasyczne parametry graféw. Pomaga ona zwtaszcza w tych przypadkach, ktére mozna
definiowa¢ za pomoca homomorfizmoéw, na przyktad liczbe chromatyczna: zob. | ],
[ I, | I, | i |. W pracy | | zostaly wykorzystane metody spek-
tralnej teorii grafow do oszacowania liczby chromatycznej, rowniez w pracy | | pojawiaja
sie spektralne charakteryzacje roznych wlasnosci, takich jak spojnosé czy dwudzielnosé.

Dla malych rozmiaréw (na M;) grafy kwantowe zostaly sklasyfikowane w | | i
[Mat22)]

Praca [H1]. Jednym z kluczowych wynikow jest wyjasnienie zwiazku miedzy istnieniem
kwantowego izomorfizmu graféw a relacja miedzy ich kwantowymi grupami automorfizmow.

LOpis taki powstat dogé niedawno, zob. | ]



Mianowicie kwantowy izomorfizm (pojecie wprowadzone w pracy | |) zadaje mono-
idalng réwnowazno$¢ o jednej dodatkowej wtasnosci; to oznacza, ze kwantowe grupy auto-
morfizméw maja taka sama teorie reprezentacji, ale nie musza byé¢ izomorficzne. Taki sam
wynik zachodzi dla graféw kwantowych. Z punktu widzenia teorii informacji kwantowej ist-
nieje wiele wersji kwantowego izomorfizmu i ze znanych wynikéw na temat monoidalne;
rownowaznosci wywiedlisémy, ze bardzo staba wersja automatycznie implikuje znacznie moc-
niejsza.

Co wiecej, samo pojecie grafu kwantowego zostato rozszerzone w tej pracy. Jak wspomnie-
lismy, do jego zdefiniowania potrzebna jest struktura algebry oraz iloczyn skalarny. Struktura
algebry jest zadana z gory, ale iloczyn skalarny mozna modyfikowaé. Iloczyn skalarny mozna
zdefiniowa¢ za pomocg funkcjonatu na algebrze (tak jak iloczyn skalarny na przestrzeni L?
jest definiowany przy uzyciu miary) i iloczyn Hilberta-Schmidta pochodzi od sladu, nato-
miast w tej pracy dopuszczamy ogélne 1-formy, ktore sa odpowiednikami miary liczacej; na
C™ istnieje tylko jedna 1-forma.

Praca [H2]. W tej pracy wprowadzilismy odpowiedniki modeli losowych Erdésa-Rényiego.
Jeden z nich polega na losowaniu systemu operatorowego o ustalonym wymiarze, co odpo-
wiada grafowi o ustalonej liczbie krawedzi. Drugi model, w ktéorym ustalone jest prawdopo-
dobienstwa wystepowania krawedzi miedzy dowolna para wierzchotkow, moze byé uzyskany
za pomocy tego pierwszego, poniewaz obciecie tego rozktadu prawdpodobieristwa do grafow
o ustalonej liczbie krawedzi M jest rozktadem jednostajnym. W przypadku kwantowym nie
istnieje inny opis tego modelu, poniewaz nie istnieje pojecie wierzchotka, jedynie caly zbior
wierzchotkéw ma pewien sens. Dodatkowo odpowiednio$é miedzy systemami operatorowymi
a kwantowymi macierzami sasiedztwa zostata opisana w bardzo konkretny sposéb (w przy-
padku sladowym). Gléwnym wynikiem tej pracy jest analogon klasycznego twierdzenia: graf
losowy prawie na pewno nie posiada nietrywialnych symetrii. Jednym z istotnych narzedzi
w dowodzie bylo pojecie macierzy stopni?, ktére zostato wprowadzone w tym artykule.

Praca [[13]. W artykule | | autorzy wprowadzili definicje algebry Cuntza-Kriegera
grafu kwantowego, jako uniwersalng konstrukacje opisana za pomoca generatoréw i relacji;
wersja dla klasycznych grafow (zob. | |) to jedna z lepiej zbadanych klas C*-algebr.
Pimsner w | | stowarzyszyt z dowolna C*-korespondencja C*-algebre i pokazal, w jaki
spos6b mozna otrzymaé algebry Cuntza-Kriegera. W pracy [I3] zdefiniowaliémy dla dowol-
nego grafu kwantowego korespondencje krawedziowa (ang. edge correspondence) i zdefi-
niowaliSmy nowy odpowiednik algebry Cuntza-Kriegera. Sa one zawsze ilorazami C*-algebr
z pracy | |, ale pozostaje niejasne, czy sa izomorficzne. Dodatkowe relacje sprawiaja,
ze w wiekszej liczbie przypadkéw potrafimy doktadnie zidentyfikowa¢ nasze C*-algebry. Poza
tym w pracy doktadnie wyjasniamy, w jaki sposoéb korespondencja krawedziowa jest kolejnym
rownowaznym opisem grafu kwantowego.

Praca [I11]. Pierwszym z glownych wynikow tej pracy jest doktadny opis odpowiednio$ci
miedzy roznymi definicjami graféw kwantowych w przypadku niesladowym (inne podejscie
zostato zaproponowane w pracy | ]). Ogolne grafy odpowiadaja przestrzeniom ope-

2Pojecie stopnia wierzcholka nie istnieje, poniewaz nie mamy wierzchotkéw, ale macierz stopni, rozumiana
kolektywnie, ma sens.



ratorowym i samosprzezone przestrzenie operatorowe opisuja grafy nieskierowane; istnieje
tez analogiczne pojecie symetrii dla kwantowych macierzy sasiedztwa. Zeby nasza odpowied-
nios¢ dobrze wspolgrala z tymi pojeciami symetrii, konieczne byto uzycie iloczynu skalar-
nego KMS, ktory rézni sie od standardowego w przypadku niesladowym. Kolejnym istotnym
wkladem jest wprowadzenie nieskoniczonych grafow kwantowych, czyli takich, dla ktoérych
C*-algebra B jest nieskoriczona suma prosta algebr macierzowych. Odpowiednios¢ miedzy
roznymi definicjami pozostaje zachowana i mozna wprowadzi¢ naturalne klasy nieskoriczo-
nych grafow kwantowych, takie jak grafy kwantowe lokalnie skoriczone czy o ograniczonym
stopniu. Doskonalym przyktadem tych ostatnich sg zdefiniowane w tej pracy kwantowe
grafy Cayleya dyskretnych grup kwantowych. Jesli grupa kwantowa jest nieskonczona,
to otrzymujemy nieskoniczone grafy kwantowe, ktore wymagaja pracy w przypadku nie-
sladowym, jesli grupa kwantowa nie jest unimodularna. Wykorzystujac teorie kwantowych
przestrzeni metrycznych z | | pokazalem, ze kwantowy graf Cayleya jako kwantowa
przestrzen metryczna nie zalezy od wyboru zbioru generujacego, tak jak ma to miejsce w
przypadku klasycznym. Jako przyktad ilustrujacy te teorie udowodnitem réwniez, ze jesli
wzrost kwantowego grafu Cayleya jest podwyktadniczy, to dyskretna grupa kwantowa musi
by¢ $redniowalna.

4.4 Podstawowe pojecia i notacja

Zbior {1,...,n} bedziemy oznacza¢ jako [n]. Bedziemy oznacza¢ C*-algebry jako B, na-
tomiast B(H) to algebra wszystkich operatoréw ograniczonych na przestrzeni Hilberta H.
Czasem bedzie méwié o algebrach von Neumanna, typowo oznaczanych przez M lub N; sa
to C*-algebry domkniete w stabej topologii operatorowej. 1 bedzie oznacza¢ jedynke w al-
gebrze, natomiast Id bedzie odwzorowaniem identycznosciowym. Jesli (B,,)nen jest ciagiem
C*-algebr, to bedziemy oznaczaé

Co — @B xn neN - Ty € B’m hm ||mn||Bn - O}

>~ — EBB {(xn)nen : T € By, sup |zn|B, < oo}

Jesli B bedzie nieskoriczona suma prosta jednego z tych dwoch typow, to coo(B) bedzie
oznaczaé algebraiczna sume prosta, czyli x-algebre generowana przez ciagi o skoniczonym
nosniku.

Definicja 4.4.1. Niech B; i By beda C*-algebrami. Dla dowolnego n € N iloczyny tensorowe
M, ® By oraz M, ® By rowniez sg C*-algebrami. Powiemy, ze odwzorowanie liniowe ¢ :
B; — By jest dodatnie, jesli dla dowolnego 0 < x € By mamy ®(z) > 0. ® jest calkowicie
dodatnie, jesli dla dowolnego n € N &, := Id);, ®P jest dodatnie.

Uwaga 4.4.2. Transpozycja jako odwzorowanie z M, do M jest odwzorowaniem dodatnim,
ktore nie jest catkowicie dodatnie.



Przyklad 4.4.3. Waznym przykladem odwzorowania catkowicie dodatniego jest warun-
kowa warto$é oczekiwana, czyli catkowicie dodatni rzut E : By — B, gdzie B; C
By jest wlozeniem C*-algebr. Warunkowa warto$¢ automatycznie jest odwzorowaniem Bi-
bimodutow, czyli E(xby) = 2E(b)y, gdy x,y € By.

Definicja 4.4.4. Dodatni funkcjonat ¢ : B — C nazwiemy stanem, jesli ma norme 1. Gdy
algebra B posiada jedynke, jest to rownowazne warunkowi ¢(1) = 1. Gdy B = M,,, to kazdy
stan jest postaci ¢(x) = Tr(pz), gdzie p jest dodatnio okreslong macierza o §ladzie 1, zwana
macierza gestosci.

Uwaga 4.4.5. Funkcjonaly dodatnie sa automatycznie catkowicie dodatnie.

Stwierdzenie 4.4.6. Kazde odwzorowanie catkowicie dodatnie ® : M, — M,, posiada
rozktad Krausa, czyli istnieje (skoniczona) rodzina operatorow Vi : C* — C™ taka, Ze
D(z) = >, ViV

Definicja 4.4.7. Niech B bedzie C*-algebra i niech X bedzie prawym B-modutem. X na-
zywamy modutem prehilbertowskim, jesli jest wyposazony w pottoraliniowe odwzorowanie

(,): X x X — A takie, ze
(i) (x,yb) = (x,y)b dla wszystkich z,y € X i b € A;
(ii) (z,y)" = (y,);

(ili) (x,z) 201 (z,2) =0 <= z=0.

Modul X mozna wyposazy¢ w norme ||z|| := +/|{x,z)||s. Powiemy, ze X jest modutem
Hilbertowskim, jesli ta norma jest zupetna.

Modutly Hilbertowskie majg przypomina¢ przestrzenie Hilberta, lecz iloczyn skalarny
przyjmuje wartosci w pewnej C*-algebrze, co moze prowadzi¢ do komplikacji. Jednym z
kluczowym poje¢ w teorii operatorow jest sprzezenie, ktore chcemy uogélnié.

Definicja 4.4.8. Niech X i Y beda modutami prehilbertowskimi nad C*-algebra B. Po-
wiemy, ze operator liniowy 7' : X — Y jest sprzegalny, jesli istnieje operator S : Y — X
taki, ze (y, Tx)y = (Sy,x)x dla wszystkich x € X iy € Y. Zbior operatoréw sprzegalnych
oznaczamy przez Lg(X,Y).

Uwaga 4.4.9. Kazdy operator sprzegalny jest B-liniowy, czyli T'(xb) = T'(x)b dla wszystkich
x € X ibe B. Wynika to z faktu, ze

(y, T(xb)) = (Sy, xb) = (Sy,z)b = (y, Tx)b = (y, (Tx)b).
Zbior Lg(X) := Lg(X, X) jest C*-algebra.

Bardzo istotne dla przestrzeni Hilberta jest réwniez twierdzenie Riesza.



Definicja 4.4.10. Modut prehilbertowski X nad C*-algebra B nazywamy samodualnym,
jesli dowolne B-liniowe ciagle odwzorowanie 7' : X — B jest postaci Tz = (y, z) dla pewnego
y e X.

Uwaga 4.4.11. Samodualny modut prehilbertowski X jest automatycznie Hilbertowski oraz
kazde B-liniowe ciagte odwzorowanie z X do innego modutu prehilbertowskiego Y jest sprze-
galne (| , Proposition 3.4]).

Bedziemy pracowac tylko z modutami prehilbertowskimi nad algebrami von Neumanna.
W tym wypadku moduly samodualne maja wiecej wlasnosci: sa przestrzeniami sprzezo-
nymi, algebra operatoréw sprzegalnych jest algebra von Neumanna oraz posiadaja one baze
ortonormalng (| , Proposition 3.8, Proposition 3.10, Theorem 3.12]), czyli taki pod-
zbior (z;)ier C X, ze (x;,x;) = 0;;p;, gdzie p; € B jest rzutem ortogonalnym, oraz szereg
> xi{z;, x) zbiega do x w odpowiedniej stabej topologii. Sprawdzanie samodualnosci dla mo-
duléw Hilbertowskich nad algebrami von Neumanna sprowadza sie do nastepujacego faktu:
nalezy udowodnié¢, ze dany modul X jest przestrzenia dualng i iloczyn skalarny jest x-stabo
ciagly wzgledem kazdej ze zmiennych | , Lemma 8.5.4]. Wszystkie te wlasnosci zacho-
dza dla skonczenie wymiarowych modutéw nad skoriczenie wymiarowymi C*-algebrami, co
jest wystarczajace do opisu skonczonych graféw kwantowych.

Oprocz moduléw bedziemy réwniez potrzebowali C*-korespondencji, ktore sa bimodu-
tami.

Definicja 4.4.12. Niech X bedzie modutem prehilbertowskim nad Bs. Powiemy, Ze jest on
C*-korespondencja nad B; i By, jesli istnieje x-homomorfizm ® : B; — Lg,(X), ktory
zadaje lewe dziatanie b - x := ®(b)x.

Teraz zaprezentujemy konstrukcje korespondencji przy uzyciu odwzorowania catkowicie
dodatniego.

Przyktad 4.4.13. Niech A : By — B, bedzie odzworowaniem catkowicie dodatnim. Definiu-
jemy na B; ® By odwzorowanie poltoraliniowe o wartosciach w By (a®0b, c®d) := b*A(a*c)d.
To odwzorowanie spelnia wszystkie warunki modulu prehilbertowskiego poza faktem, ze
(x,z) = 0 moze zachodzi¢ dla x # 0. Musimy wiec skonstruowaé iloraz By ® By przez pod-
przestrzen {r € B;® By : (x,2) = 0} a nastepnie uzupehic, zeby otrzymaé¢ modut Hil-
bertowski B; ®4 Bs. Co wiecej, mamy lewe dziatanie x - (a ® b) := xa ® b, ktore definiuje
s-homomorfizm ® : By — Lg,(B; ®4 Bs); sprzezeniem lewego mnozenia przez x jest lewe
mnozenie przez x*.

W szczegdlnym przypadku, gdy ¢ : B — C jest stanem, otrzymujemy stynna kon-
strukcje GNS, czyli przestrzeni Hilberta H (prawy C-modul) wyposazona w reprezentacje
m : B — B(H). Co wiecej, przestrzenn H mozna uzyska¢ jako uzupelienie (i ewentualnie
iloraz) algebry B wyposazonej w iloczyn skalarny

<b1,b2> = (,D(bibg) (41)

Z tego powodu czasem oznaczamy H jako L?*(B, ).
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Definicja 4.4.14. Niech ¢ bedzie wiernym stanem na algebrze von Neumanna M. Istnieje
jednoparametrowa groupa (oy)er *-automorfizméw M, nazywana grupa modularnag, ktora
zachowuje stan ¢ i spelnia warunek KMS ¢(xy) = ¢(yo_;(z)), jesli tylko da sie zdefiniowaé
o_i(z). Dla M = M, i ¢(z) := Tr(px) mamy o(z) = pzp~*.

4.4.1 Grafy kwantowe

Rozpoczniemy od zaprezentowania graféw zmieszania (ang. confusability graphs) z pracy
[ |; zaczniemy od przypadku klasycznego kanatu ® : X — Y czyli przyporzadko-
wania kazdemu elementowi z € X rozkladu prawdopodobieristwa na Y (X i Y sa zbio-
rami skoriczonymi). Definiujemy graf o zbiorze wierzchotkow V := X oraz zbiorze krawedzi
E :={(z1,22) : supp(®(x1)) Nsupp(P(z2)) # 0}. Kanal ® mozna interpretowaé jako losowa
funkcje z X do Y i (x1, x2) jest krawedzia w grafie zmieszania, jesli szansa, ze x1 1 x9 przejda
na ten sam element jest niezerowa. Kazdy graf zwrotny® (ang. reflezive) i nieskierowany
mozna uzyskaé¢ w ten sposob.

W przypadku nieprzemiennym zaczynamy od kanalu kwantowego ¢ : M, — M,,,
czyli odwzorowania catkowicie dodatniego takiego, ze Tr,,(®(z)) = Tr,(z). ¢ posiada roz-
ktad Krausa ®(x) = >, VipaV)', przy czym |, V,*Vj, = 1,,, co jest rownowazne zachowywaniu
sladu przez ®. Definiujemy podprzestrzenn Vg := span{V;*V;} C M, i nazywamy ja kwan-
towym grafem zmieszania. Podprzestrzen ta nie zalezy od rozktadu Krausa, a jedynie
od odwzorowania ®, ale nie jest to oczywiste. Co wiecej, spelnia warunki Vi = Vg oraz
1 € Vg, czyli jest systemem operatorowym; kazdy system operatorowy w M, jest tej
postaci | , Lemma 2|.

Teraz postaramy sie wyjasni¢, dlaczego Vg moze byé nazwane kwantowym grafem zmie-
szania. W przypadku klasycznym dwa wierzchotki x,y € X sa potaczone krawedzia, jesli po
przejsciu przez kanat da sie je pomyli¢. Kluczowe jest wiec pojecie rozréznialnodci, ktore
klasycznie oznacza jedynie tyle, ze dwa elementy sa rézne, ale kwantowo jest to odrobing
bardziej subtelne. W tym przypadku chodzi o rozréznialno$é standéw: dwie macierze gestosci
p1 1 pa sa rozroznialne, jesli Tr(pip2) = 0. Dla standow czystych, czyli takich, dla ktorych
macierz gestosci jest postaci p = |v)(v| dla pewnego wektora dlugosci 1, oznacza to, ze
wektory te sa ortogonalne; najczesciej bedziemy takie wektory po prostu nazywali stanami.
Sprawdzmy teraz, kiedy dwa rozroznialne stany w; i wo po przejsciu przez kanal kwantowy
P (x) := ), VixV} pozostaja rozroznialne. Musimy wiec policzy¢

Te(®(Jwn) (w1 [)(Jwz) {wa])) = Y Tr(|Viwn ) (Viws, Viws) (Viws|)

k,l
= Tr((Viws, Viwa) (Viws, Viwr)) = > [V Viws, wy)|*.

k.l k.l

To wyrazenie jest rowne 0 doktadnie wtedy, gdy operator |w;){(ws| jest prostopadly do sys-
temu operatorowego Vg, co pokazuje, ze Vg ma zwigzek z rozréznialnoscia standéw po za-

3Graf zwrotny to taki, w ktérego kazdym wierzcholku jest zaczepiona petla.



dzialaniu kanatem kwantowym ®. Wobec tego mozemy sformutowaé pierwsza definicje grafu
kwantowego.

Definicja 4.4.15. Grafem kwantowym na algebrze M,, nazywamy system operatorowy V C
M,.

Kolejna definicja jest motywowana dualnoscia Gelfanda, ktoéra orzeka, ze kategoria zwar-
tych przestrzeni topologicznych oraz przemiennych C*-algebr z jedynka sa dualnie réwno-
wazne, gdzie przestrzeni X przyporzadkowujemy algebre funkcji ciagltych C'(X). W zwiazku
z tym czesto mysli sie o C*-algebrach jako o nieprzemiennych przestrzeniach topologicznych
i wiele klasycznych poje¢ zostato uogélnionych tak, ze mozna je zdefiniowa¢ dla ogdlnych
C*-algebr (na przyktad K-teoria).

Sprobujmy tak zrobi¢ z pojeciem relacji na zbiorze X. Klasycznie jest to podzbidr ilo-
czynu kartezjanskiego X x X, czyli musimy znalezé odpowiedniki dwoch pojeé: iloczynu kar-
tezjanskiego oraz podzbiorow. Sytuacja z iloczynem kartezjanskim jest prosta: z klasycznego
izomorfizmu? C(X x Y) ~ C(X) ® C(Y) wnioskujemy, ze odpowiednikiem iloczynu karte-
zjaniskiego jest iloczyn tensorowy. Jesli chodzi o podzbiory, to ograniczmy sie do przypadku
skoniczonego, zeby zapomnieé¢ o topologii. Podzbiér mozna opisa¢ za pomoca funkcji charak-
terystycznej, czyli funkcji f o zbiorze wartosci {0, 1}. Algebraicznie oznacza to, ze f = f2.
Chodzi nam wiec o idempotenty w C*-algebrze. Zauwazmy jednak, ze klasycznie réwnosé
f = f? pociaga za soba warunek, ze f przyjmuje wartosci rzeczywiste, czyli f = f. Wobec
tego chodzi nam o idempotenty samosprzezone, czyli rzuty ortogonalne. Sktadajac te dwie
definicje, dochodzimy do wniosku, iz kwantowa relacja na skoriczenie wymiarowej C*-algebrze
B powinien by¢ rzut ortogonalny p € B® B. W przypadku nieprzemiennym tak naprawde
wygodniej, zeby byl to rzut w algebrze B ® B°?, gdzie B jest algebra przeciwna do B, czyli
ta sama przestrzenig linowa, ale z odwréconym mnozeniem, zatem x°P - y°? = (yz)°P. Od-
wzorowanie identycznosciowe z B do B? bedziemy oznaczaé¢ przez . Zatozmy, ze B C B(H).
Wtedy kazdy element = := )" z; ® y;* € B®B dziala na B(H) jako z - T := . ;Ty;.
Operator zadany przez p bedzie idempotentem i jego obraz bedzie pewna podprzestrzenia
V' C B(H). Ta podprzestrzen jest niezmiennicza na lewe i prawe mnozenie przez elementy
komutanta B’ := {T" € B(H) : bT" = Tb dla wszystkich b € B}. To prowadzi do kolejnej
definicji.

Definicja 4.4.16 (| |). Zatozmy, ze B C B(H) jest algebra von Neumanna. Kwantowa
relacja na B nazywamy dowolny *-stabo domkniety B'-bimodut V' C B(H).

Ta definicja wydaje sie duzo bardziej techniczna, ale postaramy sie wyjasni¢, dlaczego w
szczegb6lnym przypadku B = M, pokrywa sie z ta poprzednia. Po pierwsze, mozna pokazac,
ze definicja ta nie zalezy od wyboru reprezentacji, zatem dla M,, mozemy zatozy¢, ze H = C"
i wtedy B’ = C1. Co wiecej, warunek *-stabej domknietosci jest automatycznie spetniony,
poniewaz przestrzen jest skoriczenie wymiarowa. Brakuje nam tylko warunkéow V = V* oraz
1 € V. One jednak opisuja relacje symetryczne i zwrotne, dlatego ogélna definicja nie moze

“Tloczyn tensorowy jest tu odpowiednim uzupelnieniem algebraicznego iloczynu tensorowego, w przypadku
C*-algebr nazywanym minimalnym.



ich zawiera¢. Sprawdzmy, co sie dzieje z symetria. Powinna ona odpowiadaé¢ takiemu rzutowi
p=>.,0i®¢", zep=>,¢®p;". Z zwiazku z tym mamy

p-T" = Z%‘T*pz' = (ZMT%) = (p : T)*7

gdzie wykorzystaliSmy rownosé p = >, pr®(q;®

7P)* = p, poniewaz p jest rzutem ortogonalnym.
W zwiazku z tym V' = V*. Podobnie mozna znalez¢ naturalna interpretacje warunku 1 € V,
ktory oznacza zwrotnosé relacji. Co wiecej, wiele klasycznych pojeé¢ z teorii relacji mozna
uogblni¢, na przyktad przechodnio$é relacji ttumaczy sie na warunek, ze V jest algebra.

Ta definicja moze by¢ sformutowana dla ogdlnych algebr von Neumanna B, podczas
gdy naiwne podejscie przez rzut p € B® B juz nie jest tak przydatne (i nie jest wtedy
rownowazne). Jak sie okaze, w szczegolnym przypadku, gdy B jest nieskoriczong suma prosta
algebr macierzowych, rzut ten nadal jest istotna czescia teorii.

Ostatnia z definicji bedzie a priori zupelnie inna; chodzi tu o uogélnienie macierzy sa-
siedztwa. W pracy | | autorzy wyszli z zalozenia, ze zbior wierzchotkéw nalezy zastapic
skoniczenie wymiarowa C*-algebra B, podobnie jak w poprzedniej definicji, natomiast struk-
ture grafu powinna zadawa¢ kwantowa macierz sasiedztwa, czyli odwzorowanie liniowe
A : B — B, ktore spetnia dodatkowy warunek. W przypadku przemiennym oznacza on, ze
mamy do czynienia z macierza zero-jedynkowa. Ten warunek dla zwyklej macierzy sasiedz-
twa to Ae A = A gdzie o jest iloczynem Hadamarda, czyli (A e B);; := A;;B;;. Problem
z uogOlnieniem polega na tym, ze iloczyn Hadamarda to operacja na macierzach, a nie na
odwzorowaniach liniowych, czyli zalezy od wyboru bazy. Nalezy jednak pamieta¢, ze B jest
nie tylko przestrzenia liniowsa, ale réwniez C*-algebra. Co wigcej, klasycznie czesto pomijang
dodatkowsq struktura zbioru wierzchotkéw jest miara liczaca, co w przypadku nieprzemien-
nym odpowiada istnieniu pewnego dodatniego funkcjonatu 7 na B. Jak wybra¢ 7 w sposéb
kanoniczny? Mozna rozwazy¢ wlozenie B C End(B), gdzie B dziata na sobie przez mnozenie
z lewej strony. Na End(B) istnieje kanoniczny $lad, ktory mozna obcia¢ do B. Bedzie to funk-
cjonat sladowy, czyli spetniajacy 7(b1by) = 7(b2b1). Co wiecej, 7(1) = dim(B), co upodabnia
go do miary liczacej. Mozna ten $lad réwniez zdefiniowaé inaczej: jest to jedyna sladowa
1-forma® na B, czyli dodatni funkcjonal §ladowy taki, ze mm* = Id, gdzie m : B® B — B
jest mnozeniem na algebrze B, natomiast m* : B — B® B jest sprzezeniem hermitowskim
wzgledem iloczynow skalarnych zadanych przez T oraz 7 @ 7 (zob. (4.1)). Jesli napiszemy B
jawnie jako sume prosta macierzy, to jest B ~ @kaz1 M,,, toT = @szl ny Try, .

W przypadku klasycznym, czyli B ~ C* mamy m(e; ® e;) = d;;¢; oraz m*(e;) = e; @ e;.
W zwiazku z tym dla dwoch macierzy Ay, Ay € M,, mamy m(A; ® Ay)m*(e;) = Ai(e;)Aa(e;),
czyli punktowy iloczyn i-tych kolumn A; i Ay, wobec czego m(A; @ Ag)m* = Ay e As.

Definicja 4.4.17. Niech B bedzie skonczenie wymiarowa C*-algebra i niech 7 bedzie jej
jedyng sladowsa 1-forma. Niech A; i As beda odwzorowaniami liniowymi na B. Kwantowym
iloczynem Hadamarda odwzorowan A; i A; nazywamy m(A; ® As)m* : B — B, ktore

51-formy z geometrii rézniczkowej nie pojawia sie w tym tekscie, wiec ta definicja nie powinna by¢ mylaca.
Jest to szczegolny przypadek é-formy, dla ktoérej mm* = 62 1d.
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bedziemy oznacza¢ przez A; e A;. Powiemy, ze A : B — B jest kwantowa macierza
sgsiedztwa, jesli Ae A = A.

Stwierdzenie 4.4.18. Dla B ~ M, mamy m*(e;;) = %Zk eir ® eyj. Wobec tego A : M, —
M, jest kwantowq macierzq sqsiedztwa wtedy i tylko wtedy, gdy A(e;) = = >, Aleqx) Aler;)-

Dzieki temu stwierdzeniu i jego tatwemu rozszerzeniu na przypadek sumy prostej al-
gebr macierzowych dostajemy konkretny warunek, ktéry musza spelnia¢ kwantowe macierze
sasiedztwa. W pracy | | kwantowe macierze sasiedztwa spetniaja dwa dodatkowe wa-
runki®:

o 7((Az)y) = 7(x(Ay)) dla wszystkich z,y € B;
o Ar*) = (A(@))"

Pierwszy warunek oznacza tyle, ze graf jest nieskierowany, natomiast drugi jest spetniony
automatycznie w klasycznym przypadku; méwimy, ze taka kwantowa macierz sasiedztwa jest
rzeczywista. W rozdziale 4.5 powiemy wiecej o tym zalozeniu.

Uwaga 4.4.19. Bedziemy zakltada¢, ze wszystkie kwantowe macierze sasiedztwa sa rzeczy-
wiste.

W pracy [H1] definicja kwantowej macierzy sasiedztwa zostata rozszerzona na przypadek,
gdy C*-algebra B jest wyposazona w niesladowa 1-forme.

Definicja 4.4.20. Powiemy, ze para (B, ), gdzie ¢ : B — C jest dodatnim funkcjonatem,
jest przestrzenia kwantowa, jesli ¢ jest 1-forma, czyli mm* = Id. Trojka G := (B, ¢, A),
gdzie A : B — B jest odwzorowaniem linowym, jest grafem kwantowym, jesli (B, ) jest
przestrzenig kwantowa, natomiast A e A = A oraz A(z*) = (A(x))* dla wszystkich = € B.

Podamy teraz uogdlnienie Stwierdzenia 4.4.18 na przypadek niesladowy.
Stwierdzenie 4.4.21. Niech funkcjonat dodatni v na B ~ M, bedzie zadany wzorem
() := Tr(px), gdzie p jest macierzq odwracalng. Wtedy m*(e;;jp™") = >, eup™' Q@ exipt.
Co wiecej, m* jest odwzorowaniem B-bimodutow, wiec m*(e;;) = >, eikp*1®ekj. To oznacza,
ze 1 jest 1-formg wtedy i tylko wtedy, gdy Tr(p™') = 1. W przypadku B ~ @, M, bedzie to
warunek Tr(p,') = 1 dla kazdego indeksu a.

Uwaga 4.4.22. Przypadek sladowej 1-formy otzymujemy dla p = nl.

Teraz zilustrujemy przydatno$é¢ kwantowej macierzy sasiedztwa do znajdowania odpo-
wiednikow klasycznych poje¢ z teorii grafow.

Definicja 4.4.23 ([[12]). Niech G := (B, ¢, A) bedzie grafem kwantowym. Macierza stopni
tego grafu kwantowego nazywamy D := Al € B. Klasycznie jest to diagonalna macierz, ktora
na przekatnej ma stopnie wierzchotkéw.

Pojecie to bedzie bardzo przydatne przy badaniu symetrii graféow kwantowych.

6W tym artykule sa one sformulowane troche inaczej: kwantowe macierze sasiedztwa sa réwne swej trans-
pozycji oraz swemu sprzezeniu hermitowskiemu. W naszym przypadku wybraliémy transpozycje i sprzezenie
zespolone.
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4.4.2 Grupy kwantowe

Do opisu symetrii grafow kwantowych oraz do konstrukcji kwantowych grafow Cayleya nie-
zbedne bedzie wprowadzenie paru poje¢ dotyczacych grup kwantowych; skupimy sie na
przypadku zwartym i dyskretnym. Zwarte grupy kwantowe zdefiniowal Woronowicz (zob.
[ | oraz | |); dobrym Zrédtem informacji na ich temat jest ksiazka | |. Dys-
kretne grupy kwantowe, ktére w niniejszym tekscie beda traktowane gtownie jako obiekty
dualne do zwartych grup kwantowych, zostaly dobrze opisane w pracy | |. Przedstawimy
teraz podstawowe definicje z tej teorii oraz zaprezentujemy kluczowe przyktady.

Definicja 4.4.24. Zwarta grupa kwantowa G to obiekt opisywany przez pare (C(G),A).
C(G) jest C*-algebra z jedynka, natomiast A : C(G) — C'(G) ® C(G), zwana komnozeniem
jest x-homomorfizmem spelniajacym:

(i) (A®Id)oA = (Id®A)oA;

(ii) podprzestrzenie (C'(G) ® 1)A(C(G)) := span{(a ® 1)A(b) : a,b € C(G)} oraz (1 ®
C(G))A(C(G)) sa geste w C(G) @ C(G).

Uwaga 4.4.25. Celowo uzywamy okreslenia, ze para (C(G), A) ,opisuje” grupe kwantowa
G, poniewaz rézne C*-algebry moga opisywaé te sama grupe kwantowa, podobnie jak w
przypadku klasycznym mozna wykorzystaé rézne przestrzenie funkcyjne, na przyktad funkcje
ciggle, algebraiczne czy mierzalne do opisania tego samego obiektu.

Pierwszy warunek spehliany przez komnozenie to kolgcznos$é, naturalny odpowiednik
tacznosci mnozenia. Gdyby$my pracowali tylko z nim, to opisywaliby$my zwarte potgrupy
kwantowe. Drugi warunek méwi w klasycznym przypadku tyle, ze mnozenie spetnia prawo
skracania, a zwarta potgrupa ze skracaniem jest zwarta grupa; z tego wynika, ze faktycznie
jest to uogdlnienie klasycznych grup zwartych.

Mozna udowodni¢, ze na zwartej grupie kwantowej istnieje jedyny stan Haara, czyli
stan h na C(G) taki, ze (h®@Id)A(a) = h(a)l = (Id ®h)A(a) dla wszystkich a € C(G). Prze-
strzeri GNS tego stanu oznaczamy przez L?(G), natomiast x-stabe domknigcie C'(G) wewnatrz
B(L*(G)) oznaczamy przez L*>°(G). Mozna réwniez zdefiniowaé reprezentacje zwartych grup
kwantowych.

Definicja 4.4.26. Niech H bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia Hilberta oraz niech
G bedzie zwarta grupa kwantowa. Powiemy, ze operator unitarny U € B(H) ® C(G) jest
unitarng reprezentacja G, jesli (Id ®A)U = UjpUss, gdzie Uy oznacza, ze U dziata na
pierwszym i drugim czynniku iloczynu tensorowego B(H)@C(G)®C(G), to jest Uyp := UR1;
podobnie definiujemy Uss.

Definicja nieskoriczenie wymiarowych reprezentacji wymaga drobnej technicznej modyfi-
kacji, ale rowniez nie nastrecza wielu probleméw. Dla zwartych grup kwantowych zachodzi
twierdzenie Petera-Weyla, czyli wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje sa skonczenie wymia-
rowe oraz kazda reprezentacja unitarna rozkitada si¢ na sume prosta reprezentacji nieprzy-
wiedlnych. Tak jak w przypadku klasycznym, podalgebra O(G) C C(G) generowana przez

12



wspotezynniki skoriczenie wymiarowych reprezentacji jest gesta i wiekszos¢ teorii zwartych
grup kwantowych mozna opisa¢ w terminach tego algebraicznego obiektu.

Jednym z najwazniejszych przykladéw nieskoriczenie wymiarowych reprezentacji jest
prawa reprezentacja regularna opisywana przez operator unitarny multiplikatywny
W e B(L*(G))®L>(G)", ktory spetnia W(a @ 1)W* = A(a), jesli patrzymy na C(G) jako
C*-podalgebre B(L?*(G)). Te reprezentacje mozna wykorzystaé, zeby skonstruowaé¢ dualng
dyskretna grupe kwantowa do G.

Definicja 4.4.27. Niech £°( ) := @ 1) Mna- gdzie Irr(G) jest zbiorem klas réwnowaz-

nosci nieprzywiedlnych reprezentacji G, natomiast n, jest wymiarem reprezentacji «. Ist-

nieje dokltadnie jeden *-homomorfizm A : ¢>°( ) — £°°( )®¢>°( ) taki, ze (Ar @ Id)(W) =

WasWis; mozna pokazaé, ze W € (°( )®L™(G), wiec ta rownosé ma sens. Ar definiuje

komnozenie na £*°( ) i w ten sposob para (¢*°( ), Ar) definiuje dyskretna grupe kwantowa
dualng do G.

Przyktad 4.4.28. (i) C(SU,(2)) (dla g € [-1,1]\ {0}) jest uniwersalna C*-algebra gene-
rowang przez elementy o,y takie, ze macierz 3 _(33 jest unitarna. Komnozenie
jest zadane wzorem A(a) = a®a —¢y" @71 A(y) =7®a+a*®~v. Dlag=1
odzyskujemy klasyczna grupe SU(2).

(ii) Niech F' € M, bedzie odwracalna macierza. Niech C(U}) bedzie uniwersalng C*-
algebra generowang przez elementy (u;;); jep takie, ze macierz U := (u;;) jest unitarna
oraz FUF~! takze jest macierza unitarng, gdzie U := (uj;). Komnozenie jest zadane
wzorem A(u;;) = > _; uix ® uy;. Tak powstala grupe kwantowsa nazywamy wolng
grupa unitarng. W przypadku F' = 1 oznaczamy ja jako U, .

(iii) Tym razem zaktadamy, ze macierz F' € M, spetia dodatkowo warunek F'F = cl dla
pewnej liczby ¢ € R. Niech C(O}) bedzie uniwersalng C*-algebra generowana przez
elementy (uj;); e[ takie, ze macierz U := (u;;) jest unitarna oraz U = FUF~'. Kom-
nozenie jest zadane wzorem A(u;;) := > 7', u @ uy;. Te grupe kwantows nazywamy
wolna grupa ortogonalna i dla F' = 1 oznaczamy ja przez O; .

(iv) Niech C(S;) = C*{pi; : macierz P := (p;;) jest unitarna oraz p;; = pj; = p;;}. Rowno-
waznie, mozna powiedzie¢, ze kazda kolumna i kazdy wiersz macierzy P sktadaja sie
z wzajemnie ortogonalnych rzutow sumujacych si¢ do identycznosci — takie macierze
nazywamy magicznymi macierzami unitarnymi. Komnozenie jest zadane wzorem
A(pij) = > . pik @ prj. Zwarta grupe kwantowa S, nazywamy kwantowa grupa
permutacji. Z jej uzyciem mozna réwniez zdefiniowaé¢ kwantowa grupe automorfizmu
grafu G, dodajac warunek AP = PA, gdzie A jest macierzg sasiedztwa tego grafu.

Rownos¢ ta oznacza, ze Y, aixPr; = 2.5 Pikar; dla dowolnej pary (i, j) € [n]?.

"Tlloczyn tensorowy oznaczany jako ® to naturalny odpowiednik minimalnego iloczynu tensorowego dla
algebr von Neumanna.

13



4.5 Rownowazno$é definicji grafow kwantowych

Omoéwimy teraz czes¢ wynikow z prac [H2], [H3] oraz [H1], w ktorych zostaly zaprezen-
towane jawne wzory pozwalajace na przechodzenie pomiedzy réznymi definicjami grafow
kwantowych, w szczegdlnosci w bardziej skomplikowanym przypadku niesladowym i nie-
skoniczonym. Zaczniemy od znanych wcze$niej wynikow.

Twierdzenie 4.5.1 (| , Proposition 2.23|). Niech B C B(H) bedzie skoriczenie wymia-
rowq algebrg von Neumanna. Wtedy istnieje bijekcja miedzy kwantowymsi relacjami na B a
rzutami ortogonalnymi w B ® B°?, ktdra zachowuje porzqdek.

Porzadek na kwantowych relacjach jest zadany przez zawieranie, natomiast porzadek na
rzutach ortogonalnych jest zadany przez zawieranie ich obrazow.

Twierdzenie 4.5.2 (| , Theorem VIL.7|). Niech B bedzie skoriczenie wymiarowq al-
gebrg von Neumanna wyposazong w Sladowq 1-forme. Wowczas istnieje bijekcja miedzy rze-
czywistymi kwantowymi macierzami sgsiedztwa a rzutami ortogonalnymi w B ® B°P.

W przypadku B ~ M,, ta odpowiednio$¢ jest zadana przez znany z informacji kwantowe;
izomorfizm Choi-Jamiotkowskiego. Z kazdym odzworowaniem liniowym A : M,, — M,
mozna stowarzyszy¢ macierz Choi Choi(A) := & > i1 Alei) @ (€i)°P € M, ® MSP. Latwo
sprawdzi¢, ze Choi(A;) Choi(Az) = Choi(A; @ As), czyli warunek Ae A = A jest réwnowazny
temu, ze macierz Choi(A) jest idempotentem. Macierz Choi(A) zadaje operator liniowy na
M,, zadany przez mnozenie z lewej i prawej strony, ktory bedzie idempotentny; jego obraz be-
dzie pewna relacja kwantowa na M,,. Moze istnie¢ wiele idempotentéw o tym samym obrazie,
wiec naturalnym wyborem wydaje sie jedyny rzut ortogonalny, czyli idempotent samosprze-
zony. Latwo roéwniez sprawdzi¢, ze warunek (Choi(A))* = Choi(A) jest rownowazny temu,
ze odwzorowanie A zachowuje *, czyli A(z*) = (A(x))*, co jest dodatkowa motywacja dla
zaktadania, ze kwantowe macierze sasiedztwa sa rzeczywiste. Warto tez wspomnieé¢ o tym,
ze idempotent P w C*-algebrze jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy jest operatorem
dodatnim, poniewaz wtedy P = P? = P*P > 0. Istotg izomorfizmu Choi-Jamiotkowskiego
jest fakt, ze dodatnio$¢ macierzy Choi jest réwnowazna catkowitej dodatnio$ci odwzorowa-
nia, czyli rzeczywiste kwantowe macierze sasiedztwa sa automatycznie catkowicie dodatnie.
To oznacza, ze posiadaja rozktad Krausa, co pozwala na napisanie jawnych wzoréw na od-
powiednio$ci miedzy réznymi podejsciami do graféw kwantowych.

Twierdzenie 4.5.3 (|12, Lemma 1.6, Proposition 1.11]). Niech V' C M,, bedzie d-wymiarowq
podprzestrzeniq i niech (Vi,...,Vy) bedzie jej bazq ortonormalng wzgledem iloczynu skalar-
nego Hilberta-Schmidta. Wtedy kwantowa macierz sqsiedztwa jest zadana wzorem Ax :=
n S % VizV¥, natomiast macierz Choi jest réwna Choi(A) := Y ing Viern @ (View)P =
Y i Vier Vit @ ey . Jesli wystartujemy od kwantowej macierzy sqsiedztwa, to V' jest podrze-
str’éémq rozpietq przez operatory Krausa (ktora nie zalezy od konkretnego rozktadu Krausa).
Jesli natomiast wystartujemy od rzutu ortogonalnego P € M, @ M®, to kwantowg macierz
sqsiedztwa mozemy odzyskacé za pomocg wzoru Azx = (Id @7)(P#(1 ® x)), gdzie T = n'Tr,
natomiast # oznacza naturalne dziatanie M, @ M®P na M, @ M,.
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Dowdd. Jesli zaczniemy od bazy ortonormalnej (Vi,...,Vy), to mozemy zapisa¢ wzoér na
rzut ortogonalny na V jako Pyx = 3.0 V; Tr(Viz) = S0, V; Tr(2Vy*). Latwo zauwazyé, e
Tr(y)1 = >, emyew, czyli Py mozna wyreprezentowaé jako element M, ® M P w nastepu-
jacy sposob 7

P = Z Vie Vi @ e)f = Z Vier @ (Ve )P,

ikl i,k,l

Z pierwszej z tych postaci i definicji macierzy Choi natychmiast wynika, ze Az =n ), VizV;*.
Wzor Az := (Id ®@7)(P#(1 ® z)) jest dobrze znany i rowniez tatwo go uzasadni¢. Warto tu
tez wspomnie¢ o tym, ze zamiana operatorow V; na V* (czyli zamiana V na V*) odpowiada
naturalnej symetrii na poziomie P, co wida¢ z drugiej réwnosci.

Jesli zaczniemy od kwantowej macierzy sasiedztwa, macierz Choi bedzie rzutem i nie-
trudno sprawdzié¢, ze obrazem rzutu na M,, bedzie powtoka liniowa operatoréw Krausa. [J

Przypadek ogolnej skonczenie wymiarowej C*-algebry B oméwimy w kolejnym podroz-
dziale, w ktorym zajmiemy sie réwniez przypadkiem niesladowym.
4.5.1 Grafy kwantowe w przypadku niesladowym

W Definicji 4.4.20 opisalismy juz grafy kwantowe w jezyku kwantowej macierzy sasiedztwa.
Odpowiednikiem macierzy Choi jest tu operator

P:=(A®:m*(1) e BB® (4.2)
wprowadzony w pracy | , Remark 7.3| w przypadku sladowym, natomiast w przypadku
niesladowym w [H3, Definition 2.1]°.

Twierdzenie 4.5.4 ([H3, Proposition 2.3|, [H1, Lemma 3.6, Proposition 3.7]). Niech (B, 1))

bedzie przestrzeniq kwantowq. Odwzorowanie lintowe A : B — B spetnia A e A = A wtedy i
tylko wtedy, gdy P = P%. Co wiecej, A(z*) = (A(x))* dla kazdego x € B doktadnie wtedy, gdy
(Id () (P) jest operatorem samosprzezonym, gdzie o jest grupg modularng funkcjonatu
2
P na algebrze BP.
Co wiecej, mamy A(x) = (Id @) (P#(1 ® x)).

W pracy [H4, Lemma 3.3] zostal podany nowy wzér na WEMS(A) := (Id @) (P), po

ktorym widaé, ze jest to operator dodatni, o ile kwantowa macierz sasiedztwa jest catkowicie
dodatnia. Doktadnie rzecz biorac, w przypadku B ~ M,, mamy

W) = 37 Alphegr @ (0 e b, (43)
i,j=1

co jest wyrazeniem bardzo podobnym do zwyczajnej macierzy Choi. Ten wzor jest zwigzany
z odwzorowaniem Wy , z pracy | |, ktore operator rzedu jeden |a) (b (wzgledem iloczynu

8W tej pracy stosowana byta konwencja, ze pracujemy ze stanem, ktory jest d-forma.
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skalarnego GNS) przeksztalca na a ® (b*)°P. Wowczas Wf o(A) = P, natomiast W¥MS otrzy-
muje sie przez zastapienie iloczynu skalarnego GNS iloczynem KMS, o ktéorym chciatbym
teraz opowiedzie¢ troche wiecej.

Kazdy dodatni funkcjonal ¢ na algebrze macierzowej M, jest zadany przez dodatnig
macierz p w taki sposob, ze p(x) = Tr(pz) (zakladamy, ze p jest macierza odwracalna,
wiec funkcjonal jest wierny). Iloczyn skalarny GNS jest zadany wzorem (z,y) := p(x*y) =
Tr(pz*y) = Tr((:cp%)*yp%), czyli jest to iloczyn skalarny Hilberta-Schmidta macierzy q:p%
oraz yp%. Mozna wiec mysle¢, ze odwzorowanie = +— xp% jest wtozeniem algebry M,, w pewna
przestrzen Hilberta. Nic nie szkodzi na przeszkodzi temu, zeby rozwaza¢ inne wlozenia, na

przyktad x — p%x. Iloczyn skalarny KMS dostaniemy dla wlozenia x — pixpi.

Definicja 4.5.5. Niech B bedzie skonczenie wymiarowsg algebra von Neumanna wyposazona
w dodatni, wierny funkcjonal ¢. Definiujemy iloczyn skalarny KMS na B jako (x,y)kxus =

plaro_i(y)).

Uwaga 4.5.6. Gdy B ~ M,, i p(z) = Tr(pz), to (z,y)xms = Tr(px*p%yp_%), co jest rowne
Tr((piwps)*piyp).

Wtozenie KMS x +— pixp% zachowuje dodatnio$¢, co sprawia, ze iloczyn skalarny KMS
posiada wtasnosci podobne do iloczynu skalarnego Hilbert-Schmita zadanego przez $lad,
mianowicie (z,y)xms = (¥*, z*)kms. To pociaga za soba fakt, ze sprzezenie hermitowskie
odwzorowania zachowujacego * rowniez posiada te whasnosé.

Jedna z przyjemnych konsekwencji stosowania iloczynu skalarnego KMS jest fakt, ze sa-
mosprzezonosé kwantowej macierzy sasiedztwa A jest rownowazna temu, ze operator WKMS ¢
B ® B jest niezmienniczy ze wzgledu na odwzorowanie ¥ : B® B°? — B ® B°? zadane wzo-
rem X(a®bP) := b®a°? (zob. [H1, Proposition 3.7]). Jest to naturalne zatozenie, jesli chcemy
moéwié o nieskierowanych grafach kwantowych. Mozna tez tatwo sprawdzié, ze sprzezenie her-
mitowskie kwantowej macierzy sasiedztwa réowniez jest kwantowa macierza sasiedztwa, co nie
jest prawda dla iloczynu skalarnego GNS, bo w tym wypadku sprzezenie moze nie zachowy-
wag *.

4.5.1.1 Grafy kwantowe jako relacje kwantowe Dotychczas wyjasnilismy, w jaki
sposOb opisaé¢ grafy kwantowe za pomoca kwantowej macierzy sasiedztwa A : B — B badz
za pomoca rzutu P € B® B°P. Pozostaje nam opis w terminach kwantowych relacji, czyli
B’-bimodutéw V' C B(H), gdy B C B(H). Przypomnijmy, ze w Twierdzeniu 4.5.3 przechodzi-
liSmy od podprzestrzeni do rzutu w M,, ® M ? wykorzystujac bazy ortonormalne. W obec-
nym, ogoblniejszym przypadku wymagatoby to zdefiniowania iloczynu skalarnego na B(H).
Okazuje sie, ze z pomoca funkcjonalu 1 na B mozemy skonstruowac iloczyn skalarny na
B(H) o warto$ciach w B, czyli bedziemy mieli strukture modutu Hilbertowskiego. W skon-
czenie wymiarowym przypadku moduty Hilbertowskie zachowuja sie podobnie do przestrzeni
Hilberta, na przyktad posiadaja bazy ortonormalne, co pozwoli nam na stowarzyszenie rzutu
P € B®B® z B'-bimodutem V' C B(H).

Wykorzystamy konstrukcje Haagerupa (| , Theorem 6.13]), ktora wadze o warto-
Sciach operatorowych ¢ : M — N przyporzadkowuje wage o wartosciach operatorowych
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™1 N — M. W naszym przypadku M = B oraz N = C, wiec ¢y : B — C bedzie po
prostu naszym dodatnim funkcjonatem, ktéry wprowadza strukture przestrzeni kwantowe;
na B. Jesli mamy reprezentacje B C B(H), to otrzymujemy ¢! : B(H) — B’. W przypadku
B ~ M, dostajemy prosty wzor na ¢~!, poniewaz kazda reprezentacja M, C B(H) jest po-
staci M,, C M,, ® B(K), gdzie H ~ C" @ K. Jesli ¢(x) := Tr(pz), to vz @T) = Tr(p~'z)T
(| , Remark 3.3 (iii)]). Gdy (B, 1)) jest przestrzenia kwantowa, czyli mm* = 1, to ¢!
jest warunkowa wartoscia oczekiwana. Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla ogol-
nej skoriczenie wymiarowej C*-algebry B i w ten sposob dla dowolnej reprezentacji B C B(H)
otrzymujemy warunkowa wartosé¢ oczekiwana ¢~! : B(H) — B’. To pozwala zdefiniowa¢ ilo-
czyn skalarny o warto$ciach w B’ za pomoca wzoru (S, T) := 1 ~1(S*T) i omina¢ szczegdly
techniczne zwigzane z teorig wag o wartosciach operatorowych.

Nasz iloczyn skalarny jest odpowiednikiem iloczynu GNS i potrzebujemy grupy modu-
larnej, zeby zrobi¢ z niego wersje KMS. Okazuje sie (| , Proposition 6.1]), ze mozna
zdefiniowa¢ za pomoca ™! grupe modularna na B(H), ktéra zalezy od wyboru funkcjo-
natu dodatniego na B’, ale jej obciecie do B jest od tego wyboru niezalezne. Co wiecej,
o _l(b) = 0_4(b). Z tej niezmienniczosci wynika, ze mozna zdefiniowaé¢ dziatanie grupy mo-
dularnej na B’-bimodutach.

Stwierdzenie 4.5.7 (|14, Lemma 3.13|). Niech V C B(H) bedzie B'-bimodutem. Wéwczas
bimodut Jf_l(V) nie zalezy od zZadnych wyboréw.
Dowadd. Po pierwsze, mamy af’fl(B’) = B/, bo JZFI jest grupa modularng ztozenia ¢! o
¢, gdzie ¢ : B' — C jest pewnym dodatnim funkcjonalem. Zalézmy, ze mamy dwa takie
funkcjonaly: ¢ i ¢o. Wowczas zlozenia ¥~ o ¢ oraz 1~! o ¢ sg zadane przez macierze
gestosci py i po. W zwiazku z tym grupy modularne sa rowne of(z) = pitzp, " (dla k €
{1,2}). Skoro ich wartosci zgadzaja sie na B, czyli pitbp;™ = pitbp;™ dla kazdego b € B, to
uy = p;"pit € B'. Ale V jest B'-bimodutem, czyli u;Vu; =V, co pociaga za soba réwnosé
ol (V) = 02(V). To oznacza, ze mozemy napisa¢ Jfﬁl(V) i nie ma tu zadnej niejasnosci. [
Uzywajac grupy modularnej mozna przechodzi¢ miedzy iloczynami skalarnymi KMS a
GNS. W zwiazku z tym, zeby znalezé baze ortonormalng KMS dla bimodulu V', musimy
rozwazy¢ bimodut Jf; (V') 1 znalez¢ jego baze ortonormalna GNS, czyli wzgledem iloczynu
4

skalarnego o warto$ciach w B’ zadanego przez ¢~!. Skoro B jest skonczenie wymiarows C*-

algebra, to B(H) jest samodualnym modutem Hilbertowskim i wszystkie *-stabo domkniete

(]

bimoduty V' dziedzicza te wlasnoéé. To oznacza, ze o QI(V) posiada baze ortonormalna, w
4

zwiazku z czym mozemy zdefiniowaé rzut ortogonalny z B(H) na 01@-1 (V), ktory jest x-stabo
4

ciagtym odwzorowaniem B'-bimoduléw. Z twierdzenia Haagerupa (| , Theorem 3.1])
wynika, ze takie odwzorowanie jest postaci z — ), byxcy, gdzie by, ¢, € B. Odwzorowanie
takie w miare tatwo mozna przedstawi¢ za pomocs elementu P € B ® B°P. Trzeba tylko
wziaé pod uwage dwa fakty: chcemy reprezentowaé oryginalny rzut ortogonalny na bimodut
V oraz prawe i lewe dzialanie musza by¢ zmodyfikowane przy uzyciu grupy modularnej (dla
iloczynu GNS tylko prawe dziatanie). W ten sposob dostajemy nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.5.8 (|14, Theorem 3.15]). Istnieje odpowiedniosé miedzy B'-bimodutami V' C
B(H) oraz rzutami ortogonalnymi w B® B®. Co wiecej, przeprowadza ona bimodut V* na
rzut 3(P).

4.5.1.2 Jawne wzory W tej czesci zakladamy, ze B := @5:1 M, C B(H), gdzie
H:= @5:1 C"; B mozna wtedy opisa¢ jako macierze blokowo diagonalne. Wowczas B’ =
span{1,, }, czyli jest to centrum algebry B. Wszystkie B'-bimoduly sa wiec postaci V =
D, 5 Vas, gdzie Vog C B(C",C") jest podprzestrzenia liniowa. Baze ortonormalng V/
mozna wtedy wyprodukowaé¢ z baz ortonormalnych podprzestrzeni V,3. Funkcjonal i) na
B jest zadany przez macierze (p,)Y_, takie, ze Tr(p,!) = 1. Na B(H) rozwazamy funkcjo-
nal zadany przez macierz @gil pat, ktory jest ztozeniem warunkowej wartosci oczekiwanej
1~! z odpowiednim $ladem na B’. Mozna wzgledem tego funkcjonatu rozwazy¢ iloczyn ska-

larny KMS i pow1erny, ze rodzina (X)1°% < B(C"»,C") jest bazg ortonormalna Vag, jesli
Tr (X7 g QX;‘ﬂpa ) = d;; oraz zbidr ten rozpina V.
Stwierdzenie 4.5.9 ([l11, Proposition 3.29]). Niech V' C B(H) bedzie x-stabo domknietym

B'-bimodutem. Wowczas stowarzyszony z nim rzut P € B® B mozna zapisaé jako P =
@aﬁ Pgsa, gdzie Pgo € My, @ MEP jest zadany wzorem

Lo Do _1 _1 _1
ZZZ%“X?B%%“ D (pa (X7) el pa ).
=1 k=1 [=1

Podobnie mozna uzyska¢ jawny wzor na kwantows macierz sasiedztwa.

Stwierdzenie 4.5.10 (|11, Proposition 3.30]). Kwantowq macierz sqgsiedztwa grafu kwan-
towego zadanego przez bimodult V. mozna zapisaé wzorem

N Nap

_1
Aler) ZZP54X ﬁpa@kzpa(Xaﬂ) [

B=1 i=1

Przypomnijmy sobie wtozenie M, > x p4xp4 € HS,,. Dla kazdego odwzorowania A :
M — M,, mamy indukowane odwzorowanle A HS — HS,, zadane wzorem A(p4xp4) =
piA(x)pt, w zwigzku z czym A( ) = piA(p~izp 1)pi. Jesli bysmy w stwierdzeniu powyzej
rozwazyli odwzorowanie A\, to miatoby ono bardzo prosty wzor, mianowicie pojawialyby
si¢ tylko operaory Krausa X *f natomiast wszystkie macierze gestosci p, by zniknety, co
przypomina Wzor znany 7z przypadku sladowego. I nie jest to przypadek, poniewaz dzigki
wlozeniu x — p4 xp4 mozemy wyrazi¢ iloczyn skalarny KMS za pomoca iloczynu skalarnego
Hilberta-Schmidta, czyli zadanego przez §lad.

4.5.2 Nieskonczone grafy kwantowe

W tej czesci bedziemy zaktadaé, ze B = ¢ — @ | M. Tym razem ¢ juz nie bedzie
funkcjonatem dodatnim na B, ale waga, czyli bedzie okreslony jedynie na gestym podzbiorze;
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nalezy mysleé¢ o ¢ jako o odpowiedniku miary liczacej na nieskoriczonym zbiorze, dla ktore;
nie wszystkie ograniczone funkcje sa catkowalne. Méwiac konkretniej, 1) bedzie zadane przez
ciag dodatnich macierzy (p, ) takich, ze Tr, (p;') = 1; nadal bedziemy méwié, ze 1 jest 1-
forma. Waga 1) jest dobrze okreslona na elementach coo(B), czyli elementach B o skoriczonym
nosniku. Dla dowolnego x € ¢go(B) mamy ¢ (z) = > Tr(paa), gdzie suma jest skoriczona,
poniewaz x,, # 0 jedynie dla skonczenie wielu indeksow a.

Definicja przez kwantowe relacje pozostaje bez zmian. Podobnie jak w przypadku skon-
czenie wymiarowym, 1! : B(H) — B’ jest warunkows wartoscig oczekiwana, ktora definiuje
iloczyn skalarny o wartosciach w B'. W tym przypadku jednak B(H) jest jedynie modutem
prehilbertowskim, poniewaz iloczyn skalarny nie zadaje zupeinej normy. P6Zniej opowiem
troche wiecej na temat tego, ktére B’-bimoduty sg zupelne w tej normie.

Tak samo jak w przypadku skoniczonym, kazdy x-stabo domkniety bimodut V' C B(H)
odpowiada rzutowi’ P € BRB® ~ (* — @, ;3 My, ® M:P. Kazda sktadowa P, mozemy
skonstruowaé za pomoca doktadnie tych samych wzorow, ktore wykorzystywaliSmy w przy-
padku skoriczenie wymiarowym. Rownie tatwo z rzutu P € B ® B wyprodukujemy bimodut
V.

Potencjalnie trudniejsze bedzie zdefiniowanie kwantowej macierzy sasiedztwa, poniewaz
nawet w przypadku klasycznym macierz sasiedztwa nie jest odwzorowaniem na (V). Za
to kazda macierz sasiedztwa przeksztalca coo(V) w £°(V) i to postuzy nam jako definicja
w przypadku nieskonczonym. Warto w tym miejscu poczyni¢ uwage, ze algebra coo(B) jest
obiektem kanonicznie stowarzyszonym z przestrzeniq kwantowq (B,)), mianowicie jest to
podalgebra generowana przez rzuty ortogonalne p € B takie, ze ¢ (p) < oo (|14, Lemma 2.5,
Definition 3.17]).

Definicja 4.5.11. Niech B = ¢~ — °° M,,,, oraz niech ¢ bedzie 1-forma na B. Powiemy, ze
catkowicie dodatnie odwzorowanie A : c¢yo(B) — B jest kwantowa macierza sasiedztwa, jesli
dla dowolnego indeksu « i dowolnych i, j € [n,] zachodzi

> Alegpa)A(ep;) = A(ef).
k=1

Jest to odpowiednik rownosci m(A @ A)m* = A uzywanej w przypadku skonczonym.

Uwaga 4.5.12. W przypadku nieskoniczenie wymiarowym mozna zdefiniowa¢ m* : coo(B) —
co0(B) ® coo(B), wiec przy zachowaniu odrobiny ostroznosci mozna zdefiniowaé¢ kwantowa
macierz sasiedztwa przy uzyciu rownosci m(A @ A)m* = A.

Podobnie jak w przypadku skoniczenie wymiarowym, z kwantowa macierza sasiedztwa
mozna stowarzyszy¢ uogolniong macierz Choi

Na 1 1 1 1
Pi= 030 Alpa"eiipa’) @ (patefipa ')

a =1

9Ta sytuacja jest specjalna dla nieskoniczonych sum algebr macierzowych i nie zachodzi dla ogélniejszych
algebr von Neumanna.
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Kazdy sktadnik sumy P, jest rzutem ortogonalnym, ponadto P,Pz = 0,3F,, wiec ich nie-
skoniczona suma réwniez jest rzutem ortogonalnym (zbieznosé w stabej topologii operatorowe;
na B® B). Gdy mamy zadany rzut P € B® B°?, to A mozna odzyska¢ za pomoca tych
samych wzoréw, co w przypadku skoniczenie wymiarowym.

Warto wyr6znié pare szczegolnych klas nieskoriczonych graféw kwantowych: grafy lokal-
nie skoniczone oraz grafy o ograniczonym stopniu. Te drugie posiadaja tadna analityczng
definicje.

Definicja 4.5.13. Powiemy, ze kwantowa macierz sasiedztwa A : ¢oo(B) — B jest ograni-
czonego stopnia, jesli A rozszerza sie do *-stabo ciagtego odwzorowania A : B — B.

Uwaga 4.5.14. Klasyczne grafy o ograniczonym stopniu to faktycznie doktadnie te, ktorych
macierze sasiedztwa sa ciagltymi odwzorowaniami na ¢>°(V') (|4, Lemma 3.21]). Oznacza to
doktadnie tyle, ze wektor stopni jest elementem ¢>°(V').

Definicja 4.5.15. Powiemy, ze kwantowa macierz sasiedztwa A : ¢yo(B) — B jest lokalnie
skoniczona, jesli Ajs(coo(B)) C coo(B).

Obie te wlasnos$ci mozna wyrazi¢ w terminach stowarzyszonego rzutu P € B ® B°?. Ogra-
niczony stopien oznacza, ze D := (Id ®°P)(P) € B; przykladamy wage, a nie ograniczony
funkcjonal, wiec jest to nietrywialny warunek. Lokalna skoniczonosé jest rownowazna temu,
ze dla dowolnego indeksu f3 istnieje tylko skoriczenie wiele indekséw o takich, ze Pg, # 0,
gdzie P = (Psa),o. Tak samo tatwo mozna scharakteryzowac¢ bimodulty pochodzace od lo-
kalnie skoiczonych kwantowych macierzy sasiedztwa, poniewaz V,, 3 # 0 wtedy i tylko wtedy,

gdy P Ba # 0.
Sytuacja jest ciekawsza w przypadku ograniczonego stopnia. Okazuje sie, ze to zagad-
nienie ma zwiazki z teoria indeksu dla algebr von Neumanna (| , Proposition 1.3]) - w

pewnym sensie macierz stopni D moze by¢ interepretowana jako wymiar bimodutu V.

Twierdzenie 4.5.16 ([I1/1, Proposition 3.27|). Niech A : cpo(B) — B bedzie kwantowq
macierzq sgsiedztwa. A jest ograniczonego stopnia, jesli dla dowolnej reprezentacji B C B(H)

bimodut af_l(V) jest B'-modutem Hilbertowskim, czyli jest zupetny.
4

Uwaga 4.5.17. 7 zalozenia na temat A mozna wywies¢ wniosek na temat bimodutu w
dowolnej reprezentacji. Nie wiadomo natomiast, czy wiedza na temat jednej reprezentacji
jest wystarczajaca, by wywnioskowaé, ze kwantowa macierz sasiedztwa jest ograniczonego
stopnia. To pytanie wiaze sie z podobnym zagadnieniem w teorii indeksu (| |), gdzie
indeks zdefiniowany za pomoca odwzorowan dodatnich jest skoniczony wtedy i tylko wtedy,
gdy indeks zdefiniowany za pomoca odwzorowan catkowicie dodatnich jest skoriczony.

W kolejnej czesci przedstawie naturalne przyktady nieskonczonych graféw kwantowych.

4.6 Konstrukcje grafé6w kwantowych

Teraz opowiem o wynikach z prac [H2] oraz [I1], mianowicie przedstawie konstrukcje loso-
wych grafow kwantowych oraz kwantowych grafow Cayleya.
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4.6.1 Losowe grafy kwantowe

Za motywacje postuza nam modele Erdésa-Rényi’ego G(n, p) oraz G(n, M). W pierwszym z
nich ustalamy liczbe wierzchotkow n oraz prawdopodobieristwo p € (0, 1). Graf konstruujemy
nastepujaco — dowolng pare wierzchotkow taczymy krawedzia z prawdopodobieristwem p i
robimy to dla wszystkich par niezaleznie. W modelu G(n, M) ustalamy liczbe wierzchotkow
n oraz liczbe krawedzi M i losujemy graf z rozktadu jednostajnego na tym zbiorze. Niestety
zbiér ten jest bardzo skomplikowany, wiec trudno réwniez sobie wyobrazié¢, jak wyglada ty-
powy taki graf. W zwiazku z tym model G(n,p) jest bardziej popularny, ale niestety jego
uogdlnienie na przypadek kwantowy jest trudniejsze, poniewaz wymaga uzycia pojecia wierz-
chotka. Natomiast model G(n, M) wykorzystuje tylko globalne parametry liczbowe n i M,
ktore tatwo mozna zdefiniowaé¢ dla grafow kwantowych. Posrednio pozwala to tez zdefinio-
waé analogon modelu G(n,p), poniewaz obciecie rozktadu G(n,p) do zbioru grafow o M
krawedziach jest rozktadem jednostajnym, wiec G(n,p) mozna uzyskaé jako wazona Srednia
rozktadow G(n, M).

Skupimy sie tylko na przyktadzie algebry B = M,, wyposazonej w §lad 7(z) := n Tr(z).
Naturalnym odpowiednikiem rozmiaru grafu jest wymiar algebry, czyli n?, natomiast od-
powiednikiem liczby krawedzi bedzie wymiar podprzestrzeni V' C M,,. Przypomnijmy, ze

jesli Vi, ..., Vy jest baza ortonormalng V' wzgledem iloczynu skalarnego Hilberta Schmidta,
to Ax = anzl ViaVr. W zwiazku z tym D := Al = nzle ViV.*. Po przytozeniu $ladu
otrzymamy réwnoé¢ dim(V) = d = L Tr(D), czyli wymiar V' mozna interpretowac jako

sredni stopien wierzchotka; ta wielko$é jest proporcjonalna do liczby krawedzi, wiec moze
by¢ stosowana jako zamiennik M.

Chcemy rozwazac¢ jedynie nieskierowane grafy kwantowe, czyli podprzestrzenie V' C M,
takie, ze V' = V* o ustalonym wymiarze d. Jaki powinien by¢ rozktad prawdopodobienstwa?
Przestrzen V jest rozpieta przez macierze hermitowskie, mozna wiec mysle¢ o rzeczywistej
d-wymiarowej podprzestrzeni macierzy hermitowskich. Zbioér takich podprzestrzeni to znana
rozmaitosé, czyli Grassmannian Gr(d, n?). Ta rozmaito$¢ jest zwarta przestrzenia jednorodna
O(n?)/(0O(n*—d) x O(d)), wiec posiada dokladnie jedna miare probabilistyczna p niezmien-
nicza na dziatanie O(n?); jest to w pewnym sensie rozkltad jednostajny na Gr(d,n?). Chcemy
opisa¢ ten rozktad w bardziej konkretny sposob. Najprostszym sposobem wydaje sie wziecie
d niezaleznych macierzy hermitowskich; okazuje sie, ze to podejscie dziata.

Definicja 4.6.1 ([[12, Definition 1.14, Remark 1.15]). Ustalmy n € Ni d € {0,...,n%}.
Wybierzmy d niezaleznych macierzy hermitowskich X, ..., Xy zgodnie z rozktadem GUE
(Gaussian Unitary Ensemble); sa to macierze Gaussowskie ktorych elementy nad i na prze-
katnej sa niezalezne. Rozwazamy podprzestrzen V' := span{Xj,..., Xy} C M,. Prawie na
pewno jest to d-wymiarowa podprzestrzen i indukowany rozktad na Grassmannianie to miara
niezmiennicza p. Ten model losowego grafu kwantowego oznaczamy jako QG(n,d).

Uwaga 4.6.2. W pracy [H2] rozwazane sa systemy operatorowe V', czyli podprzestrzenie
speliajace V = V* oraz 1 € V. Zalozenie 1 € V jest naturalne z punktu widzenia infor-
macji kwantowej, ale nie jest konieczne, wiec mogloby zaciemniaé¢ obraz. Wersje twierdzen
przedstawione w tym tekscie latwo wynikaja z twierdzenn udowodnionych w pracy [H2].
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W ten sposdb mozna skonstruowaé bardzo wiele réznych graféw kwantowych oraz badac
typowe wtasnosci. Pézniej przedstawie wyniki na temat symetrii tych obiektow.

4.6.2 Kwantowe grafy Cayleya

W tej czesci  bedzie dyskretng grupa kwantowa. W klasycznym przypadku macierz sasiedz-
twa grafu Cayleya jest operatorem splotowym i tak bedzie rowniez w naszym przypadku.
Bedziemy musieli wiec sprawdzi¢, ktore operatory splotowe sa kwantowymi macierzami sa-
siedztwa. Najpierw musimy jednak wyjasni¢, jak definiuje sie splot na grupie kwantowe;j.

Definicja 4.6.3. Niech  bedzie dyskretna grupa kwantowa i niech wy,wy; € £>°( ), beda
x-stabo ciaglymi funkcjonatami. Wtedy definiujemy splot jako wy * wq := (w1 @ wy) 0 A .

To jest odpowiednik splotu miar, chcemy réwniez splata¢ funkcje. Mozna to zrobi¢ przez
utozsamienie funkcji z miara Haara z odpowiednia gestoscia. W naszym przypadku mamy
dwie miary Haara, lewa i prawa, wiec musimy dokona¢ wyboru; w tym tekscie, podobnie jak
w pracy [I4], bedziemy postugiwaé sie prawa miarag Haara. Przypomnijmy, ze ¢>°( ) ~ (> —
@ahr(G) M, , gdzie Irr(G) jest zbiorem (klas rownowaznosci) nieprzywiedlnych reprezentacji
zwartej grupy kwantowej G dualnej do . Z kazda reprezentacja « jest stowarzyszona pewna
dodatnia macierz p,, taka, ze Tr(p,) = Tr(p,') =: dim (). Liczbe te nazywamy kwantowym
wymiarem reprezentacji i spetnia ona nieré6wnos¢ dim,(«) > dim(«), przy czym roéwnosé
zachodzi tylko dla p, = 1. Mozemy teraz podaé¢ wzory na miary Haara na

Stwierdzenie 4.6.4 (| , Proposition A 2.1, Proposition A 2.2|). Niech  bedzie dys-
kretng grupg kwantowq. Wtedy istniejg wagi Haara hg oraz hy zadane wzorami
hgr(x) = Z dimg (o) Tr(paza) (4.4)

ho(e) =Y dimy(a) Tr(p; ' za)
a€lrr(G)

dla dowolnego x € coo( ).

Uwaga 4.6.5. Dla }/l;g na kazdym bloku mamy funkcjonal zadany przez macierz o, :=
dim, () pa, ktora spelnia Tr(o, ') = 1, wiec hp jest 1-forma. Podobnie sytuacja wyglada dla
hr.

Dla dowolnych elementéw z,y € coo( ) zdefiniujemy ich splot w nastepujacy sposob: roz-
wazymy splot funkcjonalow I;;L(:c) * f/Ll\g(-y), ktory jest postaci l;;(-z) dla doktadnie jednego
elementu z € coo( ), ktory oznaczymy jako x * y. Splot mozna roéwniez zdefiniowa¢ w ogol-
niejszej sytuacji, na przyktad dla = € coo( ) oraz y € £°°( ). Oznacza to, ze dla dowolnego
x € coo( ) mozna zdefiniowaé¢ operator splotu z* : ¢*°( ) — ¢>°( ). Sprawdzimy, ktoére z
tych operatoréw sa kwantowymi macierzami sasiedztwa, ale w tym celu musimy opisa¢ pod-
stawowe wtasnosci transformaty Fouriera, ktora jest bardzo waznym narzedziem w badaniu
operatoréw splotowych.
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Definicja 4.6.6. Niech W € (>°( )®L*>(G) bedzie operatorem multiplikatywnym unitar-
nym. Transformata Fouriera funcjonalu w € ¢*°( ), nazywamy element & = (w ®

Id)(W) € L*>(G). Dla = € ¢oo( ) T bedzie transformata Fouriera funkcjonatu h//\R(Z')

Lemat 4.6.7 ([I14, Lemma 4.4]). Mamy empa = dim,(a)uf;, zatem mozemy wyznaczyc

jawny wzor na transformate Fouriera dowolnego elementu x € coo( ).

. . — A~ A~ —_— A~ A~ . , .
Co wiecej, mamy T1Ts = T * T Oraz T * Ty = ToTy. Korzystajac z tych faktéw mozemy
sprawdzi¢, ktore operatory splotowe sa kwantowymi macierzami sasiedztwa.

Stwierdzenie 4.6.8 ([!11, Proposition 4.8]). Niech P, P, € cyoo( ). Rozwazmy operatory
splotowe Ayx := P xx oraz Asx := Pyxx. Wiedy (A1 @ As)(z) = PPy * .

Dowdd. Operator A := A; e A, jest zadany wzorem
Alegipa) =) Au(efips ) Aa(enipa ).
k
Po przylozeniu transformaty Fouriera dostajemy réwnosé
k
Skoro jest to prawda dla dowolnego elementu macierzowego u¢,

= Z [E(l)ﬁg * :E(g)Pl,

gdzie A(z) = Z @ Elementarny rachunek pokazuje, ze ) x() P2 * 19 P = xP2 * Pl
Wobec tego A( )= :UPQ * Pl, zatem Ax = PP * x. O

2> dla gestego podzbioru mamy

Stwierdzenie 4.6.9 (|I11, Proposition 4.9|). Niech P € cypo( ) oraz x € (>°( ). Wtedy
(Pxx)* = P*xx*, zatem Az := Pxx jest (rzeczywistq) kwantowq macierzq sqsiedztwa wtedy
i tylko wtedy, gdy P = P* = P2,

Dowdd. 7 poprzedniego stwierdzenia wynika, ze warunek A @ A = A jest rownowazny row-
nosci P = P?. Z kolei t6wnosé¢ (P * x)* = P* x x* mozna latwo sprawdzi¢, korzystajac z
definicji splotu i wlasnosci grupy modularnej. Oznacza ona, ze warunek (A(z))* = A(x*) jest
rownowazny P = P*. O

Wobec powyzszego mozemy tatwo konstruowaé (nieskoriczone) grafy kwantowe przy uzy-
ciu operatoréow splotowych. Dla klasyczego grafu Cayleya grupy I' macierz sasiedztwa réwniez
jest operatorem splotowym — splatamy z funkcjg charakterystyczng zbioru generujacego 7'
O zbiorze T najczesciej zaklada si¢ trzy rzeczy:

e T’ generuje grupe [
o T'=T71
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e c¢T.

Zaczniemy od warunku drugiego. Odpowiednikiem odwrotnosci w teorii grup kwantowych
jest antypoda S, czyli operator S : coo( ) — coo( ), ktory w przypadku klasycznym jest
zadany wzorem (Sf)(g) := f(g~'). Pojawiaja sie jednak pewne trudnosci, mianowicie S
jest czesto operatorem nieograniczonym, spetnia S? # Id oraz nie zachowuje *. Na szczedcie
S posiada rozktad biegunowy S = Tf%R, gdzie 7_ i jest rozszerzeniem analitycznym tak
zwanej grupy skalowania, natomiast R jest unitarna antypoda, ktéora ma wszystkie
typowe wlasnosci, czyli jest *-antyautomorfizmem ¢>°( ) oraz spelnia R? = Id.

Stwierdzenie 4.6.10 (|1, Theorem 4.10]). Niech P = P* € coo( ). Wowczas S(P) = P
wtedy i tylko wtedy, gdy Ax = P % x jest operatorem samosprzezonym wzgledem iloczynu
skalarnego GNS, natomiast R(P) = P wtedy i tylko wtedy, gdy A jest operatorem samo-
sprzezonym wzgledem iloczynu skalarnego KMS.

W definicji kwantowych grafow Cayleya bedziemy zatem zakladaé¢, ze R(P) = P. Jesli
chodzi o warunek e ¢ S, to zastapimy go réwnoscia £(P) = 0, gdzie € jest kojedynka na
0°°( ). Konkretniej e(z) = xuiyv, gdzie w rozkladzie £°( ) = (> — @aelrrm M, Ty jest
sktadowa odpowiadajaca reprezentacji trywialnej. Warunek m(A ® Id)m* = 0 rowniez jest
temu rownowazny.

Pozostaje kwestia opisania zbioru generujacego.

Definicja 4.6.11. Niech Ar := P % x. Woéwczas A¥(x) = (P**) x 2. Dla dowolnego ele-
mentu samosprzezonego T € (*°( ) oznaczamy przez [T jego nosnik, czyli najmniejszy rzut
ortogonalny taki, ze T[T = T. Powiemy, ze rzut P jest generujacy, jesli \/, [P*"] = 1.

Uwaga 4.6.12 (|H1, Proposition 5.3|). Jesli wystartujemy od zbioru S nieprzywiedlnych
reprezentacji grupy kwantowej A, to mozemy z nim stowarzyszy¢ rzut Pg := ®aES 1,..
ktory nalezy do centrum ¢°°( ). Ten rzut spelnia Ps = R(Ps), gdy zbior S jest zamkniety ze
wzgledu na sprzezenie (czyli na unitarng wersje reprezentacji kontragedientnej), natomiast
e(Ps) = 0, gdy S nie zawiera reprezentacji trywialnej. Ps jest rzutem generujacym, gdy
S jest generujacym zbiorem reprezentacji, czyli kazda nieprzywiedlna reprezentacji - jest
zawarta w iloczynie tensorowym reprezentacji z S.

Definicja 4.6.13. Niech P = P* € ¢oo( ) bedzie rzutem generujacym takim, ze R(P) =
P oraz ¢(P) = 0; niech Az := P * x. Wtedy graf kwantowy (¢*°( ), hg, A) nazywamy
kwantowym grafem Cayleya grupy kwantowej

Gdy mamy dwa rézne rzuty grafy Cayleya , to sa one bilipschitzowsko réwnowazne

([H4, Theorem 5.10]); grafy kwantowe sa kwantowymi przestrzeniami metrycznymi w sen-
sie Kuperberga-Weavera (| |), co pozwala na sformulowanie pojecia bilipschitzowskie;
réwnowaznosci.

Dzieki tej strukturze mozna prébowaé stosowaé metody geometrycznej teorii grup, to
znaczy uzywaé struktury metrycznej do badania grup. Bardzo prostym przyktadem jest
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stwierdzenie, ze grupa o podwykladniczym wzroscie musi by¢ sredniowalna. Zeby zilustro-
waé przydatnos¢ kwantowych grafow Cayleya, udowodnitem odpowiednik tego wyniku ([H4,
Proposition 5.15]); ogolniejsza wersja tego twierdzenia, wyrazona w innym jezyku, zostala
juz udowodniona w | |-

W Przyktadzie 4.4.28 przedstawiliémy pewne klasy zwartych grup kwantowych. Dla ich
dyskretnych grup dualnych mozemy skonstruowa¢ kwantowe grafy Cayleya, korzystajac z
generujacego zbioru reprezentacji jak w Uwadze 4.6.12. W przypadku SU,(2) i Of mozna
wybraé¢ reprezentacje definiujaca, ktoéra jest rownowazna z dualna, natomiast w przypadku
U musimy do reprezentacji definiujacej U doda¢ jej dualng U. Kwantowe grafy Cayleya
@) sa nieizomorficzne dla réznych parametrow g € (0, 1], poniewaz wymiar kwantowy
jest zachowywany przez izomorfizm graféw kwantowych. Kwantowy graf Cayleya U} |4,
Example 5.16] posiada cechu sprawiajace, ze mozna go uznaé¢ za drzewo, pomimo braku
dobrej definicji drzewa dla graféw kwantowych. Problem ten wynika z trudnosci zdefiniowania
Sciezek w grafie kwantowym.

4.7 Symetrie grafow kwantowych

W tej czesci opowiem o symetriach losowych graféw kwantowych oraz o zwiazkach kwan-
towych izomorfizmoéw z nielokalnymi grami znanymi z teorii kwantowej informacji. Wiecej
informacji na temat symetrii kwantowych grafow Cayleya bedzie mozna znalezé w pracy

[ |

4.7.1 Losowe grafy kwantowe

Glowny wynik z pracy [[12] jest latwy do sformulowania.

Twierdzenie 4.7.1 ([H12, Theorem C]). Ustalmy n € N i d € {2,...,n?> —2}. Dia pra-
wie kazdego wyboru macierzy hermitowskich X1, ..., Xq € M, grupa automorfizmow grafu
kwantowego Vy := span{ Xy, ..., X4} C M, jest trywialna.

Sprecyzowania wymaga okreslenie ,prawie kazdego wyboru”. Oznacza to, ze zbiér kro-
tek (X1,...,Xy), dla ktorych zachodzi twierdzenie jest otwartym, gestym zbiorem w to-
pologii Zariskiego na R™. To pociaga za sobg fakt, ze dopelnienie tego zbioru jest miary
Lebesgue’a zero. Czym sa automorfizmy V;? To takie x-automorfizmy ¢ C*-algebry M, ze
»(Vy) = V4. Motywacja dla tej definicji jest taka, ze chcemy mieé¢ bijekcje zbioru wierzchot-
kow (x-automorfizm M,,), ktore zachowuje krawedzie (czyli V). Wszystkie x-automorfizmy
M, sa postaci ¢(x) = UzU* dla pewnej macierzy unitarnej, wiec twierdzenie sprowadza sie
do nastepujacego faktu: jesli UV,U* = V,, to macierz U jest skalarna. Prawdziwa jest tez
troche silniejsza wersja tego twierdzenia, mianowicie jedyny automorfizm V; jako systemu
operatorowego to identycznosé ([H2, Corollary EJ).

Wymnik ten jest optymalny, jesli chodzi o zakres d. Potrzebujemy d > 2, poniewaz dla d = 1
C*-algebra generowana przez V; jest przemienna i dowolna unitarna macierz z tej algebry
bedzie automorfizmem. Dopelnienie ortogonalne zachowuje grupe symetrii, skad dostajemy
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ograniczenie d < n? — 2. W przypadku d = 1 grupa symetrii bedzie nietrywialna, ale prawie
zawsze przemienna (|2, Theorem B]).

Dowod przemienno$ci mozna przeprowadzi¢ wykorzystujac kwantowa macierz sasiedztwa
A oraz macierz stopni D := Al. Warunek symetrii na poziomie A oznacza, ze A(UzU*) =
UA(x)U*, skad wnioskujemy, ze UD = DU. Jesli wiec D ma jednokrotne wartosci wlasne,
to kazda symetria U bedzie diagonalna w bazie, w ktorej diagonalna jest macierz D, wiec
wszystkie symetrie sa przemienne. D posiada wielokrotng wartos¢ wtasng tylko wtedy, gdy
rugownik wielomianu charakterystycznego D oraz jego pochodnej jest rowny 0. Jest to waru-
nek wielomianowy, wiec albo jest spelniony wszedzie, albo na zbiorze miary zero. Wystarczy
zatem wskazac jeden przyktad, dla ktérego D ma jednokrotne wtasnosci wtasne. Mozna go
skonstruowa¢ z uzyciem odrobiny losowosci ([H2, Theorem 3.24]).

Jesli chodzi o trywialno$¢ grupy automorfizméw, mozna udowodnié, ze generycznie grupa
automorfizmow jest ,taka sama” ([H2, Corollary 3.5, Notation 3.7]). Dowod gtéwnego twier-
dzenia mozna przeprowadzi¢ indukcyjnie, gdzie kilka matych przypadkoéw trzeba sprawdzi¢
recznie (gtowny krok to [H2, Proposition 3.13|).

W pewnych przypadkach (n > 6, 4 < d < n? —5) mozna skonstruowaé krotke, dla ktorej
grupa automorfizmow jest trywialna (|2, Theorem 3.25]).

4.7.2 Kwantowe izomorfizmy

Kwantowe izomorfizmy miedzy grafami kwantowymi po raz pierwszy pojawily sie w pracy
| |. W [I1] pojawilo sie uogolnienie do przypadku niesladowego oraz zwiazki kwanto-
wych izomorfizméw z monoidalng rownowaznoscia grup kwantowych.

Monoidalna réwnowazno$¢ zwartych grup kwantowych wywodzi sie z dualnosci Tannaki-
Kreina (udowodnionej dla zwartych grup kwantowych przez Woronowicza | ). W przy-
padku grup przemiennych mamy do czynienia z dualno$cig Pontriagina, gdzie obiektem dual-
nym jest inna grupa przemienna, tak zwana grupa charakteréw, czyli reprezentacji jednowy-
miarowych. W ogoélnoéci charakteréw jest zbyt mato, by uzyskac¢ pelnie informacji na temat
naszej grupy, wiec nalezy rozwazy¢ ogolniejsze reprezentacje — w przypadku zwartym, o kto-
rym mowa, mozna sie ograniczy¢ do reprezentacji skoriczenie wymiarowych. Sktadaja sie one
na kategorie reprezentacji, ktora posiada informacje na temat sum prostych, iloczynow
tensorowych itp. Dualno$¢ Tannaki-Kreina orzeka, ze jesli ta kategoria stanie sie konkretna,
to znaczy mamy zadany funktor do kategorii skonczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta,
to mozemy odzyska¢ zwarta grupe kwantowa. Czasami mozna skonstruowaé wiele takich
funktoréw i w ten sposéb skonstruowaé nieizomorficzne grupy kwantowe o tej samej kate-
gorii reprezentacji; grupy takie nazywamy monoidalnie réwnowaznymi (| ]). Na
przyktad grupy kwantowe O} sa zawsze monoidalnie rownowazne z SU,(2) dla odpowiednio
dobranego parametru ¢ € [—1,1] \ {0} (Przyktad 4.4.28).

W pracy | , Remark 5.17, Remark 5.18, Proposition 5.19| zostal opisany zwiazek
kwantowych izomorfizméw z kwantowymi grupami automorfizméw znanymi z teorii grup
kwantowych (| | [ ). W [H1] definicja ta zostala rozszerzona na przypadek nie-

sladowy i opisana w terminach bardziej standardowych w teorii algebr operatorow.
Definicja 4.7.2 ([l 1, Definition 3.7, Proposition 3.8]). Niech G := (B, ¢, A) bedzie grafem
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kwantowym. Powiemy, ze zwarta grupa kwantowa G dziata na G, jesli istnieje x-homomorfizm
a: B — B®C(G) taki, ze

e (a®Id)oa = (Id®Ag) o «;
e 0o A=(A®Id)oa;
e (Y®Id)oa()=1u(-)1.

Kwantowa grupa automorfizmow nazywamy uniwersalng zwarta grupe kwantowa Qut(G),
ktora dziata na G, czyli taka, przez ktora faktoryzuje sie dowolne inne dziatanie. Taki obiekt
istnieje i jest jedyny.

Musimy rowniez zdefiniowaé pojecie kwantowego izomorfizmu.

Definicja 4.7.3 (|11, Definition 4.4]). Niech Gy := (B, 1, A;) oraz G, := (Bg, 102, A3) beda
grafami kwantowymi. Powiemy, ze G; i G, sa algebraicznie kwantowo izomorficzne,
jesli istnieja *x-algebry z jedynka Cis i Uy oraz x-homomorfizmy a5 : By — By ®Co i
91 : By — By ®012 takie, ze

o (1o ®1Id)oas(:) = (-)1;
® (X2 O A1 = (AQ ® Id) O (12,

o (Y1 ®@Id)oan(-)=1s(")1;
® (X901 O A2 = (Al X Id) O (x91.

Powiemy, ze G; i G, sa C*-algebraicznie kwantowo izomorficzne, jesli mozemy znalezé
C*-algebry (', oraz U5 takie, ze powyzsze warunki sa spetnione.

Uwaga 4.7.4. Podobnie jak w przypadku kwantowych automorfizméw, mozna rozwazy¢
uniwersalne obiekty, dla ktorych takie *-homomorfizmy istnieja; oznaczamy je jako Cy =
O(Ga, Gy) oraz C1o = O(G1,Gs). O O(Gs, G1) myslimy jako o przestrzeni kwantowych izomor-
fizmow z Go do Gy 1 istnieje odwzorowanie udajace odwrotnosé S : O(Gy, G1) — O(G1, Go)°P,
ktore pozwala utozsamic algebre O(Gy, Gs) z algebra przeciwna do O(Gs, Gy). Dlatego naj-
czesciej pracuje sie tylko z jedna z tych algebr.

Na zbiorze izomorfizméw miedzy dwiema przestrzeniami X i Y dziataja grupy symetrii
tych przestrzeni, jedna z lewej, natomiast druga z prawej. Tak jest rowniez w przypadku
kwantowym i dziatania te zadaja na O(Gs, G1) specjalna strukture.

Definicja 4.7.5. Niech G; i G, beda zwartymi grupami kwantowymi. Powiemy, ze x-algebra
C' jest rozszerzeniem bigalois, jesli istnieja dzialania o : C' — O(G;) ® C oraz 5 : C —
C ® O(Gy) takie, ze odwzorowania k;(z ® y) := a(x)(1 ® y) oraz k,(z ® y) := (z ® 1)B(y)
sa bijekcjami, gdzie z,y € C.

Twierdzenie 4.7.6 ([I11, Theorem 4.5]). Jesli O(Gy,G1) # 0, to istniejq takie dziatania
Qut(Gy) oraz Qut(Ga), ze O(Ga, G1) staje sie rozszerzeniem bigalois.
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Warto wspomnie¢ o zwigzku rozszerzen bigalois z monoidalna réwnowaznoscia: grupy
kwantowe G; oraz G, sa monoidalnie réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje roz-
szerzenie bigalois C' wyposazone w stan niezmienniczy na dzialanie Gy oraz Gy (| ,
Proposition 3.13]). W naszym przypadku warunek istnienia takiego stanu jest spelniony au-
tomatycznie (|11, Theorem 4.7]). W szczegolnosci algebraicznie kwantowo izomorficzne grafy
kwantowe sa C*-algebraicznie kwantowo izomorficzne ([H1, Corollary 4.8]): jesli O(Ga, G1)
posiada stan, to C*-algebre mozna zbudowaé z wykorzystaniem konstrukeji GNS. Te wyniki
ujawniaja silne zwigzki monoidalnej réwnowaznosci z kwantowymi izomorfizmami.

Moze sie wrecz wydawaé, ze sa to pojecia tozsame, ale tak nie jest. Na przyktad graf
pelny i graf trywialny na tym samym zbiorze wierzchotkéw majag te same kwantowe grupy
automorfizmow (kwantowe grupy permutacji S;), natomiast nie sa kwantowo izomorficzne,
poniewaz kwantowy izomorfizm graféw zachowuje spektrum macierzy sasiedztwa. Kategoria
reprezentacji grupy kwantowej Qut(G) jest generowana (w odpowiednim sensie) przez obiekt
B oraz morfizmy m : BB — B, A: B — B oraz ¢ : B — C. Roznica tych pojeé¢ polega
wiec na tym, ze kwantowy izomorfizm to monoidalna réwnowaznosé, ktéra przeprowadza
jedna kwantowa macierz sasiedztwa na druga, czyli w jakims sensie wyréznia te morfizmy w
kategorii reprezentacji.

Wiemy juz, ze jesli mamy dwa grafy kwantowe o monoidalnie réwnowaznych kwanto-
wych grupach automorfizméw, to niekoniecznie oznacza, ze grafy te musza by¢ kwantowo
izomorficzne. Okazuje sie jednak, ze monoidalna réwnowaznos$¢ pozwala czasami zbudowaé
strukture grafu kwantowego.

Twierdzenie 4.7.7 ([H1, Theorem 4.11]). Niech G bedzie grafem kwantowym z kwantowq
grupg automorfizmow Qut(G). Zatézimy, zZe zwarta grupa kwantowa G jest monoidalnie réw-
nowazna z Qut(G). Wowczas istnieje graf kwantowy Gy taki, ze Qut(Gy) ~ G.

Uwaga 4.7.8. Warto wspomnie¢ o tym, ze nawet jesli G jest klasycznym grafem, to G; moze
by¢ grafem kwantowym. Za przyklad moga postuzyé graf pelny na n? wierzchotkach oraz
kwantowy graf pelny na M,,, ktore sa kwantowo izomorficzne.

4.7.2.1 Zastosowania w informacji kwantowej Pojecie kwantowego izomorfizmu gra-
fow kwantowych zostalo zainspirowane przez kwantowe izomorfizmy klasycznych grafow
(| Il |), ktore z kolei pojawily si¢ w teorii nielokalnych gier. Gra nielokalna
polega na tym, ze dwojka graczy moze ustali¢ wspolng strategie przed rozgrywka, ale w
trakcie gry nie moze sie komunikowaé¢. Rozgrywka wyglada nastepujaco: sedzia wysyta do
kazdego z graczy po jednym pytaniu, a nastepnie sprawdza, czy odpowiedzi spetniaja kryte-
ria gry. Mowi sie o takich grach, ze sa nielokalne, bo graczy mozna ustawi¢ nawet tak daleko
od siebie, zeby skoniczonos$é predkosci §wiatta nie pozwalata im na komunikacje.

Najprosciej zrozumieé te koncepcje na przyktadzie. Powiedzmy, ze mamy dwa grafy G i
H o n wierzchotkach (bez petli). Kazdy z graczy dostaje od sedziego wierzchotek z grafu G
(g1 1 g2) 1 musi odpowiedzie¢ wierzchotkiem z grafu H (hy i hy). Reguly sa nastepujace:

e Jesli gracze dostaja ten sam wierzchotek, to musza odpowiedzie¢ w ten sam sposob;
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o Jesli wierzcholki ¢; i g5 sa polaczone krawedzia, to rowniez hy i hy musza by¢ potaczone
krawedzia;

e Jesli g # g2 nie sa polaczone krawedzig, to réwniez hy # ho nie moga by¢ potaczone
krawedzia.

Gracze wygrywaja, jesli ich odpowiedzi spetniaja wszystkie trzy warunki. Jesli gracze znajda
strategie taka, ze zawsze wygrywaja, to nazywamy ja strategia idealna. Co by to oznaczato
w tym przypadku? Mozna zalozy¢, ze gracze w jaki§ sposob losuja odpowiedz, ale kazda
losowa strategia moze by¢ zapisana jako wypukta kombinacja strategii deterministycznych,
wiec musialby tez istnie¢ idealna strategia deterministyczna. Wobec tego gracze maja funkcje
fi 1 fo takie, ze hy = fi(g1) oraz hy = fa(g2). Z pierwszego warunku wynika, ze f; =
fo =: f. Z drugiego i trzeciego warunku wynika, ze funkcja f jest injektywna: dwa rézne
wierzchotki ¢; 1 go albo sa potaczone krawedzia, albo nie, i wowczas f(g1) i f(g2) beda w
tej samej relacji, czyli nie moga byé¢ réwne. Skoro oba grafy maja n wierzchotkéw, to f
jest bijekcja. Z drugiego warunku wynika, ze f jest homomorfizmem graféw. Z potaczenia
warunkow drugiego i trzeciego wynika, ze f~! réwniez jest homomorfizmem graféw, zatem
grafy G i H sa izomorficzne.

W zwiazku z tym w przypadku klasycznym taka gre mozna wygrywaé ze stuprocentowa
skutecznoscia tylko dla pary izomorficznych graféw. W przypadku kwantowym dopuszcza
sie istnienie stanu splatanego, ktorego lokalnych pomiaréw (z wykorzystaniem operatorow)
dokonujg gracze. Czasami zdarza sie, ze w takiej wersji gry istnieje idealna strategia, mimo
ze grafy nie sa izomorficzne (| , Theorem 6.4]). To prowadzi do pojecia kwantowego
izomorfizmu grafow, ktorego uogoélnienie dla grafow kwantowych opisaliSmy w poprzednim
podrozdziale.

W informacji kwantowej dopuszcza sie rézne modele lokalnych pomiaréw. Mozna zatozy¢,
ze kazdy z graczy ma swoja przestrzen Hilberta, a wspolny stan splatany jest okreslony na
iloczynie tensorowym tych przestrzeni; czasem zaktada sie¢ tez, ze te przestrzenie sa skon-
czenie wymiarowe. W tym wypadku operatory dwoch graczy sa postaci T'® 1 oraz 1 ® .5,
czyli komutuja. Inne podejscie jest takie, ze mamy wspolng przestrzen Hilberta i zaktadamy
jedynie, ze operatory obu graczy sa ze soba przemienne. Niedawny spektakularny wynik
(| |) pokazuje, ze w ogolnosci podejscia te nie sa rownowazne, nawet gdy w modelu
tensorowym pozwalamy na aproksymacje. W szczegélnych przypadkach jest wiec interesu-
jace sprawdzenie, czy dostajemy te same wartosci dla réznych metod. Wynik [I11, Theorem
4.7 mowi, ze jesli algebra O(Gs, G1) jest niezerowa, to automatycznie posiada niezmienni-
czy stan, ktory jest sladem, jesli przestrzenie kwantowe dla G; = (B;, 14, A;) sa sladowe (w
szczegolnosci dla grafow klasycznych). W swietle | | mozna to intepretowa¢ w ten
sposOb, ze bardzo staba wersja kwantowego izomorfizmu automatycznie implikuje, ze grafy
te sa kwantowo izomorficzne w sensie gc (ang. quantum commuting), czyli w podejsciu z
komutujacymi operatorami.

Pézniej pojawity sie prace dotyczace nielokalnych gier, obejmujace rowniez kwantowe
grafy (| ]), z ktorych mozna wywiesé inna definicje kwantowego izomorfizmu grafow
kwantowych, oparta na istnieniu idealnej strategii w grze. Co ciekawe, definicja ta potencjal-

29



nie r6zni sie od naturalnego rozszerzenia definicji z pracy | |, ktora zaprezentowalismy
w poprzednim podrozdziale (| , Theorem 8.9, Theorem 8.14]).

4.8 Kwantowe algebry Cuntza-Kriegera

W tej czesci opisze wyniki z artykutu [H3]. W tej pracy stosowana byta konwencja, ze grafy
kwantowe sa definiowane przy uzyciu d-form, czyli standw na algebrze B, stad wynikajg
drobne réznice miedzy wzorami z tej pracy a tymi, ktore pojawia sie w tekscie ponizej.

Algebra Cuntza O,, to uniwersalna C*-algebra generowana przez n izometrii na prze-
strzeni Hilberta, ktorych obrazy sa wzajemnie prostopadtle i sumuja sie do calej przestrzeni.
Algebraicznie oznacza to, ze mamy n operatoréw S, ..., S, spelniajacych réwnosci S;S5; = 1
oraz y . S;S; = 1. T¢ algebre¢ mozna rowniez przedstawic jako C*-algebre grafowa, gdzie
graf to jeden wierzchotek i n petli, lub jako algebre Cuntza-Kriegera (| |), korzysta-
jac z pojecia grafu krawedziowego, ktory w przypadku jednego wierzchotka z n petlami jest
grafem pelnym na n wierzchotkach.

Definicja 4.8.1. Niech A € M,({0,1}). Rodzing Cuntza-Kriegera nazwiemy rodzine cze-
Sciowych izometrii Sy, . . ., S,, 0 wzajemnie ortogonalnych obrazach takich, ze S} S; = Zj ;9557
Uniwersalng C*-algebre generowang przez takie operatory nazywamy algebra Cuntza-Kriegera

i oznaczamy jako Oy4.

Uwaga 4.8.2. 7Z relacji wynika, ze e := Z?:l S;S7 jest jedynka w Oa. W szczegdlnosci
dla macierzy A takiej, ze a;; = 1 dostajemy réwnosci S;'S; = 1, zatem operatory S; sg
izometriami o wzajemnie ortogonalnych obrazach sumujacych si¢ do calej przestrzeni.

W pracy | | pojawilo sie uogodlnienie algebr Cuntza-Kriegera dla grafow kwanto-
wych.
Definicja 4.8.3 (| , Definition 3.7]). Niech G := (B, 4, A) bedzie grafem kwanto-

wym i niech D bedzie C*-algebra. Litera m oznaczamy mnozenie w B, natomiast up bedzie
oznacza¢ mnozenie w D. Kwantowa rodzing Cuntza-Kriegera w D nazwiemy odwzoro-
wanie liniowe s : B — D spelniajgce warunki

(i) pp(Id@pup)(s @ s™ @ s)(Id@m*)m* = s;

(ii) pp(s* @ s)m™ = pup(s ® s*)m*A,
gdzie s*(b) := s(b*)*. Kwantowa algebra Cuntza-Kriegera FO(G) to uniwersalna C*-algebra
wyposazona w kwantowa rodzine Cuntza-Kriegera.

Uwaga 4.8.4. Pierwszy warunek w tej definicji jest odpowiednikiem faktu, ze pracujemy
z czeSciowymi izometriami, natomiast drugi to relacja Cuntza-Kriegera. Brakuje tutaj wa-
runku, ze obrazy roéznych cze$ciowych izometrii sa wzajemnie ortogonalne, co sprawia, ze
nawet dla klasycznych graféw dostajemy troche inne obiekty, mianowicie wolne algebry

Cuntza-Kriegera. Czasem dodaje sie do definicji trzeci warunek (zob. [H3, Definition 3.1])
pp(s ® s*)m*(1g) = 1p, ktory jest odpowiednikiem réwnosci ), S;SF = 1.

Te rownosci mozna roéwniez zapisa¢ w bardziej jawny sposob (| , Proposition
3.9]).
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W pracy | | pojawita sie definicja algebr Cuntza-Pimsnera, ktore buduje sie przy
uzyciu C*-korespondencji. Rowniez algebry Cuntza-Kriegera mozna zakodowaé w ten sposob
{l , Examples (2), strona 193]), dlatego innym naturalnym podejsciem do kwantowych
algebr Cuntza-Kriegera jest zdefiniowanie odpowiedniej C*-korespondencji dla graféw kwan-
towych i rozwazenie algebry Cuntza-Pimmsnera.

Definicja 4.8.5. Niech G := (B, ¢, A) bedzie grafem kwantowym i niech g := (Id @ A)m*(1) €
B ® B. Niech Eg := B -¢¢-B bedzie B-bimodutem generowanym przez e wewnatrz B ® B. Na
Eg mozemy zdefiniowa¢ iloczyn skalarny o wartosciach w B za pomoca wzoru (a®b, c®d) :=
b*dy(a*c) odziedziczony z B ® B. Tak powstata C*-korespondecje nazywamy kwantowa ko-
respondencja krawedziowa.

Z |13, Corollary 2.6] wynika, ze kwantowa korespondencja krawedziowa jest izomorficzna
z korespondencja pochodzaca od catkowicie dodatniego odwzorowania A : B — B (zob.
Przyktad 4.4.13).

Korespondencja krawedziowa to kolejny réwnowazny opis grafow kwantowych. Z [H3,
Proposition 2.3, Theorem 2.5] wynika, ze A(z) = (¢ ® Id)(z - eg) = (g, x - €g), czyli mozna
odzyska¢ wzor na kwantowa macierz sasiedztwa z C*-korespondencji.

Definicja 4.8.6. Niech X bedzie skoniczenie wymiarowa C*-korespondencja nad skoriczenie
wymiarowag C*-algebra B; zaktadamy, ze lewe dzialanie jest wierne, czyli réwnosé¢ b- & =0
dla wszystkich ¢ € X implikuje b = 0. Reprezentacja X na C*-algebrze D nazywamy pare
(m,t), gdzie m : B — D jest x-homomorfizmem, natomiast ¢t : X — D jest odwzorowaniem
liniowym takim, ze

(i) w(b)t(§) =t(b- &) dla wszystkich b € Bi £ € X;

(i) ¢(&)"t(n) = =({&,m))-

Co wiecej, definiujemy *-homomorfizm v : Lg(X) — D wzorem 1(|€)(n|) := t(£)t(n)*. Re-
prezentacja (m,t) jest kowariantna, jesli w(b) = ¢,(Ly), gdzie L, € Lg(X) jest operatorem
lewego mnozenia przez b. Algebra Cuntza-Pimsnera Ox to uniwersalna C*-algebra, na
ktorej istnieje kowariantna reprezentacja C*-korespondencji X .

Wiernoséé lewego dziatania tatwo wyrazi¢ w terminach kwantowej macierzy sasiedztwa
(|13, Theorem 2.9]): oznacza to tyle, ze ker(A) nie zawiera zadnego skladnika z rozktadu
B na sume prosta algebr macierzowych. Przy tym zalozeniu mozemy znalezé¢ zwiazek alge-
bry Cuntza-Pimsnera kwantowej korespondencji krawedziowej z kwantowa algebra Cuntza-
Kriegera.

Twierdzenie 4.8.7 (|13, Theorem 3.6, Definition 3.4|). Niech G := (B, 1, A) bedzie grafem
kwantowym. Zatézmy, ze Eg jest wierng korespondencjqg. Wtedy C*-algebra Og, jest izomor-
ficzna z uniwersalng C*-algebrqg generowanqg przez lokalng kwantowa rodzine Cuntza-
Kriegera, czyli odwzorowanie lintowe s : B — D spetniajgce

(i) up(Id®@up)(s ® s* ® s)(Id @m*) = sm;
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(i) p(s* @ 5) = (s @ 5*)m* Am;
(ili) pp(s® s*)m*(1p) = 1p.
Takq C*-algebre nazywamy lokalng kwantowq algebrq Cuntza-Kriegera.

Uwaga 4.8.8. Trzecia rownosé jest taka sama jak w przypadku kwantowych algebr Cuntza-
Kriegera. Z pierwszych dwoch warunkow z powyzszego twierdzenia wynikaja warunki z De-
finicji 4.8.3, wystarczy do obu stron przytozy¢ m* i skorzystaé¢ z rownosci mm* = Id.

Pewna przewaga tej konstrukeji nad kwantowymi algebrami Cuntza-Kriegera jest to, ze
latwiej zrozumie¢ strukture ich lokalnej wersji. Na przyktad [H3, Proposition 4.1] mowi, ze
dla dowolnego kwantowego grafu pelnego G Op, jest izomorficzna z algebra Cuntza Ogim(),
co dla kwantowych algebr Cuntza-Kriegera wiadomo tylko przy dodatkowym zalozeniu, ze
(1) jest liczba naturalna (| , Theorem 4.5]). W pracy [I13] zostaly rowniez opisane
lokalne kwantowe algebry Cuntza-Kriegera w nastepujacych przypadkach ([I13, Corollary
4.5, Proposition 4.10, Corollary 4.13|):

(i) Gdy A =1d (graf trywialny), to Op, ~ B®C(T);

ii) Gdy Az := T2T* dla pewnego T € B, to Op, ~ B’ ®C(T), gdzie B’ jest sumg prosta
g
tych blokéw macierzowych, dla ktorych sktadowa T jest niezerowa;

(iii) Gdy A jest x-automorfizmem B, to Op, ~ B xZ.

Dla klasycznych grafow istnieje jeszcze jeden bardzo przydatny opis algebr Cuntza-Kriegera
za pomocy iloczynow krzyzowych (| ). Z kazdym grafem stowarzyszony jest topolo-
giczny uklad dynamiczny, tak zwane przesuniecie skonczonego typu: przestrzenig to-
pologiczng jest zbiér nieskonczonych Sciezek w grafie i na tej przestrzeni dziala potgrupa
N przez przesuniccia. Fakt, ze N jest tylko potgrupa troche utrudnia konstrukcje iloczy-
now krzyzowych, ale teorie w tym przypadku bardzo precyzyjnie opisal Exel (| D). W
przypadku grafow kwantowych dotychczas nie ma dobrego kandydata na przestrzen Sciezek,
jednak w niektorych przypadkach da si¢ to zrobi¢ i wéwezas algebry Op, mozna przedstawic
jako iloczyny krzyzowe Exela. Ma to miejsce dla grafow pelnych (|3, Theorem 4.3]), grafow
trywialnych ([H3, Proposition 4.6]) oraz dla s-automorfizméw, gdzie naturalne dziatanie jest
odwracalne, wiec pojawia sie produkt krzyzowy przez Z.

W preprincie [[{\W] scharakteryzowalismy stany KMS w sposéb podobny do tego, jak to
sie robi dla algebr Cuntza-Kriegera, gdzie sa one zwiazane z dodatnimi wektorami wlasnymi
macierzy sasiedztwa.

4.9 Pozostale wyniki

W tej czesci pokrotce opisze wyniki z osiagniecia habilitacyjnego, ktore nie do korica wpisy-
waly sie w tematyke autoreferatu, poniewaz dotycza graféw klasycznych.

W [H1, Corollary 4.15] udowodnilismy, ze graf Fruchta, pewien 3-regularny graf o 12
wierzchotkach, ma trywialna kwantowa grupe automorfizmow. Korzystajac z pracy | |
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mozna przy jego uzyciu skonstruowaé¢ dwa grafy izospektralne (czyli macierze sasiedztwa
maja takie samo spektrum) o trywialnych kwantowych grupach automorfizméw, ktore nie
sa kwantowo izomorficzne. To dato odpowiedz na pytanie postawione w pracy | |: czy
istnienie izomorfizmu kwantowych algebr orbitalnych utozsamiajacego macierze sgsiedztwa
prowadzi do istnienia kwantowego izomorfizmu grafow? W naszym przypadku kwantowe
grupy automorfizméw sa trywialne, co oznacza, ze kwantowe algebry orbitalne sa pelnymi
algebrami macierzowymi. Z kolei izospektralnosé oznacza, ze jedna macierz sasiedztwa moze
by¢ uzyskana z drugiej za pomoca sprzegania przez pewna macierz unitarng. Takie sprzeganie
zadaje automorfizm algebry macierzowej, ktory przeprowadza jedna z macierzy sasiedztwa
na druga, mimo ze grafy te nie sg kwantowo izomorficzne.

W [H2, Theorem 2.5] znalezlismy nowy dowod twierdzenia z | |, ze prawie wszyst-
kie grafy z modelu G(n,p) maja trywialng kwantowa grupe automorfizméw; tam gltéwnym
narzedziem byly koherentne konfiguracje, natomiast my badaliémy spektrum macierzy sa-
siedztwa i1 wykorzystywaliSmy wyniki z teorii macierzy losowych. Co wiecej, udowodnilismy
tez, ze losowe regularne grafy prawie na pewno maja trywialna grupe automorfizmow ([H2,
Theorem 2.6]).

5 Informacja o wykazywaniu sie istotna aktywnoscia na-
ukowg albo artystyczna realizowana w wiecej niz jed-
nej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,
w szczegoblnosci zagranicznej

W 2014 roku rozpoczatem studia doktoranckie w Instytucie Matematycznym Polskiej
Akademii Nauk. Pierwsze trzy miesiace, od pazdziernika do grudnia, spedzitem na Uni-
versité de Franche-Comté w Besancgon, gdzie bratem udzial w trymestrze ,Geometric
and noncommutative methods in functional analysis”; osoba zapraszajaca byt Uwe Franz.
Pozwolilo mi to na udzial w czterech konferencjach i dwoch szkotach oraz na poznanie wielu
znakomitych matematykow, takich jak Marius Junge czy Fedor Sukochev.

W roku 2015 dwa miesiace, pazdziernik i listopad, spedzitem na Texas A&M Univer-
sity w College Station na zaproszenie Gilles’a Pisiera. Podczas tej wizyty nie tylko bardzo
poszerzylem swoja wiedze, ale rowniez nawiazalem wspoltprace z Michaelem Brannanem,
ktora wtedy zaowocowala praca | | i trwa do dzi$. Od lutego do kwietnia 2018 bytem
na trzymiesiecznym stazu na Texas A&M University w ramach stypendium NCN Etiuda,
gdzie tym razem moim gospodarzem byt Michael Brannan. Po tym pobycie napisaliSmy prace
[[11], ktora zapoczatkowala moje zainteresowanie teorig grafow kwantowych.

Od pazdziernika 2018 roku bytem postdokiem na KU Leuven, gdzie moim opiekunem
byt Stefaan Vaes. W roku 2019 zdobytem prestizowy grant FWO i od pazdziernika 2019 roku
do grudnia 2021 roku kontynuowalem prace na KU Leuven. W tym okresie duzo wspotpraco-
watem z Martijnem Caspersem z TU Delft, co zaowocowalo pracami | |, [ |,

[ |1 |
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Wyglositem rowniez wiele wyktadéw na konferencjach: w Bedlewie (3 razy), Leeds, Leu-
ven, Waco, Lejdzie, Saarbriicken, Oberwolfach, Oslo, Sztokholmie, Lodzi, Delft i Cambridge
oraz na czterech konferencjach online (miedzy innymi na sekcji Europejskiego Kongresu Ma-
tematycznego w 2021).

Bylem rowniez zapraszany na seminaria (poza swoja jednostka): we Wroctawiu (3 razy),
Glasgow (2 razy), College Station (2 razy), Leuven (2 razy), Kopenhadze (2 razy), Paryzu
(na dwoch roznych uczelniach), Houston, Caen, Brukseli, Delft. Wyglositem tez referaty na
kilku seminariach online.

W marcu 2024 wygtositem na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej
Uniwersytetu Jagielloriskiego cykl trzech wykladéw na temat graféw kwantowych, natomiast
w listopadzie 2024 roku cztery wyktady o grupach kwantowych na szkole w Cambridge.

Moja aktywno$é miedzynarodowa obejmuje réwniez wspolprace z wieloma osobami —
mam szesnascioro roznych wspoéltautoréw z zagranicy.

6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organiza-
cyjnych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke

Jako doktorant prowadzilem ¢wiczenia na Uniwersytecie Warszawskim: Matematyka A na
Wydziale Chemii (2 semestry), Analiza Funkcjonalna II. Jako student prowadzitlem zajecia
wyréwnawcze z analizy matematycznej oraz algebry liniowe;j.

Na KU Leuven prowadzitem wyklady: Probability & Measure (Prawdopodobienistwo i
miara), Functional Analysis (Analiza funkcjonalna, 3 razy).

Na KU Leuven opiekowatem si¢ jednym magistrantem, Lukasem Rollierem, ktory pozniej
ukoniczyt doktorat pod opieka Stefaana Vaesa (bytem cztonkiem komisji egzaminacyjnego na
jego obronie).

Obecnie jestem promotorym pomocniczym Igora Chelstowskiego na Wydziale Fizyki UW,
ktorego promotorem jest dr hab. Pawet Kasprzak.

Podczas doktoratu organizowatem w Instytucie Matematycznym PAN grupe robocza ,.Ri-
gidity of group actions” (Sztywno$¢ dzialan grup) na temat teori deformacji/sztywnosci Popy.
Podczas stazu podoktorskiego na KU Leuven bylem przez 3 lata jednym z organizatoréow
,Junior Seminar in Pure Mathematics”. W Instytucie Matematycznym PAN organizowatem z
prof. Adamem Skalskim grupe robocza o grafach kwantowych i C*-kategoriach tensorowych.
Od pazdziernika 2023 roku jestem wspoétorganizatorem Kolokwium IMPAN, seminarium de-
dykowanego matematykom wszystkich specjalnosci.

We wrzesniu 2023 roku wspoélorganizowatem sekcje na temat algebr operatorow pod-
czas zjazdu Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Obecnie wspotorganizuje konferencje
,Operator Algebraic Quantum Groups”, ktora ma sie odby¢ w Banff w Kanadzie miedzy 30
listopada a 5 grudnia 2025 roku.
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7 Inne informacje

Jestem laureatem nastepujacych nagrod:

(i) 2. nagroda w konkursie im. Jozefa Marcinkiewicza na najlepsza studencka prace z
matematyki (2015);

(ii) Nagroda Polskiego Towarzystwa Matematycznego dla mtodych matematykow (2018);

(iii) Nagroda im. Kazimierza Kuratowskiego (2020).

Bylem/jestem kierownikiem nastepujacych grantow:

(i) Grant NCN Preludium Wtasnosci aproksymacji i kontraktywnosé potgrup Markowa dla
algebr von Neumanna typu III (2017-2019);

(ii) Stypendium NCN Etiuda Wtasnos$ci aproksymacji q-zdeformowanych algebr Arakiego-
Woodsa (2017-2018);

(i) Grant FWO (Fundacja Badawcza we Flandrii) Junior Postdoctoral Fellowship (2019

2022);

(iv) Grant NAWA Polskie Powroty Grafy kwantowe i ich symetrie (od 2022);

(v) Grant NCN Sonata Grafy kwantowe i ich symetrie (od 2022).

Obecnie zasiadam w jury konkursu im. Kazimierza Kuratowskiego.
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